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AVANT-PROPOS 


J’ai donné à cet ouvrage le titre de Développements de géométrie descriptive , 
pareeque j’y examine et discute diverses .questions, et que j’y donne la solu- 
tion de divers problèmes dont les auteurs des traités de géométrie descriptive 
n’ont ]>oint parlé. 

Cet ouvrage est donc destiné à servir de complément aux divers traités de 
géométrie descriptive publiés jusqu’à ce jour. 

J’ai divisé cet ouvrage en sept chapitres ; dems chaque chapitre j’ai groupé 
les questions et les problèmes qui avaient quelque analogie entre eux. 

J’aurais puaugmen tercet ou vragede plusieursautrcs chapitres ;mais comme 
je me propose de réunir et de classer entre eux les divers mémoires que j’ai 
publiés sur la géométrie descriptive, dans le Journal de l’École polytechnique; - 
dans le Bulletin de la société philomatique, dans la Correspondance mathé- 
matique et physique rédigée par M. Quetelet de Bruxelles, et dans le Journal 
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Liouville, et de former 
ainsi un volume qui, avec celui que je publie aujourd’hui, formera ancomplé- 
ment de géométrie descriptive f c’est dans cette seconde publication que je pla- 
cerai diverses notes sur des recherches géométriques non encore publiées. 

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, que je soumets au jugement des 
savants et des ingénieurs qui aiment et cultivent la géométrie descriptive, 
jetraitedes propriétés des héjicoîdes coniques, et je démontre les analogies qui 
exislententre ces surfaces et les surfaces hélicoides cylindriques. 

Dans le second cirapitre , je démontre les propriétés des trois spirales 
d’Archimède, logarithmique et hyperbolique, en les regardant comme la 
projection sur un certain plan de trois spirales à double courbure; et je crois 
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que les propriétés de ces courbes à double courbure n'avaient point encore 
été étudiées. 

Dans le troisième chapitre, j'essaye d’énumérer les courbes coniques du 
troisième et du quatrième degré et de les classer par leurs points singuliers. 
Je résous ensuite un certain nombre de problèmes nouveaux au moyen des 
courbes d’erreur. 

s 

Dans icquatricme chapitre, je m’occupedu problème des éclipses ; la sol ution 
que je donne n’est point astronomique, mais si les trois corps avaient des 
d imensions moindres et étaient à des distances moindres les uns des autres, la 
solution graphique que j’expose résoudrait complètement la question. C’est 
donc seulement commeexercterde géométrie descriptive que je m’occupedans 
ce chapitre du problème des éclipses.' 

Dans le cinquième chapitre, je traite d’une courbe nouvelle et encore non 
étudiée, de l’épicycloîde annulaire, courbe à double courbure engendrée par 
un point d’un cercle roulant angulairement sur un autre cercle. 

Cette courbe se présente dans les applications et ainsi dans ks chemins de 
fer et dans les engrenages. Je crois que jusqu’à présent personne n’en a 
fait mention et que cettecourbe est une nouveauté en géométrie. 

Dans le sixième chapitre , je cherche Je centre et le rayon d’une sphère 
satisfaisant à quatreconditions, ces conditions étantdepasscr par des points 
ou d’étre tangente à des droites ou d’ètre tangente à des plans. Dans les 
traités de géométrie descriptive publiés jusqu’à ce jour on ne donne la 
solution que des deux problèmes suivants : 1° sphère passant par quatre 
points; 2* sphère tangente à quatre plans. ' 

Je termine ce chapitre par des questions relatives aux engrenages, en 
cherchant la surface lieu des points de l’espace dont ks distances à deux axes 
fixes sont dans un rapport constant. 

Dans le septième chapitre, je développe la théorie des infiniment petits en 
géométrie descriptive, et je résous diverses questions et divers^roblènics en 
me servant de cette théorie que je crois nouvelle en plusieurs points et dont 
il me semble que la rigueur ne peulétrc contestée. 
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' DE LA NOTATION 

EMPLOYÉE DANS CET OUVRAGE. 


n esl néoeaaaire d'expKqoerb notatioa adoptée dans cet oamge , et d'en faire resaortir les 
avantages. 

1* Un point de l'espace est représenté par une petite lettre (lettre minuscule) et ainsi par m , 
oii n, ou a, ou 6, ou x , etc., et scs projections par la même lettre accompagnée de l'indice e ou 
h , suivant que la projection du point, est sur le plan vertical ou sur le plan horizontal. 

Ainsi m' ou n’ou x’, etc., désigne la projection verticale du point m ou du point n ou 'lu |iuint 
X , etc. situé dans l’espane. 

Ainsi m^ou n* ou etc., désigne la projection horizontale du même point m ou du même 
point n on du même point x,etc. do l'espace. 

2* Une droite est désignée par une grande lettre (lattro majuscule) ou une lettre grecque, ainsi 
on dit : la droite A , ou D, ou Y, ou S, ou 7, ou J, etc. , et ses projections prennent les indices r ou A. 
et ainsi on a : D^ et D*, projections horizontale et verticalode la droite D située dans l'espace , etc. 

3* Une courbe est toujours désignée par une grande lettre ou une lettre grecque, et scs projec- 
tiona portent les indices e et A comme pour la droite. , . 

Un plan est désigné par une grande lettre , ainsi on dit : le plan P, ou le plan Q, ou (p plan 
X, etc., et scs traces sont désignées, la trace horizontale par Hetia trace verticale parV, et 
de plus 6es lettres U et V prennent pour indice le nom du plan dont elles désignent les traces, 
ainsi H’ et V' désignent les traces horizontale et verticale du plan P, etc. 

U y a bientôt quinze ans que j'ai adopté cette notation dans mescours de géométrie descriptive 
et j'ai lieu de m’en af^bndir, car les élèves peuvent , au moyen de cette notation , sténographier sur 
la figure même et k tôesnr» qu’ils la coBSInrfwnl, les vsiinisinié ms géométriques qui les oon- 
dnisentà faire telle ou telle com4mcttoit,-gtapÙlÿn. -‘V ^ 

On remarquera sans peine que cette notation A le grand Avantage de pouvoir démontfrr datu 
l’espace, car 00 peut parler du point m, de la droite D, dnpImiP, et l’élève lit sur l’épure le point 
m dont les points m’ et m' sont les projections, la droite D dont les 40ea D* et i)* son t les prp- 
jections^leplanP dontlesdroitesH* ctV'aontMMNMfsetc. 

Par ce moyen l’épure se trouve intimement orale et la comjilète, et la 

démonstration est plus brève et de plus peut être éooriéede manière à eeque (suivant une expression 
admise) en pju'bot dans l’espace , l’élève apprend & lire dan» Vetpace. Par l’emploi de cette nota- 
tioa, l’élève parvient en pende temps à voir comment seront les projections d’un système de l’espacé 
et ainsi apprend l’art de projeteran système do respaoe, et en même temps il acquiert l’habitude de 
concevoir les relations de position qui existent entre les points, les lignes, les plans qui composent 
un système de l’espace, en regardant sur une épure les projections horizontales et verticales de ces 
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divers points et de ces diverses lignes, et les traces borizoolates et verticales de ces divers plans. 

Les ligures qui composent lesplanciies annexées à cet ouvrage , sont de deux sortes. ^ 

Les premières' sont des Bgures en penpertice représentant à peu près les relations do position 
qui doivent exister entre les points et les lignes dont on parle. Ces figures ne servent qu a aider 
l'esprit du lecteur et a lui permettre de mieux concevoir la forme véritable du système de ruspace 
dont on s’occupe et dont on cherche les pn^iélés géométriques. 

Les secondes sont des épures , ces figures sont construites rigoureuaemcni à la règle et au 
compas ; les résultats graphiques auxquels on est conduit par leur oonstruction , sont cnsnhc 
traduits en langage géométrique dans te texte. 

Les épuret sont faciles à roconnsliro parmi les figures tracées sur chacune dos planches de cct 
oiuTage, parce que l'on y voit toujours une ligne de (erre désignée par les lettres L et T; et pour 
mieux’ distinguer cette ligne de terre des autres droites tracées sur l'épure , on a eu le soin d’y 
faire graver en dessous une suite de [letites liacimres. 

Entre la géométrie deteriplive ou langue graphique, et l'anolyie ou langue algébrique il y a 
un poiut de ressemblanco qu’il est bon d'indiquer. 

Ainsi , étant donné un système (de l'espace) composé de points , de lignes , de plans , de sur- 
faces , on commence en anoiyiie (nr écrire les équalions qui représeiitenl ces points , ocs lignes , 
CCS plans, ces surfaces, et c'est ce qu'on appelle mettre te problème en équedion j ensuite on com- 
bine ces équations entre clics (d’après les règles de l’ana/yss ), et l'on arrive à un résulutl exprimé 
|iar une formule algébrique que l’on traduit en langage ordinaire. 

En géométrie descriplice on trace sur l'ÿurelcs prujertiousdcspoiiits et des lignes, les traces des 
plans, les projections des lignes qui déterminent ctaicune des surfaces données, ces lignes étant 
choisies en vertu du mode de génération de chaque surface donuée. 

Ce premier travail est en langue graphique l'analogue de la mise en équation dans la langue 
algébrique ; ensuite on comlMnc les projections des jioints , les projections des lignes , les traces 
des plans , les projeetioas des lignes qui représentent les surfaces , d’après les règles graphiquet, 
et on arrive à un résultat graphique que l’on traduit en langage ordinaire. 

C'est ainai , qu'ayant mis un problème en équation, si par la combinaison des équations du pro- 
hléoM on arrive aux trois équations finales (I)y=ojr-)-p’, (S) y=a'x-(-j et (3) on' 1 = 0 , 
on traduit le résultat analytique en lasigage ordinaire en disant : 

Les deux droites représeutées par les équations (l) et (2) sum rectangulaires entre elles en 
vertu de l'éiJualiOD (3) de oondilioii. 

Et c'estaiosi, que par la combinaison des lignes tracéessur une épure, étant orrivéanx traces 
H’ et V' d’un plan P, si la droite TI' est perpendiculaire à la ligne de terre , ou traduit ce résultat 
yrapAifiircn bmÿoys ordmotre, en diaant: le plan P dont o« vient de construire les traces est 
|HTp('ndiculaire au plan vertical de projection ; ou bieo étiuu arrivé par uoc série de constructions 
graphiques aux [M-ojections A‘, A' et B', B' (de deux droites A' et B) telles que la droite A’ sou 
inrallèle à Is ligne de terre et que les droites B' elA* soient reclanguigircs entre elles, ou traduilcc 
résultat graphique en langage ordinaire en disant, la droileA est horizontale et les deux droites A 
et fi (situées dans l'espece) se coupent à angle droiL 

Au reste, en examinant de près de quelle manière procèdent la géométrie deecriplive et l'analysi' 
dans la solution dés questions de géométrie , on est conduit à reconnaître divers autres pomis 
de ressemblance , entre les deux langues graphique et algébrique , non point quant aux méthodes, 
mais dans les moyens de solution. 


Digitized by Google 


1 


\ 


DÉVELOPPEMENTS 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVi;. 


CHAPITRE PREMIER. 



DKS SinFACKS OtLICOlUALES CY U.'IDRIQl.'ES ET CONIQLES ; DES DÈVEl.OPPAnTks 
PLASES ET SPHÉRIOI'ES, RALI.OSGÊES ET RACCOURCIES. 

§ I”, 

Des déveliippnntes planes TtiUongées et racrourries. 

n ‘ 

Élant donné sur un plan un cercle C du rayon R, on sait que si l'on enroule 
un fil sur ce cercle cl qu’on le déroule ensuite , un des points de ce (il décrit sur 
le plan du cercle une courbe 3 qui a reço le nom de développante plane et circu- 
laire , et l’on sait que les tangentes au cercle C sont normales la courbe 3. 

Nous donnerons à la courbe 3 le nom de développante plane et parfaite du cercle C , • 
pour la distinguer des développantes rallongées ou raccourcies, qui seront dites 
imparfaites. 

Si l’on prend sur le cercle C (fig. 3 ) une suite de points m, m', ra"i.... ér|ui- 
distants entre eux, et si l'on mène en chacun de ces points les tangentes an 

cercle C, savoir : t, i', f" ces tangentes couperont la courbe 3 ( développante 

parfaite du cerclo C) en les points n , n', n" 

sur t on porte à partir du point » une longueur égale à l, on placera suri 
un point x,; si sur t' à partir du point n' on porte une longueur égale i 21, on 
placera sur f un point x',; en opérant de même |>our t", et portant dès lors 31 de 

n" en x", , on aura une suite de points x., x',, x" ( les longueurs/, 21 ,-3l..... 

ayant été portées dans le même sens) qui détermineront une courbe qui Mra 
dite développante imparfaite du cercle C. 

La développante imparfaite sera une développante rallongée ê' si les points x,, x'. , 

^ t 
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x", so.nl placés uu delà de le courbe 3 per rapport au cercle C , et elle sera une 

lU'veloppanle raccourcie S', si au contraire les points x,, x',, x", sont placés ainsi 

que les |K>ints^x, x', x" entre le cercle C et la courbe 3. 

Cela posé : 

Le premier problème dont la solution doit être pru|x>sée est éelui «i: 

Une développante iinparfaile S raccourcie ou S' roUongée étant donnée par la 
construction géométrique précédente de ses divers points, construire la tangente 
en un-point x de ô ou x, de ë . 

^'ous allons résoudre le problème de la construction de la tangente en un jioint 
de la développante circulaire rtdlutujfe ou raccourcie, en nous servant de diverses * 
propriétés des surfaees liéticoides gauche ou développable, et en même temps nous 
« montrerons comment la spirale d’Archimède et les développantes parfaites et 
imparfaites du cercle se trouvent liées les unes au* autres sous le point de vue 
de la génération géométrique. 

Plus loin nous montrerons que la spirale d’Arcliiméde est accompagnée de deux 
spirales du même genre auxquelles ott doit donner le nom de spirales imparfaites 
d’Arcliiméde, l’une étant rallongée cl V nuire raccourcie. 

Concevons un cylindre B (vertical et de révolution), ayant pour axe une droite A 
et |K>ur section droite un cercle C du rayon R. 

Traçons sur le cylindre B une hélice K coupant les génératrices de ce cylindre^ 

B sQus l'angle constant a. 

Concevons, par un point i/ de la courbe E, trois droites : l'une 6 tangente n 
l'hélice E et faisant dès lors avec la génératrice O du cylindre B ( laquelle droite 
liasse par le point g) un angle a, l'autre D faisant avec S un angle y plus grand 
que «j et enfin, une troisième droite D' faisant avec G un angle-/ plus |M)tit 
que a. 

Concevons que les trois droites®, D, I)', sont situées d’un même cêtépar rap 
port à la génératrice G et toutes trois dans le plan T tangent au cylindre B sui 
vantG, et que dès lors le^ angles a, y, y' sont aigus. 

Cela post'; : ^ " 

Si l’on fait mouvoir les trois droites 9 , D , 1)', sur l'hélice E Je manière à Ihire 
toujours la même angle avec l'axe A , et à être en chaeûne de leurs positions D 
parallèle à l’une des génératrices d'un cène S de révolution ayant A |K)ur axe et 
ayant son demi-angle au sommet égal a -y; Sparallèle à l’une des génératrices d’un ^ 
cône £ de révolution ayant .A pour axe et sou demi-angle au sommet égal à a; Ü' 
parallèle à la génératrice d'un cène S' de révolution ayant A pour axe et son 
demi-angle au sommet égal à y'; ces trois droites engendreront trois surfaces 
liélicoidcs b,, 9^, 1)',. 
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Les héliooïdes D, et D', seront gaucbet et niéitcoïde 9, sera développable, l'arèlc de 
rebroussenrent de 8, étant l’hélice E. 

Cela posé : 

Si l’on -coupe ces trois surfaces par un plan P perpendiculaire à l'axe A, un 
pbtien^ trois courbes S sur D, , €' sur D', et 8 sur 8, qui seront : € et S’ des 
_.f. désteloppantes impaifàU$s du cercle C section du cjflindre B par le plan P, la 
^ première fj^laat . une -^développante rallongée et la seconde une déveluppanlc 
mccMrcie,lpt 8 sera une développante parfaite du même cercle C. 

4 -El nn effet : 

Si par la génératrice G on mène le plan T tangent au cylindre B et que l'un 
développe ce cyliniire B sur le plan T , l’hélice E se transformera en sa tan- 
gente 8 ; de sorte qu'après le développement, les trois droites D, D’et 9 passeront 
par le point y. 

Dès lors pq (Jig, 2) sera la longueur qu’il faudra porter sur t (fig. 1 ) tangente 
au cercle C au point m et de m en n pour avoir le point n de la courbe 8; et de 
même en portant pv (/it;. 2) de m en x(/^. 1), on aura un point x de la courbe S'; et 
en portant pk (fig. 3) de m en x, (fig. 1 )on aura un point x, de la courbe ê. 

Et de même, en considérant la tangente (' au point tn' du cercle C (fig. 1 ), 
l’on aura l’arc mm' rectifié égal à la droite pp' ( fig. 2 ), et dès lors on devra porter 
p'q (fig. 2) sur t (fig. t ) de m'^en n' ; p‘v(fig. 2 ) de m' en x' (fig. t ) et p'k' (fig. 2 ) 
de m' en x', (fig. 1 ), et l’on aura un nouveau point n de 8, x' de 6' et x, de 6. 

fil' construction des trois courbes 8, S, S' (fig. f ) étant bien comprise, par ce 
qui vient d’ètrç dit, U est évident, par iafig. 2, que si : 



l*p'^=2.pq qn aura </t»'=2.(/i) et qlt^l.qh, . ' 

2* p“q=3.p9 on aura qi»"=2.ç» et 

Par conséquent, les courbes^sections faites dans les hélicoides D, et D', par le 
plan P sont bien dqs développantes rallongée et raceourcie du cercle C. 


Construction de la tangente d la développante plane rallongée ou raceourcie. 


D’après ce qui précède, il sera facile de résoudre le problème profiosé , savoir; ^ 
Construire la tangente en un point x de la développante rallongée 9' ou x. de la 
développante raccourcie ê. 

Et en effet : • . 

Il suffira deoopstrnire au point x de iàéHcoidé O', on au pointx.de l’hélicoïde 
D, le plan langent 6, lequel coupera le plan P suivant la tangente demandée. 

Or , on sait construire ce plan tangent 0. 
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Car il•ullit do concevoir une hélice t^lindrique H' tracée sur l'hélicoide l)', et 
l assant par le point x. Cette hélice H' aura méiiio pas que l’hélice Eei son rayon 
sera égal à la distance du point x à l'axe A. 

On connaîtra donc l'inclinaisou de cette hélice H' sur l'axe A et par suite sa 
tangente V au point X. 

Cela posé ; 

Si l’un considère un paraholoïde hyperholi(]ue I' ayant pour <lirectrices droi- 
tes, les tangentes, 0 à l'hélice E au point ;/ et X' à l’hélice H' au point x, et 
pour plan directeur le plan A tangent au cône S' et mené à ce cône suivant 
'a génératrice (t parallèle à la droite D' génératrice de la surface lit'tic&idf D', , 
lar|uellc génératrice passe par les |xiints x et y, ‘ce |saraltoloïdc I' sera langent 
à la surface D'. tout le long de D' , par conséquent son plan tangcnl en x sera 
langent à D', et ne sera autre que 0. 

Il suHira donc pour déterminer le plan 0, de faire passer un plan par les 
droites D' et X'j cl ce plan 0 coiq>era le plan P, suivant la tangente au point x 
h la développante imparfaiie ê'. - , 

Le problème proposé est donc complètement résolu ‘ 

llnmripw . Au sujet dé la conslriiclion du plan langent à l'hélicoide ü'., je 
ferai la remarque suivante. 

La surface hélicoïde a été doiiiiéc, comme engendrée par une droite se mou- 
vant dans l’espace ; 

1" ICii s’appuyant sur une courhe ; 

2” En restant tangente à la surface qui con lieu I cette courbe; . 

3" En restant parallèle aux diverses génératrices d'un côiic. 

En vertu de ces trois conditions le mouvement de la droite est complètement 
déterminé, et la surface engendrée est compléternenl délinie. 

Il laudraic pouvoir, en vertu de ce mode de génération, eonslriiire le |}lan 
tangent eu un point de la surface. 

Jus(|u'à présent la géométrie descriptive n'a pu , en ne s'appuyant que sur c 
mode de génération , résoudre <-e probicme. - *■ 

On est lonjoiirs obligé de chercher sur la surface une seconde courluv passant 
par le point donné et ô laquelle ou sache construire une tangente. 


(*} Dans i'oiivragê» que j^ai public auriez engrenagea et <)Aii a'fiour titre : Thrttrie yèifmélriqttf tira 
efigrenagei ûfMinêg à franiiHeUre le mouvement de rulalion entre deux axes tiluét ou non dan* un 
même pUtn ^ imprime en 184? par itacholier, j'at donné la coniUruclion de la tangente en un fxiint de 
In développante liv(»cr^joIoîdiquc du cercle , en admettant que l*on savait construire la tangente à une 
développante plane, rallongée ou raccourcie dn cercle. 
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Ainsi, pour l’hélicoîde I)'., on j)cul se procurer une liéJice cylindrique II' et 
passant par le point x; et l'on se procure celte courlie H'' sans laquelle la sulülioii 
du problème serait impossible, parce que le mode de génération de tout liélicoîde 
cylindHque nous permet de reconnaître que tout cylindre eoncentritiuc aucylindre 
^ coupe des hélicoîdes tels que D., 9,, !>', ffaiirhcsoti (/érclop^toè/cs suivant des hélices 
^yahl même po» que l’hélice directrice E. 

Imitais, je le répète, pour la plupart des surfaces gauches ayant le mode de géné- 
^ ration indiquée ci-dessus, le problème dil.’plan tangent reste insrdnble , à moins 
que l'on ne parvienne à découvrir uneo(iM|ba qui, tracée sur la surface do imée, 
soit telle qu’on sache lui construire la 'tangente en un <|uelconque de m>s 
points-, 

■le regarde le problème du |)lan tangent à une surface gauche engciidn-e eoinuie 
il a été dit précédemment, comme devant probiMcment rester insoluhie par les 
méthodes do la géométrie descriptive. Ce prohléme ne peut être résolu complète- 
ment et dans tous les cas et avec tous les moiles de gétiéraiion , que par \'wmlyitr; 
en un mot, le prohléme est toujours sulublo par roHolÿse lorsque l’on n J'iV/Mut/eu 
de lu surface; il ne l'est que dans des cas lrés-|)arlicnliers, par les méthodes gra- 
pliiques ou la géométrie tlescriptive, lorsque la surface est délinie par le mode prés-é- 
denl de génération. 

De la spirale d'Archimède. , 


l-e cylindre B peut se réduire à son axe A ; dés lors l’hélice E se réduit ù eet 
a\e A. 

U's trois hélieoïdes D,, 9., H', deviennent alors trois hélicoîdes gauches engon- 
drees par trois droites D . 9 , î>' coupant constamment l’axe A , la première sous 
l'angle y, la seconde sous l'angle « cl la troisième sons l'angle ■/ et restant dés 
lors , pendant leur mouvement de rotation, I) parallèle an cène S, 9 parallèle an 
cùne 2etD' (xiralléle au cène S'; de plus, ces trois droites se meuvent ( puist|ue 
riiéliee E s’est transformée en la droite A , oineu d’autres termes que l'axe A doit 
élrc considéré comme une hélice cylindri(|uc dont le rayon est nul) «le telle 
manière «jue les espaces parcourus sur l’axe A sont proportionnels aux angles ilo 
rotation amour de ect axe A. • • 

Il est ihîs lors évident que tout plan P («erpendiculaire à l'axe A coupera la 
surfeee 6, suivant une spirale <!’ Archimède ftarfaife , et chacune des surfaces 
I), et f)', suivant une spirale d'Archimède imparfaite. : 

ba section faite dans la surface D, par le plan P sera une spirale d'Artdiiniéde 
rallunyér ,-e,i.cc\lc faite «lans la surface I)', sera une spirale d' Archimède ritecoMrcie. 


fi 
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ConUnàclion de la tangente à la fpirale d’Archimède parfaite ou imparfaite. 

Le problème que l’on doit se pro{x>serl out d'abord est celui-ci : Construire la 
tangente en un point d'une spirale d’Arcliimédcpnr/nite ou imparfaite. 

Pour résoudre ce problème, il suflira de construire l'hélicoîdc gauche qui a 
pour trace la conrbe donnée et ensuite le plan tangent à cette surface pour le 
point donné sur la courbe. 

Or, I" étant donnée une .spirale d' Archimède parfaite 3, on connaît , je suppose, 
l’origine O de cette courbe, on peut donc par ce point oéJever un axe A perpendicu- 
laire au plan P de la courbe 3. Cela fait, on fera mouvoir une droite 0 sur l'axe A 
et la courbe 3 do manière à ce qu’elle coupe constamment cet axe A sous un 
angle constant, mais arbitraire a; on aura dès lors la surface gauche 0,. 

Ola posé:' 

Par le point x de la eourlie 3 l’on fera passer sur la surface S, une hélice cylin- 
drique H, dont on connaîtra le pas puisque l'angle a est donné, et le rayon 
puisqu’il est égal à. la distance du point x à l’axe A , et par suite on connaîtra la 
tangente X au point a; de H. Le plan tangent 0 au point x de la surface 6, passera 
donc par X et S , et ce plan 0 cou[>cra le plan P suivant la tangente de- 
mandée. 

Or, 2° étant donnée une spirale d'Archimède imparfaite ê , on pourra toujours 
concevoir la surface hélicoîde D, engendrée par une droite D , se mouvant sur S 
et sur l'axe A, et de manière que cette droite D coupe, sous un angle constant et 
arbitraire y, l'axe A. 

. On pourra toujours tracer sur la surface D, une hélice cylindrique H’ dont on 
connaîtra le pas puisque l'angle y est donné, et le rayon puisqu’il est égal à la 
distance du point x, à l'axe A ; par suite on connaîtra la tangente X' à l'hélice H' 
pour le point x,. 

Le plan tangent 0, au point x, de la surface O, passera donc par X' et D, et ce 
plan coupera le plan P suivant la tangente demandée. 

On voit donc par ce qui précède que les deux courbes, spirale d’Archimède 
parfaite et développante parfaite d’un cercle, tout commë leurs dérivées, spirale 
d’Archimède 'imparfaite et développante circulaire imparfaite, proviennent de 
l’intersection d'un plan perpendiculaire h l’axa A et de surfaces bélicoïdes gaucites 
ou développables, et que la tangente en un des points de ces courbes se construit 
de la mémo manière et par le même procédé grapliique, au moyen d’un plan 
tangent à une surface hélicoïdale. 
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néàolvout ojaiiiJ^nant le |)roblèinc suivaiil : 

Par deux hélice» c^indriquei rl circulaires et concentriques et ayant même pas, et 
rampant sue le^ylindres dans le même sens , oiyn-ut toujours faire passer une infinité de 
surfaces h^lkndaletUgauclies et une seule surface hclicoUde développable. 


^ Concevons (Jig. 3) deux cercles concentriques; 'ils rc|ircscnleroiit sur uii plan 

liorixonlal P, cl perpendiculaire à l’axe A , les sections droites des deux cylindres è* • ' 

de révoMpiion sur lesquels sont tractas les deux hélices de méine/m E et E'. ’ 

Ces deux cercles représenteront aussi les projections orthogonales E* et E'* des 
*deii\ hélices doiiné-es. 

Supposons que le plan horizontal P coupe l’hélice E au |xxint a et l’iiélicc E’ au 
point a'. 

Menons une droite D* dirigée arhitraircnienl dans le plan P, elle coupera le 
cercle E* au point m* et le cercle E'* au point m'*. 

Ces deux points seront les projections sur le plan P îles |>oints m et m\ en * 
la(|tielle la droite D, dont D* est la projection, s’apjmic sur les conrl)es E et E'. • 

Et comme on connaît le pas h de^ deux hélices E et E', il sera l’acile, |jar une 
■ onsiruclion graphique .( au moyeri des procédés de la géométri»' descriptive), 
di‘ connalire la position de la droite U dans l’espace. 


El en cITcl , il sera facile d’avoir h■Aaulcurs des deux points m cl m' au-dessus 
du plan horizonlal P, 

Cardésigna^lparUei II' les rayons des cercles E* cl E'*, il faudra (yiy. Ijtratcr 
la droite iiulélinie TB, élever en B la perpendiculaire fte et prendre B< égal à h 
ou au pas des hélices données; 

Puis prendre BT égal à !2 itB et BT' égal à 2irR' ; 

Joindre le point C aux points T et T', cl, cela fait. 

Porter l’arc reclilié {fiy. 3 ) am* de T en M ( fiy » ) et l’are recli^lé (fig. 3) 
o'm'*(io T'en M' (fig. 4); les deux ordonnées MQ cl M'Q' donneronl»lcs haulenrs 
des (w)inls ni et m' aii-dessug du |dan horizontal P. 


Cela fuit : 

Si l’on ahaisse du jwiui o, centre epinniuii aux deux cercles E* et E'*, une 
perpendiculaire op* sur B*, on aura, cnTrài.ïtnl le cercle E"* avec le rayon V et 
du |winl O comme centre, là projection sur le plan P de l’héllae E" tracé sur 
le cylindre B " auquel la traite D restera tangente pendant son vouvcmciit do 
rotation , m celle hélice E^ura ménte pas h que les hélices E et E' et sera do 
plus le lieu des points de contact p de la droite l» et du cylindre B". 

La droite l) engendrera donCj,en s’appuyant sur les deux Itélicos E et E' 
^nin'-es et le cylindre B", une suTCico hélicoïdc^i«c/w,-.si cette droite D coupe 
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riii'lice E", cl au contraire une surlSicc hclicoüle développable^ si cette droite D 
est tangente à riiélicc E". 

Or, si l'on se rappelle que la droite D* a été tracée arbilrairemqpt sur le pian 
P, ce qu on vient de dire aura lieu pour toute autre droite D' ayant D'* pour 
|)rojection ; par conséquent on doit conclure : que l’on peut engendrer une 
infinité de surfaces liélicoïdes gauches au moyen d’une droite s’appuyant sur 
deux hélices données, .ayant même pas et même axe. 

Démontrons maintenant que parmi ces hélicoîdcs gauches il peut en exister 
un qui soit dévelopiKihle. . 

Si la surface hélicoïdo était développahlc) la droite D serait tangentes l’hélice 
È" et au point p, et dés lors les tangentes t on tn à l’hélice E et l' en m' à l’hé- 
lice E' seraient avec la génératrice O dans un même plan T, tangent ù la surface 
développable tout le long de la génératrice D. . . 1 , , 

Les deux tangentes / et 1 ' étant supposées dans un même plan T, sc couperont 
dés lors en. un point b dont la projection é* serait à rinicrscction des projec- 
tions f* et des deux tangentes. 

Or, si par ce point b on fait passer un plan horizontal Q, il coupera : 

1" l.’héliooïde développable qui a l’hélice E" pour arête de rebroussement 
suivant une développante K" du cercle E"*. 

2» L’hélicoïde développable qui a l’hélice E pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K du cercle E*. 

:i° L'hélicoîde développable ipii a l’hélice E' pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K' du cercle E'*. 

Et il est évident que les deux développantes K et K' se couperont eu point b. 

Si donc on décrit sur le plan P : 

1° La développante K , qui a pour origine le (loint a de l’hélice E, iioint situé ’ 
sur le plan P; 

l^a dêvclüppanic K , qui a pour origine le point a de l'hélice E , point 
situé sur le plan P; ces deux .courbes K et K' se couperont en un point b, 
(lu(piel on mènera les deux tangentes r'* et i* aux cercles E'* et E^. , 

l,a droite D*, passant par les points m'* cl.ni*, qui sont les points de contact 
des cercles et des tangentes, sera la projection de la 'génératrice droite D de 
• a surface hélicoïde développable demandée, et l’on pourra, par ce qui a été 
dit plus haut, construire l'hélice E", arête de rebroussement de celte surface 
développable. 

D’après ce que nous venons de dire , on voit <pie : 

l".Touic surface liélicoïdc gauche, engendrée par une droite s’appuyant sur 
es hélices données E et E' et sur un cylindre directeur B"' plus petit que le 
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cylindre B* qui cOBtient l’h<HiceE", scni%Hipée par un plan Pborizonial, ôp, en 
d'autres termes., pegpendic^aire à l’axé A, suivant une développante raccourcie 
du cercle qui sert de base au cylindre direeteâr B'". 

• 2* El tonte surface hélieoïde gauche , engendrée par une droite s'appuyant sur 
Ica hélices données. E et E' et ''sur un cylindre directeur B” plus grand que le 
cylindre B” qui contient l’hélice E" sera coupée par le même plan P, suivant 
une déueloppantejra/lonÿée'du cercle qui sert de base au cylindre direuieur B". 

3* Et que la sun^celiélicoîde, engendrée par une droite s’appuyant sur les 
hélices données E et E' et ayant pour cylindre' directeur le'cylindre B'\ sera 
la seule qui soit développable ét coupée dèslôrs par le même plan P ,' suivant 
iine développante parfaite du cercle'qui sert do base au cylindre directe'ur B"- 
Démontrons maintenant qu’il n'existC jamais, lorsqu'elle existé, qu’nne seule 
surface hélieoïde développable, passant par les deux hélices E et E', ces hélices 
ayant mhmejifuM et même axe A , et étant d’ailleurs dirigées dans lo roém’c sens -, 
et montrons'en même temps qu’il peut arriver, suivant les positions respectives 
desi deux h^cés E ct'Ë' ,'^ud la surface hélieoïde développable n’éxiste pas. 

Les deux cercles coonentriques E*.et'E'* (Jig. 5) représentant les projections 
horizontales des dçuxltélices E et E'i l^iiclles ont môme pas et rampent du même 
cdlé l'Une et l’autre sur leur, cylindre respectif' (Iq^ sens de la rolation étant 
indiqué par la flèche s) , construisons la.dévêloppante complète (3, du cercle 
E*, l’origiop ou point de rebroussement de dette développante étant en n;, cette 

çourbe coupera le. cercle E'* en, deux points ( .et é'. ■ ' . . 

Or, il est évident que si l'hélice E' a soit origine sur' le plan, horizontal P 
placée en d dé, telle manière que ce point soit situé entre les points .ÿ et b' , les 
deux branches 9' et de 'la développante du cercle E'*, dont l’origine ou, point 
de febrousMment -sera en d, ne rencontreront pas, soit la branebaj, soit la 
branche 3' de la développante du cercle E*. 

Pour que cela ait lieu j il but que l'origine de l'hélico £ sur le plan liorizun- 
taPP, soiben é ou é', ou bien en un point k ph^ au delà dé 6 ou en. un point 

A' situé en .deçà de é'. . r . _ t v • 

Alors la branehe de la développante dé EA (l'ztrigine de l’hélice E'rétanten 
k sur le pka P) coupera la branche 3 en un- point p ; - ou la branche ..q', de la 
développapte de E'* (l'orÿne de l'hélice étant- «o A'vsor le plan P) coupera 
la bfanehe S'en un point p'. .... ' ' 

On voit donc très-ciairomeni, que tant que l'origine de l’héNce E' sera située 
en un point de l’arc bb' , il sera impossible de placer les deuy. hélices E et E-sur 
une surface développable ; mais que pour, toutes les aeUes positions de l'origihe 

8 


Dlgitizod by Googli 


— 10 — 


(Jv riif^lice b', on trouvera une surface déVeloppabie; et une saule, passant par les 
deux hélices E ut E'; ‘ 

licmarquons que lorsque Torigine de l'hélice E' sera'en 6 ou4', l'hélice B 
sera l' arête de rebroussement -de U surfece développable.cliercbée,.et que si 
Ferigine de l'hélice E' est située en k ou k\ l'aréte.de rebroussement dé la sur- 
face développable 'cherchée sera une' hélice 'qui se projettera sur le plan P, sui- 
vant un cercle d'un rayon plus petit que celui du cercle EV ... 

Et dès lors, si l'origine de l'hélice E' étant placée 'comme en d, la surface 
développable jcherr liée pouvait exister, son âréte de- rebrousseriaent serait upe 
•hélice dont la projection sur le plan P serait un ca'rclé d’un rayon plus grand que 
celui du cercle E*, en sorte que l'bclicc.E ne pourrait évidemment être située 
sur cette surface développable en méme'temps que l’hélice E'. 

Remarque. La solution 'du problème prêchent peut trouver son application 
dans la -coupe des pterrcf^ lorsqu’il s’agit de doue/lr« rampnnter. . 

Ainsij dans le çàs d’une vis St.-Gillcs, où- la douclle est une $u.rlhce annûtaire 
rampante < et où les arêtes de douellc si;>nl des hélices cylindriques de même' par 
et tracées sur dés cylindres concentriques.de rayons différents, on peutpréférar 
cnqiloycr pour surface de joint une surface déveleppabte- à. une surütce gauche. 

Il faut donc, dés lors,' savoir faire passer per deux hélices cylindriques de 
même pat et dirigées dans le méin'e sens , nne surhice liélîcoidc''développab)e , et 
reconnaître sF lé proplèrae est possible avec (es '(fonnécr. 

Et comme en coupe des pierres, jl'-vaut'miipux employer dés surfaecs de joints 
développables que des surfaces gauches ,. parce que la taillé des picrre.iest plus 
(kéciscetqu'ileSl important pour lasoliditédes voûtes que les joints soient taillés 
avec soin; On\oh que le problème précédent n’est pas sans intérêt -pour la pratique^ 

• Des développant^’ rqltongiêxri racfôurcietâdoûbk courbure. - 


Nous avons vu ci-dessus , qu'outre b développante parfaite d’un cerde, il 
cx’istait une infinité de développantes imparfaUn (fc ce même cercle ,- ces déve- 
loppantes rallongéetou roçivurcies étant planes, étant tracées sur le plair du cercle. 
' Mais si l'on considère la développaniê du cercle comme étant ht développante 
d'une hclioe cylindrique, -afora on |>oul arriver «• des dévelopiûtbtes imptafaiiet 
de l’helicc éylindriqtte," courbes qui po'ulront être rtUhngi’et ou roccoiieétet ei qui 
seront à double courbure. v ■ ;■ • ' ' éC- 

Et oh éllet : ' ' ■ •' • •' y ' .:; .-. • ‘ 

On sait qu’une aonrbe plano''9'a tmo'inflnifé ’dc développées, qui sont (les 
liclices ," tracées' sur le cylindre ayant pour section droite la développée plafie'de 
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celte coorbe 3; Si dohc nous considérons la courbe i3 développante itarfaiic d’un' 

cercle C, toutes les développées de J seront des hélicos E, E'; p", ii-acécs 

surle cylindre U ayant le cerclé C poiir'section droite.-, 

- Considérons une de ces hélices’ et ainsi l'héliee Ëpar-exotnplé. 

Les pointsm, ,»r, , m", ...... de l’hélice E(Jf y: 1), éjiuidistaDtsentréeuxsupcettc 

hélice, se projetteront orlhof;onnleinent en- m, ni', m"..... snr le cercle C, 

projection orlhoftonalc do l'Iiélice.E, et ces points w, seront aussi 

équidistants. entre eux. m . . ' 

Los génératrices G, U', G",...', de l'hélicuide dévoh>ppaldc Ji ayant la courbe E 
|)Our arête de rrbrous.sement se projetteront suivant lès tangentes au cercle C, 
savoir : en ml, m'i', m"i"....-. et si l’on conçoit par la déveluppante imparlàite et 

roccourde et plane 6 un. cylindre vertical, il couperit la surface 2 suivant une 
cDurbcy à la(|uullo nous donnerons le nom de dévoloppante impa'Haite et raccourcie 
do l’hélice E. 

De même, si l'on conçoit par la développante imparfaite et rallongée et plane 6* 
un cylindre vertical , il ooXipera la surface 1 snivanl 'une courbe y à laquelle 
110 U.S 'donnerons le nom de développante imparfaite et r^longéc de l'Iiélice E. 
Et il est évident (jueles courlies y et y' seront des courbes à double courbure. 
Çelaposé* " '' 

Il est évident que si l'rtn désigne par y, y, y"..*., les points de la courbe y 
qui se projettent en t , a;',* aj"- • *®r la courbe S ,^n aura (fig. 1 ) : 


#«n • nm, nm 'rftn, 

e« -J-:, ^ 

Tm grp, y’*,, 


et ainsi de suite. -, - - 

En sorte <joe la construction de la courbe y ou y sera la même sur la siirlhce 2 
(pjc celle 'eniployée sur le plan horizontal P, |K)ur obtenir les courbes 6 et I»'. 

•C est ici le lieu d'entrer dans quelques nouveaux détails touchant la génération 
.de ces. courbes 6' et' ê", y et y'. ' ; 

_ Con^voiis deux cylindres B et B' de révolution tangents l'un à l'autre suivant 
una-généralrrce LJ ei ayant pour section droite , |o premier ,un cercle C du rayon K , 
et le second un cercle C' du rayon fl'. , • .. 

Enroulons sur lé cercle C unJlU / ei. sur Ic'cercle C' un Hl /•'. 

Supposons que ces deux fils sont fixés, _lq premier au cercle G par une de ses 
'extrémités ÿ el le deuxième an cercle -G' et aussi par une des ses extrémités, cl de 
iitaniére à ce que les deux tiouts libres se confondent et soient dirigés dans le plan 
dès deux cercles suivant la tangente commune à oes deux cercles. ‘ 
Supposons que lois cercles C ci C restent fixes ^ et que lè 'oylindre B tourne 
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■autour tic son axe, le 111 J s’eoruulera ou se déroulera de dessus lu uercl« C , 
et Un de ses poinls décrira sur le plan P une dévdoppaatc parfaite ducerc^C^ 
en supiKisant que ce plan P^ tourne autour- de l'axe du cylindre B, _e( en sens 
inverse et avec la uième vitesse du rotation imprimée au cylindre.^. 

Supposons roatntêuantquç les deux Kls sont noués et que le uoeudsoit le point 
du fil/, qui décrive sur le plan P U courbe demandée. 

Silos deux cylindres BptB' tournent en sens iuverse (en les sup|)Osant extérieurs 
l'un à l'autiH' ) et qile leurs vitesses soient dans un rapport inverse des rayons U 
ut R', les deux fils /et/' s'enrouleront ou se dérouleront en rqstant juxtaposés, 
et le nwud décrira la développante parfaite du cercle Ç, si Ton suppose queje 
plan P tourne en sens inversedu cylindre Ber autour de son axe avec la vitesse 
imprimt''c au cylin(|rc B. .• ' . ^ 

Mais si , tout restant dans les mêmes conditions, on imprime au cylindre B une 
vitéssi! plus petite ou plus grantb^ soit dans le même sens, soit en sens inverse', 
alors le nocud.scra for^ de déçnre une courbe différente.' ' • 

Rii définitive, tout peut se réduire à ceci :■ , " . _ 

Supposer que Ic cylindre-B louruu d'uu apgle «.et dans un temps i ,.;le droite 
à gauebe, puis, <Jbo dans le même tuuips ( , il tourne d'un angle -a, de gauche à 
droite; un )> 0 Jut m du fil / décrira les développantes diverses du cercle C., 

I.e jMiini m décrira que dévclup|tanlu ^rfailesi «,^0, nue d«volop|>anté ini- 
parfaite si a, est La développante inqtarfaite sera, rallongée -si l'angle n, est 
décrit en sens inverse de l'augle a.; la développante irapariaitesera raccourcie si 
l’angle 3, est décrit dans le même sen.s que raqg|e«i . , 

Dés lors on voit que Pou devra avoir a= mx.. . 

D'où l’on <léduit* *^^i-’‘=constanie= K et ^^^ 1 = üonstante K, (*). • • 

Ce qui vient d'étre dit nous servira lorsque nous examinerons les développantes 
sphéri<|ues. " ’ . 

D'après ce qui a été dit plus haut. Il est facile de reconnaître qrfe si Pon cou'pc 
l’héltcoïde développable pitr une suite de plans parallèlés entre eu* et perpendi- 
culaires à ràxcilu cylindre sur lequel rampe l’hélice arête dè rebroussement de 
la surface , toutes les sections seront des ihivcloppantcs p.'irfaîtes et circûlaires , et 
quc'si l'un coupe les bélicoldes gauches par des plans perpcn^iculaiiès ù Pai(c de 

• • .V ^ ’ ■ . * ' • • - ‘ 

■*r I . V V' *■* • a 

• » 
c*) Ou. piui •Mupitfincni : que le cercle C (oome eo^ur <ie eun centre 9 «vec -une v<t<we * 

uniforme p | et que «un plan P tourne entena inferae autour o.^H.atac pne.vitesæ uni> 

forme qU ipoiht m du 61 ^ebrôtüê Mr'lê décrira eur )e plan P une dévnloppante 

m Ton a eorf*. nÿfonÿér'n Ton ée<V fit raccourcie n Ton ae>t*î le point «ouvant.^ur la* 
OQ# direelW invemMe et qui ont Muante au cercla JC; . 1 ^ 
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ce cjrlinJre les sections scronl des dévclop|>antes imparraites, et qui seront ral- 
longées ou raceou^cies suivant l'angle sous lequel les génératrices do l'bélicoïde 
couperont les génératrices de ce cylindre. ‘ 

Ainsi , l'on peut dire : » * ■'- y, ' ‘ 

!• SI l’on se <lonne deux plans parallèles P et P', et sur l’un P la dévelop- 
pante parfaite è d'un cercle C, et que l'on fasse mouvoir une droite d'une lon- 
gueur constante D de telle manière qu'elle soit toujours , pendant son mouve- 
ment , tangente au cylindre B qui a pour section droite le cercle C, l'une de 
ses extrémités' décrivant sur le plan P la courbe 3 , l'autre extrémité décrira Sur 
le p(an'.P''onê développante parfaite è, identique à A; et la courbe, lieu de« 
<'ontaots de la droite D et du cylindre B, sera une hélice^ B à laquelle cetK- 
droite- D sera constamment tangente. *- t 

'2° Si l'on se donne deux plans P et P' parallèles , et sur l'un P la déveiopfKtntv 
imparfaite , raccourcie ( eu rallongée f d'un ceixde et qu» l’on fasse nrHui- 
voir une droite d'une lon^eiir constante D , de telle manière qu’elle soit tou- 
jours pendant son mouvement ^ tajigeiite au cylindre B qtii a |iour section 
droite. le cerole C, Tune de ses exirémités décrivant sur le pion P la courl>e S 
ou la courbe S'i l'autre extrémité décrira- sur le plan P' une développante 
imp-iffaite^ raccourcie C, ou rallongée identiques, la première' à 6. et la 
seconde k ^ ;'el la courbe ,■ lieu'des conlacts de la droite B et du cylindre, B , 
sera une hélice E que fa droite mobile cou|>era sous an angle constant. , 

.3* Si sur ün bélicoïde développable l,.qn trace one développante parfaite 'ô 
de l'bélicc. E, arête do rèbreusseraeiit'dè la surface' et si l’on |iorte.sur le.s 
diverses génératrices droites 'de cette surface 1 une longgeiir constante à [urtir 
des divers points de ta-cotir^^Jÿ on tracera' sur la surface une dévelop- 
pante parfaite ^ rdentiçpiè à é. ' , • 

4° Si sur celte inèiDo suffaca, dévelopiiable i on trace une développante 
imparfaite à double oourbuco, racoourese y ou rallongée yl, et que l’on |jorlc 
sur les diverses génératrices droites^de la sûrjàcc 1 une lorfgueur conslanto'à 
partir des divers ppints de la courbe y ou dé, la courbe •/, .on tracera* suç 
cette snriaco développable 1 une développante -inq>arlàile à double 'cpui- 
burc, raccourcie y, idenliqiie à la' courbe y, ou .rallongée y', identiqnè à. bi 
oourbe y'. -t - . - * ■ ' -v 

Tout ce qui précède peut être généralisé, car U -est évident que tout ce que 
nous venons de décrire aUrail lieu , quelleqne fél la-section droite du cylindre 
B- ; mais alors les sections 3 et ÿ, , y et y, , -y' et , 6 et 6. et- 6'f ne serais l 
plus des courbes identiques, parce que lé cercle. est Iq seule feourbe plane, 
et l’hélice cyliHdriqno- circulaire' est la seule epurbe à «fuuble courbure, (>our . 
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h«(|uelle8 l«» développâmes sont toutes identiques ,.quelle,qoe soit la position 
de l’origina de Indéveloppante sur sa développée. , 

hemanpte. Dans Tengrenage de force, destiné à transmettro le mouvement de 
rotation entre deux axes non situés dans le mèmè plan, on relrouvo les dév*** 
loppantes imparfaites à double courbure, celles qui sont. raccourcies. ( Voir le 
modèle fonctionnant de cet engMuage , que j’ai fait exécuter pour les oollec- 
linos de l'École polytechnique et du Conservatoire dcr-Arls et Métiers. )(*} . . 

On sait que dans cet engrenage : ■ — t* -îifSiv,' s, s»,*;., ■ 

t* La dCBltl'tuie des. roués est terminée par^qne surface cylindrique Rayant 
poTir section droite une .développante |>arlaite d'an cercle; si que la 'dent. de 
l’autre roue est terminée par une surfiice h^icoïde développable 1. - .• 

Ces deux surfaces It et Z sç meltcni suocesaivement en contact par leurs 
génératrices droites. ■ ' ^ •■rt- -'r a- s.' "■ 

Pendant le mouvement de rotation, la section^droile du .cylindre R la'iSaspeur 
trape SHT la surface h^icolde 2, une développante vaceonreie 4 double courbure. 
‘ ’ -• '' ' **• 

• * * , ' 

' " Dtt tpiràtes it»parfaH»^4' Arehimèâf \ ' V • ' ' 


Tout ce 'que nous avons. dit plus haut .sur les développantes parfaites et im- 
parfaites du cerde, s'applique, mot à mot',' aux spiralés. d’Archioiéde parfaites 
et im'parfaites. ’ . ' ' ' ' " \ ' ’'■ ■ 

Ainsi' nous [KMivons énoncer ce qui suit , , ' 

jo Outre la épirale parfaite d* Archimède', 'il j”à deux es|jéas de spirales 
Imparfaites , Tune rallongée ci l’autre racedttreie et toutes deux planes; elles 
se construisent de la même 'manière que 'tes développantes -Impaifailes du 
cerde. * » ' ' ■ • 

2*''Si Ton fait mouvoir une drdie D sbrune spiralé parfaite d’Archimède 4 
et 'sur an axe A perpendiculaire au plan. P dé la courbe 8-(1 a droite D coupant 
l'axe A sous dn angle constant }'Oti engendre une surface héiiedidê gauehè''S; 
et la spirale à double eourb’ure’’ rat longée on raccourcie- trôeée sur la ’ surface 
2, aura' pour projection, sur lé plan P, Une spirale plahe'd’ArchIraède' ral- 
longée ou raccourcie. ' 

3* Si l’on a deux plaqs P et P' perpendiculaires à l'axe A , et que Ton fasse 


X*) peui sujet le cb«|iitr« J1 4» U Théorit 9^>i\étri4iur ÛM ^greM^tê à 

b^anst/ieUre U ^tovfefufi tde rotation entre àeax axe* sUuèé D^ non fitnêâ ditne wn mérne pMir, que 
. j*«t pnbliêe-ffi 1M?« , ’ ' 
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mouvuir une droite d'uuu Uinf^eur voastanle 0 A, l'une du ses extré- 

mités décrtvjini une spirale parfaite d'Archimède 3, tracée sur je |>laii l*| l'au- 
tre extiéuiilé de la druite D décrira sur le plan P' une' seconde spirale par- 
laite d’Arcliiinèdc d,, et les deux courbes 3 et 3, seront identiques; de plus , 
|iciidant le mouvement, la droite D coupera l'axe A sous un angle oonstani. 

4* Si l'on a doux plans P«l P' perpendiculaires à l'axe A., et que l’on lasse 
mouvoir sur l'axe A une droite d'une longueur constante O l’une du ses extré- 
mités déerivanl sur le plan P'une spirale d'Archimède imparfaite rallongée C on 
raccourcie ; l’autre extrémité de cette droite U décrira sur le plan P' une seconde 
spirale imparfaite d'Archimédo rallongée S,. ou raccourcie S', . et- les courbes Sel- 
S, , S' et S*, seront identiques; et de plus, pendant le mouvement, ht droite I) 
cou(>era.raxe A sous un angle constant. 

% 5* Si rôn porte sué chaque génératrice droite dé l’hélicoldc gauche i <|ui p 
|K>ur trace sur un plan perpetidicidaire ù l'axe A une spirale p.ni*raitc d’ Aruhini'èdc, 
ut à partirde chaque point d’une spirale im|>arfaile d’ Archimède et i double cour- 
bure, rallongée y ou raccoureie-/, tracée sur cétte surface S. ; si l’on porte, dis-}e , 
une. longueur gonstanlo D, on tracera sur. la surface^ 2 uOe nouyallc spirale 
iraparfaitçd’ Archimède é double courbure, rallongée y, eu raccourciey, , éllcs 
courbiircsy et y'et /, siuodl dt:scourbcs'idcnlit|ües. , . 

• r . ■ ... • .• 

OMitt^Hion de la. 'tangehte d la développante imparfaite & éoable rourbute 
et d la epitrale ^rehimide imparfaite d double courban. ~ 



U nous reste à donner la cotastritctioD' deJa tangente en un point d'une dévu- 
lopparitc imparfaite à double courbure et en un point d’une spirale imparfaite 
d’Arcbiràéde à double courbure. , 

loJh la Umgente é ladffcloppante imparfmte à-dtmble ccnrôurc. , ' - •* 

PésigpmU par y la développante imparlhite é double courbure", et nous rappe- 
lant que celte courbe est tracée sur une surface hélicoîde développable, et qu’elle 
a ^ur projection uqe développante imparfaite £ du cercle qui est' la seetton 
droite du cylindre sur lequel est U'acée l’aréte de rebroussetnent dé la surfaiv 
bélicoidc, nous construirons le 'plan langent T é la surface héKcoidc; puis nous h- 
•'ouvrons par un plan veriical Q itassani par la tangente à la courbe S , langcnlr 
que nous avons-ap|)ri8 à construire au commencement de ce cliapilro,,et l'inter- 
section des deux plans T et Q sera la tangente dcinandée. • *' -* 

î* De la langeitu:, A-la spirale liûparjdus d’Archimide à double courimre. 

Di'-signnnt pai- y la s|>irale imparfaite é double courbure., et uihis rappdaoi que 
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celte courbure est tracée sur une surface hclicoïde gauche ayant l'axe A pour 
directrice, et que cette courbe y a pour projocUon une spirale plane et imparfaite 
d’Arcliimède .6, et que l'on sait construire la tangente en un point do cette 
<-ourbe ainsi qu'on l'adit au commencement de ce chapitre, nous construirons 
à la surface héiicoidele plan tangent T pour le point considéré sur la courbe 7; 
puis menant un plan vertical Q par la tangente à la courbe 6, Tintersection des 
deux plans T et 0 sera la tangente demandée (*). . ' ^ 

Passons maintenant aux développantes spbéri quos' rallongées cl raccourcies, et 
éiabliseons les tmalogits geoméuitfiiet qui existent entre ees courbes et celles que 
nous Venons d'étudier. . ' 




hes dévetoppnntet tphérique» rgUo^çée» M jacaÿurctet; 


Dans, le ' mémoire sur les ‘ épicyWotdes tphéruiuft que j'ài publié dans le 
19’' etihiçr du Journal de t Ecole polgiechnique ', j'al donné -la génération de là 
dcYcloppajite sphérique, en considérant cette éôurbe comme une épicycloîde 
inrticulicre; et en vertu de ce mode de génération j'ai démontré que l'enveloppe 
lies plans normaux de cette courbe était une surfai» conique de révolution ayant 
son sommet au centre de là sphère sur. laquelle la ooutbe était Uacèe et jKiur 
base le cercle fixe sur lequel roulait un grand cercle de là aplièrc, un point -de 
oe grand cerle engendrant la développante sphérique. 

Mais il est facile de rueoniialtre que la 'développante sphérique peut étre,en- 
gendréc d’une autre manière.’ ' ■ ' > ' ' -f '' 

èt en cHeti^ . ' 

Qn aé rappelle que, Monge a démontré que toute courbe à double courbbfe t, 
avpit une inlinllé de dévek>p{iécs qui étaient Ituitcs des héticoc tracées suc lé-sur- 
face dévWoppabU'^enveloppe'de -V espace paroMtu par'le plan normal à cétié 
eourbê C, ' . . . i' ' ^ ‘ • 



On doit coarpt^fidre que lorsque ikow eonridéfooc fpirafet d'. 



limède, INme intoAié- 


dMieedile parfoitt «t lee deâx autre» dites imparfaites^ ce* troia apimlea m doivent être «ooaidérôe». 
d•ax.d^enlre eUea comme imparfaiiea par rapporta la trôtsiéme occupant la.peaitioo mtermédiaire , 
qàc par dfùdopie ÿéomêtriqae } car ce» troi» eourlm , éonndérée» aëparément^ tre^ epiràlès ayant 
r» même cqaaUoti , aavotr i dant Uqnallç^e coofRrienf 'a pfeod ime pirticaTu^ pour 

-chienne de» trot» eànr b e» apiaàle». ^ ^ w •**'*', \ 
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Dê< lors/' on voit qno si, pnr un point de la^ développante sphérique C, on 
mène une doite K quelconque , mais tangente au céne D cnveiop|K‘ des plans 
normaux de la courbe C, et qu’on plie librement cette tangente K sur ce cône F> , 
on formera une hélice coniqiic E qui sera lu développée de la courbe C. 

Ainsi, si l'on considère la surface déTeloppal>lc 2 formée par toutes les tan- 
gentes K à un»! hélice conique E ( le cône sur lequel cette hélice E est iracéé étant 
de révolution) , toute courbe C tracée sur cette surface 1 et cuu]>ant ses gém'-- 
ratrices K. sous l’angle droit sera ujie développante sphérique. 

TYaré méeanùjtu de ta déreloppanH ephériqur tur la $\irfact roneare d'une ephtre. 

Ce qui précède nous permet de tracer sur la Surface concave d’une sphère une 
développante S|>hériquc, |>ar un mouvement continu et d’une manière trés- 
siniplé et très-commode 'pour la pratique. 

El çn cflcl: • 

imaginons une denti-sphère creuse S et un cône solhie de révolution b, ayant 
son apothème 'égal en longueur au rayon de la spliére, et pour base un cercle 
d’un rayon arbitraire. 

Plaçons le cône B dans la demi-sphère creuse S» de manière que son rercle- 
Itase s'appli<[uc exactement sur la surface concave de la sphère; dès lors le centre 
de la sphère et le. sommet du cône coïncideront. » 

Cela fait, plions .sur le cône B une bande de parchemin , celle bande s'enrou- 
lera sur le cône sans déchirure ni duplknture, et cliacun de ses bords tracera .sur 
le cône une hélice conique; et si l'on s'arrange de manière à ce que rexlrémité 
du parchemin vienne aboutir précisément en un point du ccrclc-base du cône; 
en dépliant le parchemin et le tendant , cette ex'lrémitc décrira Sur la sphère 
creuse une développante sphérique. - ’ 

^ D’après ce qui a été dit ci^-dessus, on peut facilement déduire ce qui 
suit: , ' - ■ • " 

t* Si l'on a un cône de révolution b et si .00 le. coupe par une suite de plans 
perpendiculaires & s’on axe, on obtiendra une suite de ceécles V, V', V"....-; 
dont les rayons seront entre eux comme les distances du sommet du cône au.v 
centres de ces cercles, ou, en d'autres termes, comme les parties de rapothome 
comprises entre le sommet du cône et les différents plans sécants. ' 

Désignant ifonc le sommet du cône par a , et par b, b', b“...i. les points en 
lesquels l’apothème G du cône B se trouve respecliverocnl coupé par les piatis 

3 


! 
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(fos («rcles V, V', V"..... et daignant par H , R', R'..~. les rayonsdifces cercles, 
én aura î 


R _ ^ 

ab~ al/ ~ ab" 


(«) 


Cela posé : 

ConccvoD» le plan T tangent au cône B-suivanl l'apothème ou génératrice G , 
et traçons dans ce plan T une suite <|e cercles ayant le' sommet a pour centre 
commun et pour rayon les droites o6, ab', ab" et désignons oes cercles par 

O.Q',0" , , . • • 

On voit de suite que les cercles V et Q sont en contaet par le point é; que les 
cercles V' et 0' sont en^ contact par le point b\ et ainsi de suite. 

Maintenant , si l’on suppose que tous les cercles Q , Q', Q'' roulent enscmible et 

cii même temps sur les cercles V, V', V" les points b, b', b",.,., dccri'ropl 

chacun unç développante sphérique. ‘ ' '' 

Et ainsi, le point b décrira la développante y qui sera située sur la sphère S 
ayant eé pour rayon et le point O pour centre. . _ • 

‘Le point b' décrira la développante / qtii sera située sur la sphère .8' ayant ab' 
pour rayon et le point a pour centre, et ainsi'de suite. 

Et comme, en même temps q[ue Je cercle Q roule sur le cercle V,‘ les autres 

cercles Q', Q" roulent sur les cercles eh décrivant autour de l’axe 

du cône B le même angle en vertu des.équations (l),.on voit que toutes-lès déve- 
loppantes y, y', y" seront' placées sur un cône épicycloîdal ayant le point a 

pour sommet. j 

On peut donc énoncer ce qui suit ; ‘ . . . 

I. Lorsque l’on a uue suite do développantes sphériques y,' y', y", ayant 

U ne même surface conique B pour enveloppe de leurs plans normaux , et eoupant 

cette surface conique B en "des points b, b', b" , situés sur une. même géné- 

ratricc G de ce cône B , toutes oes courbes y , -/ , y", sont situées sur un même 

cône 13, qui a pour sommet le sommet du cône B. • ' ' ' 

'Analogie géométrique. Si l'on suppose que le cône B devienne" un cylindre de 
révolution B, , alors les courbes à double ’côurbure yj-/; y" deviennent des déve- 
loppantes planes y,, y',, y*,» Et comme, dans ce cas, on a :ab^ab'^ab"~ l'infini, 
ctqueU=R'=R"=eons(an(r j dès lors, les développantes planes y,, y',, y", sont 
des courbes identiques et situées dans des plans parallèles et elles perçent le 
cylindre B, en des' points A,,' é',, b", qui sont situés sur une même génératrice G, 
de ce cylindre B,; et lè cône épicycloîdal U deviçnl un cylindre U, sur lequel se 
trouvent situcés toutes les développantes planes et. circulaires y,, y,, y",- ' 
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On-pcut encore déduire CO qui suil : •* ' • 

2" Élanl donné un c6ne de révolution B, ayant tracé sur ce cène une, liélico 
E , et ayant construit la surface dén‘lo|)|)al»le J formée [>ar les diverses lan- 
((Hntes K de l’hélice E ; si l’on coupe la surface £ par une suite de sphè- 

res coaecntri(|ues S, S', S", -ayant pour centre coiiiniuii le sommet a du cône 
B, les courbes de sections obtenues y , seront des développantes sphéri- 
ques ; et l'hélice E sera coupée par la courbe y en un [joint d , par la 
courbe 7^ en un [joint d'.ct ainsi de suite; ces points d, d , 1 .... étant les points 
do rebroussemeril ou les origines des courbes 7 , y' , v". 

On peu\ donc énoncer ce qui suit-! 

11. Si l’on a une süite'de développantes sphériques 7, 7', 7", ayant une 
môme surfaee conique de révolution B pour enveloppe de leurs plans normaux ; 
si ees courbes coupent le cône B en des points d, d,d", situés sur une hélice 
É tracée sur ce cône B; toutes les courbes 7, 7', y" seront situées sur une 
surfin» dévelo[j[jable 2, ayant l'hélice E pour arête de rebroussenjent. 

Anaiogie géométrique. Et si l’on suppose ([ue le cône B devienne un cylindre de 
révolution B., alors les courbes à double courbure yr y', y" deviennent des 
développantes planes. et circulaires; et les poin|s d, d, d', sont situés sur une 
hélice E, tracée sur le cylindre B,; et la surface 2 devient un hélicoide dévelop- 
pable 2., ayant l’hélice E. pour arête do rebroussement. Dans ce cas, los sphères 
S, S', S", deviennent des plans parallèles entre eu*- et perpendiculaires à l'axe 

du cylindre B, . • ’■ 

Examinons maintenant les développantes sphériques rallongées et raccourcies. 

Concevons le cône de révolution B, enveloppe des plans normaux d’une déve- 
loppante S[>hérique; la badfe do ce cône étant le cercle C, son somntot étant 
au peint a, son axe étant la droite oa qui unit le-soipmet a et le centre o du 
oerele-base C (yiÿ. (j). 

Imaginons le plan T, tangent au oône B suivant une de ses génératrices ab ; 
et dans ce plan T, traçons le cercle L tangent en b au cercle C , ayant son centre 
aU sommet à, et ayant dés lors [jour rayon la droite ab. 

Cela fait ; 

Concevons que le point nt du cercle^ C est l’origine de la développante 


Car un plan «»l riguBreoaemenl une »phnr« de raton infini; carnne «itedeiphcreaoonceotriqnes 
M Irinarorménten «ne aülte de plana parallélea. loiaqo’on auppoae que leur centre toniroiui al Irana; 
porte t l’infini^ et comme lee aphèwe concentriquee conpaient aoua l’angle droit J’axe dn cône B , il faut 
qaelee (dana peralléln coopent aiuaiaoua l'ange droit l’axe ^ ryltndrc ^ raitaloÿif géomélriqur 
eiiate ; et e'eal ce qui a lieu en efl^. 
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sphérique J, dès lors si , sûr le cercle L , on prend un point x tel que l'on ait : 
Arc rectifié è»is= arc rectifié éx^ 7 ■ - 

Le point x appartiendra A la développante splK^ique j. 

Supposons maintenant tfois positions du plan T, et par suite trois positions du 
cercle L (en supposant que le cercle L a roulé sur le cercle C, pour passer suc- 
cessivement cit chacune de ces trois positions). " ' ■ 


Nous aurons le plan T tangent au cène U suivant ab 
— T' ■ . _ . U' 

, - T" ' - loé"; 


' Nous aurons dans le -plan T le cercle L tangent au cercle C au point b 
— ' T L'. — b' 

— T" - , L" — • b". 


Supposons que les arcs bb', b'b" du Cc/clc C sont égaux entre eux ; dés lors les 
plans T et T' , T' et T" feront entre eux des angles dièdres égaux; dès loCs aussi 
les génératrices ab et tib’ , ab' et (A" comprendront entre elles des angles égaux. 

Cela posé : _ ■ • . . > 

• Si sur le cercle L'on prend : arc rectifié éV = arc rectifié é'in; ^ 

Si • sur le cercle L" on prend : arc rectifié é"x" r= arc rectifié b"m , on placera 
sur le cercle L' un point x',‘ét sur le cercle L" on point x";'. tels que ces points 
appartiendront é la développante sphérique d. '■ 

Si maintenant je prends, sur le cercle L, un point ^ tel que l'On ail f 
une constante K; , . • • ' , ’ 

sur le cercle L',-, un point y tel que l’on ait 4 ' 

et sur le cercle L'*, un point ÿ" tel que l’on ait ^ = K; 

tous les phints y, y , formeront une courbe 9 tracée sur la sphère S , qui a 
son centre au point n et oé pour rayon; et cette courbe 9 qui aura son origine 
ou son point dé rchroussenient situé en m sur le cercle C , sera une développante 
sphérique imparfaite. 

Si K «St > 1 , les points y, y, y" seront placés, respootuement entre les 
points X et 6, x et é', x'' et b" , et la courbe 9 sera dite développante sphérique 
raccourcie: • ' _ , 

Si K est < 1 , les points y , y, y" seront placés au delà des points x , x' , x”, 
par rapport aux points b, b', b", et la courbe 9 sera dite développante sphérique 
rallongée. 

Si K. =M , alors les points x cl 'y, x' et y , x" et y" se coofondcpl) et les 
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lieux courbes if-ei i ne fomieot plus qu'une seule el même courbe (|ui^l^la dé- 
neipppmte tpliér U) lie parfaite. 

On voit de suite l’analogie qui existe entre la ccmstruclion des dévèloppanies 
sphériquet imparfaiut et celle des développante* plane* imparfaite*, les droites fMt,, 
1) «ont reinplaoces par les arcs yb , y b' (fig. O). 

Maintenant , si par le point x et dans le plan tangent T on mène une droite 
arbitraire xp et coupant la génératrice ab au point p, el si l’on plie librement 
cette droite sur le cène B , on aura l’hélice conique £ qui passera par le point 
ni du cercle C, et qui coupera les génératrices ab' au [loinl p', ab" an point 
p" -, ,ct les droites px, p'x , p‘'x" seront des tangentes à l’hélice E , aux points 

f • tr •• • * 

p,p , p - . 

Si l’on unit le sommet a aux points g, g, g" , les droites ay, ay' , ay" cou- 
l*eront respectivement les droite» px, p'x'", p''x‘ aux points x, z' , s" qui forme- 
ront une-courbe 7 tracée sur la surface hélicoïde <h';veloppable 1 ayant l’hélice 
E pour arèle.de rebroussement, et cette courbe 7 aura son origine ou son |>oint 
lie rebroussement situé en m sur le cercle C. 

. Nous donnerons à.cette courite 7 le nom dédéveloppante hélko-*phérique imparfaite. 

U y aura des dévcioppantes hélico-sphériques rallongée* ou raccourcie*, suivant 
que la courbe 7 sera l'intersection de la surlhce Itélicoïde 1 par un cône ayant 
|K>ur directrice une développante. sphérique rallongée ou riKcourcie, et pour som- 
met le point a (sônunet du cène B).. 

On voit de suite l'anato^e géométrique qui existe entre la coustrection ile.s 
développantes hélico-tphérique* imparfaite* ét .celle des dévcioppantes imparfaite* 
à double courbure : les premières' se projettent coniquement et urthogonalemeni 
sur la splicre $, suivant des dévcioppantes sp/icnijucr imparfaite*, tout'comme 
les secondes se projettent cylindriquement et ortbogonalement sur le plan de 
section droite du cjlipdrcB, , suivant des développantes p/<uiM imparfaite*. 

Cela étant établi : . . 

V * 

Décrivons dans les plans tangents T, T' , T" des cercles L., L', L", du. point 
a comme centru, et avec as, as', az" pour rayons. 


Le cerclq 

L, coupera la- droite 

ax au point 

l, et la droite 

ab an point 


■ 

ax 


ab' — 

— 

t." V . 

oa:" — ■ 

•r — 

ab” — 


- Et cotnmo les cercles L et.L,, L' et L'^, , L" et L", sont de 
même plan et sont concentriques , ou aura évidemment : - 

a * 

arc Sx arc »il , arc y,'/,* arc p.'ï," . _ 

.. arc éy ~ arc- urvv^ arc c,'a" 


% 


à deux dans un 

V 

-■ ' "V . 
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On pè«l donc conclure ce qui suil : < • •*'■*'* , 

IH. 4* Si du point a sommet du cdnc B , comme centre , on décrit une suite 
de sphères S, S', S" coupant la courbe y (développante liélico-sphérique impar- 
faite) en les points V, *"f • . 

2* Si l'on mène par les points Sÿ s', s" des plans T, T', T" tangents au à>ne 
B, lesquels touolicronl ce cÀne suivant les génératrices H, H', H", et lesquels 
couperont , savoir : 

,Le plan T, la sphère S suivant un cercle L, du rayon os; : - ^ 

Le plan T', la sphère S' suivant un cercle L', du rayon os' ; ^ ' . 

Le plan T", la sphère S" suivant un cercle L", du rayon flî " 4 • * 


Â* Si on trace sur. la sphère S la développante sphérique i passant par le point 
i; sur la sphère S', la développante ÿ passant par et sur la sphère S", la déve- 
loppante é" passant par x", 

Ces développantes é, i', K' viendront couper le cène B en des points I, l! , /", 
qui seront en ligne droite. . ' - • 

Ces points /, l' , f seront les origines ou points de rebroussement des''couriics 
a.é'.é". - , 

Ou peut de suite reconnaître les nouvelles analogie* giomitrigue* qui existent 
entre les développantes hélico-tphiriqtte* ralloagéet ou raccourcie* et les dévelop- 
pantes d double courbure rallongée ou raccotreie. • . ’ '• ■' 


Analogies géomélrigua. . 



Et en effet : ' ••• • ■ 

Lorsque le cône B devient un dylindre B, les sphères S, 5', S" deviennent des 
plans parallèles entre ebx et perpendiculaires à' Taxe dé ce cylindre B;.*’ ' ' • 

Les cercles L, L', L" deviennent des droites parallèles enire'êlles et perpen- 
(licûlairos àl'axe du cylindre B,, et les développanfcs spliériques 3" deviennent 

des développantes planes ayant leurs origines ou leurs poibts de rebroussement 
placés en ligne droite et sur une génératrice droite du cylindre B,i . 

Étant donné un cône de révolution B dont le demi-angle, au sommet, est égal 
à U, menons par son axe A un plan sécant Y, ce plan coupera le cône suivant 
deux génératrices G et G, qui comprendront entre elles un angle égal à 2w. . 

Hhaginons le plan T tangent au. cône B- suivant la génératrice G, et plavqns 
dans oe plan T une droite K perpendiculaire è G et la coupant en un point p 
distant du sommet a du cône B d'une quantité égale Ait. 

Si nous plions librement la droite K sür'lé cône* B,' nousolHiendrous une héKce 
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conique E, dont les arcs' de droite et de gauche , par rapport au point-p, vien- 
dront se croiser en un point p, de h génératrice G, pour continuer i serpenter à 
droite et à gauche de cette génêratricê G, sur le cène B. 

Le point p est dit tommet de l'hélice conique; la distance du point p, au «oniuiei 
a du cène B est dite par de ta première circonvolution de rtiéliee; et la distance 
af> est dite rayoa de l'hélice. 

, Or , il est évident que lorsque l'on coonaltrâ l'angle » du c6qp B ot lé rayon de 
l'hélice conique, cette courbe sera complètement-déterminée.* > ' 

Imaginons l'hélicn E ot ses diverses tangentes K; je dis que toutes les droites 
K sont tangentes i.une sphère S décrite du sommet a du cène B comme centre, 
et ayant pour . rayon le rayon de l'héltcc E. 

.« Eli effet : , ... 

• Si rpn conçoit une suite de plans' tangents T, T', T" au cOne B, chacun de 
ces plarïs oontiendré une tangente K , K' , E" de l'hélice E ; et lorsque l'on déve- 
loppera le cène B sur le plan T, l'hélice E se transformera en sa tangente K; 
de même, si l'on développe le cène B sur le plan T' , l'hélice Esc transformera 
en sa tangente K' él ainsi de suite. Et il est bien évident que si l'on abaisse, dans 
le développement du cène sur un de ses plans tangents et du sommet u de ce 
cène, une (terpendiculairO suc K, puis sur K' et ainsi de suite, tentes ces per- 
pendiculaires seront égales entre elles. ■ ■ 

Ainsi, si l'on ooncaU la sphère S', je plan. T coupera cette sphère suivant un 
grand cercle D qui sera tangent à. K,; le plan T' coupera celte sphère suivant un 
grand cercle D' qui sera tangent i E'f et ainsi do suite. 

Cela posé: ' . % ■ 

Comme on sait -que le plan osculatcur en un point x d'une hélice E est per- 
pendiculaire au pian langent T A la surface développable 2 'sur laquelle cette 
liélice E est tracée (ce pian T étant construit pour le point z), on en conclut 
que la droite K sera tangente i la spliére S; car le plan oseulateur de l’hélice E, 
lequel est mené par la tangente K , étant per|>endiculaire au plan tangent T , sera 
tangent à la sphère S, et au point où la droite K louche le cercle D. • 

- Ainsi ou peut énoncer ht théorépicBuiTani.'* . - • •* ' 

TuÉoatHE : Toulpi les gfnéraltitet droites d'one surface hélkiÀde dévetoppabk, ayant 
une hélice conique E pour arête de rebroussement, sont tangentes ù isne sphère ayant 
pour rayon celui de ITullice 'E, et pour centre le sommet du Cônet B de révolution sur 
lequel l’héUee E se trouve placée.^ 

Le théorémc-précédcDl'est général, en ce sens qu'il est vrai quelle qiie soit'Ia 
base ou'courbe diroetrice du cène B. •' . ’ ■ 
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De qui précède on peut déduire ce qui suit : . • * ’ , 

4* Étant donné un cène de révolution B et deux sphères S et- S' ayant pour 
centre commun le sommet a du cène B, si l’on trace sur la sphère S une déve- 
loppante sphérique 3 , -pour laquelle l'enveluppe de ses plans noriiiain sera le 
cône B et si l'on fait mouvoir une droite K s'appuyant 1* sur ta développdhk- 
sphérique jT; 2° tangentiellcmcnt au eûne B; et 3* tangentiellement à la sphère 
les diverses droites K seront coupées par la spliëre S en des points qui for- 
meront une seconfle développante sphérique 3, , et les parties interceptées par la 
sphère S, sur les diverses droites K, seront toutes égales entre elles. ‘ ' 

2* Si l’on fait mouvoir tangentiellement à' une hélice conique E- tracée sur un 
cône B de révolution , une druim d'une longoeur Constante. K. , l’une desextrè' 
mités de cetlc droite K décrivant une développante 3 de l’hélice E, l’antre -ex- 
trémité de cette droite K décrira une seconde développante 3-, de i'béli<^ E, et 
les dciix courbes jet 3, seront situées sur une' sphère S ayant son centré nu som- 
met du cène B. • . . . 

3* -Si l’on fait mouvoir une droite G , s’appuyant langentiellemeiii sur un 
cène .de révolution B et sur une sphère S' ayant pour centre le '.sommet du 
cône B, si l’une des extrémités dccette.droiteG décrit une développante sphérique 
rallongée 9 ' on raccourcie 9 tracée sur une sphère S concentriquéà la sphère S', la 
surface gauche décrite par G sera coupée par la sphère S et par toutes les sphè- 
res concentriques à S et S', suivant une dévelop^nte rallongée 9 , Ou raccourcie 
o\. Les points de contact de la droite mobile G et du cène B formeront une 
courbe E, dont il faut déterminer la nature géométrique. 

Je dis que la courbe E n’est autre qu’une liélicc tracée sur le cône B. 

Et en effet : • / 

L’équation de-la droite A (fig. 1 ) est en coordonnées rectangulaires : ; : ■ 


- ‘ ' g — — m.x-^b ( 2 )- ' ' ' 

Pour avoir l’équation polaire de la droite K (prenant roriginedes-coordoonées 
rectangulaires pour p6U et l’axe dés x pour Porigine des angles a)> il faôdra 
remplacer dans l’équation (2 ) ■ . . v - 


et l'on aura t , 


ÿ par (p sin a), et i par (p cos a) , . 

P ( sin a.H-m cos a) "■ ' (3) ’ . 

pour l’équation polaire de la droite è. . ■ ; ■ , 
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Cela pu«é i . - ' . - • 

La spiiùre S {fig. 8) dont le centre cst'au soiumet du cône B élant^coupée , 
par le plan T Langent au cône. B', suivant un grand cercle D; la génératrice de 
contact du plan T. et du cône B étant oô ; le poinl'j; situé sur le cercle L tracé 
dans le plan' T, étâtit uii point de la développante $pl>érique,parfaite 3 et le point 
y étant un point de la. développante sphérique raccourcie ou rallongée y, ; si par 
le point y on niéne la droite yg tangente en q au cercle D, cette droite coupera 
la génératrice ab en ~un point qui sera uh point de la çourbe^ de contact 
cherchée E. ' • ' ' 

Représentons: ' ' ‘ ’ . 

• _ . •, par X 1 angle yaq ; 

par { I angle yab-, " . . 

. . * par >. l'angle qab y • .. • 

I . . ■ par a l'angle xaby ■ .. . . , 

•^r f, le rayon vecteur apy ' . 

■ . par R le rayon du cercle D ou de la sphère S. \ 

I>e triangle rectangle nous donne : ' ’ . 


Or 

0«i 




pcosX = R (<)• 

.• . r ^ • 

. . . 

paq^yaq^ yab . ^ ‘ 

x±=x-« ■ ' 


Remarquons que, pour tous les points dé la courbe E, \é triangle p»; est- con- 
stant ; donc l'angle x est constant. 

Et l’équation (4) deviendra : 


pcos(x-«) = R 


( 5 ) 


Mais comme le poiiit g aplvartronl u une développante sphérique caccourcie ou 
rallongée, on a : ’ • ■ . v • _ . • * . .. • 

• • >rcx4 


tk>nc on pëut poser : 


— constante. 
. arc.fry - 
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Dés lors l’équation (5) deviondra ; ' - . ■ . 

.■ t ' ... • . ■■ ■ 

Ou . ■ > ; ■ • ■ , 

1 " ^ ‘ . 

P ^cos x- cos.^-1- sin siii B (f*) 

Kl coniiiio l'anglu est constant, d'après' ce qui a, été dit plus haut, on 
peut représenter cos y par une constante .U, et sin ^ par constante M ; et 
l'on aura : 

. / . . M «\ R 

é(*‘n-+N«>s-)-j^ (7) ^ 

On voit do suite que l'équation (7) est de même forme que l'équation (3). 

Ainsi l'é'quation (7) est l'équation polaire d'une droite; ainsi la courbe lieu 
des ]>oints p (après le développement du cène B sur son plan tangent T) est 
une droite. La courbe E , lieu des 'points de l’espace , est donc une hélice 
conique. ' »- 

Si dans l'équation (7) on fait varier la quantité n, on fera varier le rapport 

et la courbe E, tout en restant une -hélice coni<[ue, changera de place 

sur le cône B. ' ■ \ 

Or, si l'on fait varier n , on voit de suite que. chacune des droites lieu des 
points p, passera par le point x, ou, eu d'autres termes, que toutes leS hélices 
coniques E couperont le cercle C, base du cône B (fig. G), en un niènie 
point. Car, si dans l’équation (7) on fait O, on aura • . 

R H . 

Oïl p = ■ ■ . 

„ r . M r C 08 U 

Kt quelle é{ue soit la valeur que l'on attribue à la quantité n, dans l'expression 
et dans l'équation |7), on aura toujours une équation de la forme o (sin « 4- 
m. 4:os et quelles que soient les valeurs attribuées à m et à 6'dans celte 

étjuation, un aura toujours — égale à une quantité constante, puisque ce point 
X (fig. 8) sera un point fute par le(|uel passeront toutes les droites repr'é-scnlées 
par celte équation. 
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•Oit ▼®4t anssi-que les somtnpls 7 ( Jtg. 8 ) des diversos Wtices coniques K, que 
l’oir obliendra en faisanl ‘varwr n , sont disiribu»^ sur la courbe lieu des cen- 
tres de oSbrbure de la développante sphérique? décrite par le point x, coupIm- 
(|tii ( ainsi que nous le savons) se Iransfornie en un cercle tracé sur ax , comme 
diâmclre, jorsque le cdne il est développé sur son plan tangent T. 

Rinnarqunns encore qùe, suivant -que n sera > i'ou <; 1 , la dévclopiiatite 
impaVraito décrite fâr le point y sera fncrourcie ou rallongée , et l'on voit dés 
lors'qu’en attribuant à n toutes lett Valeurs possibles l'on obtiendra toutes I1.4 dé- 
velop|>antes sphéri<ptes rallongées ou raceoureics de la 'déveloijpantc spliériqiie 
parfaite ?, décrite par le point x (figi 8 ). 

F,h verlvi de ce qui précède, on peut énoncer les-théorêmes suivants : ’ ^ 

• TBÉOnèMC À. ifig.9) Étant donné un cercle D; ayant mené par son centre a une 
droüe X, ayant ensuite mené .une droite Y tangente à ce cercle D, si i'on mène 
doux (Iroîtas, l'dne X'^par le point a faisant avec la droite X un angle a, et l'au- 
tre Y' tangente au cercle D et faisant avec la droite Y un angle 7 , ces deux 
droites se ,cou|icront en un poiiH p et tous les points p, aiasi délerniini'-s , 
st'ront en ligoodroite, s> kts angles a -et g so(it liés entre eux |)ar réqiialion : 

.• • • t 


TuéoBtUE B.{Jig. 10) Étant donnés un cerclé D-gtuni^ droite Lj ayant mené par le 
cctHrc a du cercle D une droite X coupant la droite L au {joint 7; ayant riiené 

|jar le (joint 7 une droite Y tangente au cercle D; si |>ar les (joints 7', 7", 

de la droite L, on luéiie les droites X’-, X",..... tendant au centre a , et les droi- 
tes Y', Y", tangentes au ccrcJc D, on aura:: ' 



XX. 

.. — 

YY" 


etc 


constante M. 




Ce-Üiéorème est le réciproque du théorème (A)-. • 

THéont:iiK C. {fig. M) Étant donnéé ii'n .oereleDet-une droite L.; ob sait, en venu 
dtj Uiéojéme (A), que si l’on méné par Je cenlrè w'Ics droites X, X'’,.-.. cou- 
(jiint lu droite L aux (joints p, q, et si par les (joints p et 7 on'iAénc les 
droites Y, Y',, tangentes au cérchîD, en desîçnairt par a l’angle XX*, et (jar 7 
l'angle YY', on aura quelle que soit la (josition des moites X*” cl Y', (jar 

rap(xjrt aux droites fixes ^ et V. ' * -r ■ 

S.i maintenant on mène (jur le-cenire a UnV droite X, faisant avec hedroite 
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X un angle y arbitraire, e( que l'qn suppose que celle. droite X, soit l'origine 
dee angles a, on aura , en vertu de l'équation de condition ac=Mç , une droite 
L, qui sera tangente au cercle C, cercle auquel la droite L était tangente. . 

Tiit:oRÈitE D.(/!^.'12)Élant'doDnés un cercle Del une droite L,si l'on niénepar le 
centre a la droite X coupant L au point p , si par les points q de la droite 
I. on mène les- droites X' tendant au centre a ; si l'on mène les droites X'. 
leqdanl au centre a, et telles que Ton ail l'équation de condition a, N®,, 
tandis que l’on avait, pour hi droite L, l’équation de condition a,— Mo, on 
uliiiendra une droite L, passant par le point p. 

Kl la droite L. se construii-a en |K>rtanl aq , situé sur X' , do a on q, sur, X', ; 
les points q, seront sur la droite cherehéc L,.; 

Ainsi , le théorème (-C) nous dit : si l'on suppose que l'on a = Mry et (|oc 
l'otT change l’axe X , à partir' duquel on compte les angles a , pour le placer en 
X,, la droite L passera en L, en tournant autour du centre a d'un angle égal h 
l'angle y, que les axes X et X, foiit entre eux. 

Ainsi ; le ibéorènic (D) nous dit : si l'on ne cliangé pas l'axe X, origine des 
angles a , mais que l'on fasse varier le rapport M qui existe entre les angles a 
et q, on obtient diverses droites L, L, se coupant en un même point sur 
l’axe X. 

J'ai cru devoir entrer dans tous, ces détails, parce que \cs thcorémes A, B, C, 
D, sont les ibéoréfnes' fondamentaux de tqpte'la théorie çbîs courbes hélices coni- 
ques et des surfaces béficoïdes coniques. ' ‘ . 

Et par suite de tout ce qui' vient cl'ôlre dit on peut énoncer ce qui suit : 

I. Etant donnés un cdne de révolution B et une liéHee conique E tracée sur ce 

cène, désignant par R la distance du soinnicl du cène B au sommet de la 
courbe E, si l'on décrit une sphère S du sommet du cène B comme cciltre et 
avec un rayon R,, et que l’on fasse niouvoir une droite G tangenticllemcnt au 
cène B et à la sphère S, et de telle manière que cette droite G s’appuie sur 
l’hélice Ë, on formera une surface hélicoide 2 , telle que toute sphère S' cen- 
cenlrique à la sphère S coupera celte surface 2 . . ’ • 

1° Suivant une développante ^lièriquc [urfaite 3, si l'ona R, = R. 

2° Suivant une dèvelop|)anle sphérique imparfaite 9 , .si R, est-plus grand ou 
plus petit que R. . . 

3° La développante iniparfailc sera raccourcie si l'on 'a R, <C R, et file sera 
rn/lon^èe si Ton a au contraire R, *> R. ^ ( . 

II. Etant donnés un cène B de révolution et une hélice conique £ tracée. sur 
ce cène, et la développante sphérique parfaite i tracée sur une Sphère S-' et 
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ayanl'pour'développée ^ hùHcc E; si l’on conçoit sur la sphère S' la dévelo|i]\aiiU* 
sphérique imparfaite ^ rallongée ou raccourcie ®,,et que l’on Ihsse moirvoir une 
droite G, < . 

f* Sur la eourbc' et sur la courlie E et tangentiellement au cône B , dii for- 
mera une surface hclicokle gauche A; ■ 

2* Sur la courbe 3 et tangentiellement à rUclice E, on' fornicra une surface 
liélicoïdc développalile 

Les surfaces A et 2 seront resi«cti\ement tangentes à deux splières', S, et S, 
ayant |>ouf centre commun le sommet du cône B; le rayon de la sphère S sera 
égal BU rayon K de l'Iiélice E, et le rayon U, de la sphère A sera plus grand que 
Il si la courbe iç est une. développante rallongée, et il sera plus petit que R si la 
eourbc.if est une développante raccourcie. 

De .plus, la surihcc A touchera la sphère S. suivant une développante sphéri- ' 
que imparXaite, rallongée si l’on a R, > R , cl raccourcie si l’on a U, < R. 

Et la- surface 2 louchera la sphère S suivant une développante sphérn|ue 
parfaite. . 

» ^ *• . . » 

Tracé méfantyut de la développante tphériqtee lur la surface conveie d'une sphère. 

Ce qui précède nous permettra de tracer/ par un mouyeniènl coutinii sur la 
surfece convexe d'one sphère , une développante sphérique parfaite. 

El en effet : ’ , ^ . 

Ëtanl donnée une sphère pleine S , Sur la surface convexe de laquelio on veut 
tracer une déveloiipante sphérique, on prendra un trône de cône solide ei de 
révolution; on l'éviderade ntÿnière à -co que là spitère pleine puisse. rqioSér sur 
le petit ccreiè do, tronc ^ide;'ce tronc >ùra été construit de manière à oc que 
se troiivanl' çn‘ côdiact ijrec la sp^rè par son' petit cercle , le centre dç la 
sphère et le ^mniel du cône c^câderaiei|t, .«i l'on supposait le tronc de cône 
proioégé. • . * . 

Cela fejt:, ... -i, •/ .• i„' ' „• t«îv- i . 

Oa cnroalôra. M.r'lc Lroaç*de'èôqe‘iine*baiidc dé parchéinin.dopt.l'unq des 
ex^mites viendra aboutir on un peint du ^td cercle; en déroulin} la de 
|varc1iemin, cette extrémité décrira,, sur la sphère, la développante spliériquo èl 
parfaite demandée.- ' \ 

Pour. compléter les «aMfbpiea ^ existent eotr^pB courbes hgHoes 

el-lessurlViccS flèMMüfes .«Ht cylindriques soit coniques, résolvons la question sui- 
vante. * - ^ r •* ‘ • * 
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ViK surface liélicmde conitfue di’veloppable .ou ycmelie e*l Umjottr» coupée par tm odne 
de révolution ayant luAne axe et méine sommet cjue le cône de révolùUon sur lequel 
est tracée l'Hélice conique , qui est l'aréte de rehroussement de la surface dévêipppahie 
ou. l’hélice conique directrice de la suiface gauche , suivant une hélice etmique. - I ■ ' 

Rappelons-nous que les langcntc» à liiélicii^ tracée sur .un cOne forraent la 
surface tIRe hôHctÀdc conique développahlé', èl ij'ue toutes ces.' tangentes à l'IxSlice 
sont cil inèiiic temps tuiigcutcs à une sphère ajant son centre au .sommet du c0ne‘, 
cl pour' rayon la distance du soingact du- cène âu sommet de l’hèViço, et que 
rhélice conique est de rréroiuscmeru de la surface. 

2” Kappcions-nous que, si l’on .à un cône de révolution et une hérice tracée 
sur ce cène, et une sphère dont le cèntre soit placé au sommet du cône , et dont 
le rayon soit plus grand ou plus ptUit que la d'kHtance du sommet du eènc'au 
sviiuniet de riièlice, si l'on fait mouvoir une droite tangcntiellemonl au e&ie et à 
la sphère et en s’appuyant sur riiètice, on engendre une surface dite liélieeSde 
rnuigue ÿoiirhé, et que riièlicc est dite directrice de la siifrace. 

3* Rappelons-nous les théorèmes (A) et (B). 

(’ela |K)sè : . . 

Traçons sur un cône B de révolution une hélice conique E, et imaginons une 
sphère S du rayon U et ayant son centre au somuiel a du cène B; faisons glis- 
ser une droite G tangcntiellement au cène B et à la sphère D, e| de manière à 
ce que-, '.pendant son mouvement, celte droilé s'appuie' sur Thélice E? celle 
droite G engendrera une surface hcliebide coirique qiùecra'gadche ou dèvelop- 
|Kible suivant la grandeur du rayon R. . . 

Cela fait : ' " _ ■ ‘ '* *■ • ■ . ■ 

Roinarqùon's que si roji’^copçort; : - ^ 

i*'Lc plan tangcnt'T'aq cRne Ê suivant la gèhératrlcè' II, ^cq plan coupera, 
suivant une génératrice n , le .çône'de révulniion B' qiii-aurâ même sommet 'n. 
et inêmoaxc, X-que le cô'ne'B. ■ • 

2” Lé plantangcitt T, au cdne B snivant là génératrice H,', ce plan coupera le 
cône R' suivant Une génératrice H',. . ^ 

Par conséquent, les plans tangents T' et T',, .menés au cène B' siiiv^t jes 
Kènèrâlriécs fefôiit eHire êu* té même' antJé que lès plans t'H Tl|j|n^ 

gents au cène B. , 

? ■ . ,, • .L. id .»>vHiu. il--.-'- -II! 

’ Otf ann-aone^ > . 


.Times.! 

••'•,4 ïijT.'iça.ïfT,,- 'i.-Ovi' •, 

•’ • r> •.•/-'Y *?,***’i‘** W**’" '» *■ ■ 

3* Et -si l’on considère une suite de plans T , T, , T,, T,, tangents au côn. 
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n «t suH'ant dos géitéralricoa li, il, , H^, It,, biisant entre olles des angles 

ôgaiiv, ei qu'ftinsî on.ail : . _ , ’ 

= |(7h, iCî^ ^ etc. , 

on’ ïiira une suite «le, {dans T'. T',, T'.,’ T',, tangents^ au cône R' et sui- 
vant dè^ génératrices H' J fl!,, il', ,H', qui feront aussi entre elles des angles 

égaux, et l'on aiira.: ■ ^ 

• • ‘lîCfl.' == 1^^ 

r Les droites H. et H', H, et il',, B, et H',, etc., font entre elles des angles 
égaux. . . ‘ 

Ainsi on a : ‘ • v - . . • 

5^ Lm angles dièdres et (X,ï)77x> H.) «igauxj on aura donc : 

■ O. = 0.'==0,==eic:-=(xi;H^^ = rîTiiO rpDT).=etf^. 


lit a«Rsi > • . . 

=fr!^'=Tl^=elc^ II'), (X, H,'X=(X,H,'),(X, II.')=tetc. 

‘'^'6*'nethaii}nons enfin qüe les angles diédres^f ' 

'Uv'.'' " ’ j', O, - ■■ 

. fj; et et ^ 

• . ' ’ , ' ' ' " ' ' ' • ’ ^ . 
sont ‘tous les quatre égaux entre eUx'. 'mais'qtie les angles que font entre elles les 

géuérairicesii, tt, du'cdtxt B*et-H', H',dus<Vne.B','«ie s«Hit pas égaux entre eux; 

de.surtêqucto'rsquél'ondéveIsppAraJe «Oite Bsdr. son plan' tangent T, leMtroHés. 

H et H, preAdrontlesposiliousKet K,;ctlérsquerondé«relopperalécOne-B' star son 

(*) Ko dé»igti«nl {Mir{(T; R) le plan méridien 4uc4ne B ^duî pepse pér V^xfi Tilvco cène D etpa^ sn 
gciiôratrîce H ; et per (X*, R'^ ie pkn siéridieÉ X et p«r sa. gencralricc 

Il'.ctc. ‘ ' * ’ • 'V. •. » 
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|il:in taHgsnt T', Itis gunêratrices 11' et H', prendront les positionB K' cl K',, et les 
nngks k,K, Cl K', K', ne seront pas'égaux entre elix. ' ' . 

Ol» |K)si‘ : • 

Traçons sur le cône B une liêllcc conique E; menons une suite tie généra- 
trices il. H,, H,, du cône B, équiangulaircs entre elles et coupant E aux )X>iiUs 
m, m, ,, m,; par les points ni , m., m, , menons des droiies G , G, j G, tangpnlés au 
cône 6 et à une spbére S décrite du point a, sommet du cône B , comme ccnlie 
élavec un rayon R. _ ' . , 

Imaginons te côné B' ayantsôn sommet eno, et pour- axe l’axe Xdu-cône B-, 
les droites G, G., G, perceront le cône B' en les. points p, p,, p.,---/ je dis que 
la courbe E' , lieu despoints p > p. , p, , est une hélice sur le cône B'. 

Et en effet : 

Par les points p, p;, p., |>asseronl les génératrices , H', du cône B" ; 

ces droites seront équiangulaircs entre elles. 

Si donc je développe le cône B' sur son plan Tangent T', les droites H', H',, 
H'_ prendront les positions K', K',, )i\ équiangulaireS entre elles; et le» droi- 
tes' G, G,', G. prendront les positions G'-, G'.; G', tangentes au-cercle D tracé 
du point a comme centre et avec R pour rayon (ce cercle D n'étant autre que 
la section faite dans la sphère S par le plan T'). Les droites G', G',, G', seront 
aussi équiangulaircs entre elles, et les points p', p', , p, en lesquels viennent se 
placer, après le développement, les points p, p, , p, , seront donc en ligne 
droite, en vertu du théorème (A); la courbe E' est donc uae hélice tracée sur le 
cône B'. • • • 

Il nous reste à trouver la longueur du rayon de l'hélice E'. , 

Désignons, par L, le cercle soivqul lequel la splière S' du rayon -K' est coupée 
|)or le plan T tangent au cône B; et par L', le cercle suivant lequel la même 
sptière S' 'est coupée par le plan T' langent au cône B', 

Les deux cercles L et L' auront même rayon R', et pour centre commun le 
sommet a; et leurs plans se couperont suivant la génératrice N' du cône B'. 

Après le développement du cène .B sur le plan T-, les droites K, K,, K,, K, 
couperont le cercle L en les points 4, 4,, 4,, 4;; les -droites-G', G',, G'., G', cou- 
peront le cercle L en les points g', g",, L'hélice E se tyansforinera 

suivant une droite U qui couppra le cercle L-au point x ; et l’on aura- : 


arc ■ xk .àrt »4.-_ »rc rk, 
are . g’k arc J, '4, ~ ttcg^lr. 


etc- = cMistaQte ^ i; - 
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ou, en (lésignaM l'anc variable u eivl’arc variable g'k par 7, 011 aara't 

L’équation de condition |K=E:/.y. i ' ' 

Equation qui eàt.aatisfaite puisque la courl^ E.est ùno’ hélice. 

Les génératrices H', II',, tl'f, If, du cdnQ-B' , font dos angles égaux avec les 
génératrices H, H_; FI., If, du, cilhe B ; en supposant donc que ces ^nératricOs 
II', H',,. H',, H',«uivent le dév«ld|q)emeRt du cène B, elles viendront se' placer 
sué le ^ian T<, en' les positions K’,» K'., K*., K',,-et elles Ibron.l entré elles déa’hu- 
gles égaux entre eux et à ceux qiip font entre elles les droites K,‘K.) K,, K.'^Oési- 
gnant'donc, par 4'j k',, t'., k\, Ics.points en lesquels le cercle L est coupé 
paï ces droKés K', K'., K'., K',,....', et par n, n, , n., les points en les- 
quels les droites Gj.el K', G', et K',^ G', éL K'., se coupent , on voit de suite , 
en vertu du'. tliéoré'inc (A), que. les points n> «, seront sur une droite l)' , 

laquellu coupera le ceréle'L en nn |H)intx'. . ' , • 

Et l'an aura dés lors : si ' •• 


.atc'*'4‘'_.aro yjt,' 
arc g'k’~ arcj.'A.' 


McjçV’ 
arc JJAT ■ 


E etc. = constante = t,- 


ou , en d’autres termes , l'équation * 

s * . 





sqra encore '.sâtisfaite ; de sorte que la droite IT sera tangente au cercle ,* au- 
quel la droite U , transformée de l’héKce'E', 'était cllc-mème tabgente , en vertu 
du tbéocéine'(C).. ' . ' . ~ ' 

Ainsi ,. par oe m^e de iransibrmation , l'hdice E’. située sur le'odne-B', de- 
vient une droite sur. le développement du cèpe B. • ■ • ' ...... 

Cela établi:. ' ' ■ . ' ’ ■ ' 

.'Développons le cène B' sur «on plan tangent T'. . ' 

Les génératrices G, G,, G,, G^,' SB traiisFbrmcronl en. les droites G", G",, 
G",^G,", tangentes au -cercle D , tracé dans le plan T' , et qui est la section faite 
dans la sphère^ S par ce plan T'v* ^ 

Les génératrices ’rll'., se transformeront en les droites K", 

K,", K."; les droites G"-, G.",.Ç;", seront équiangulairos entre elles, ainsi qUé.les 
droites K", K,", et lesdroilesG^'i G.", G,"; couperont le cercle L'en les points 

0", jf.'Vpi", «I Im dtôiles K", K."',, couperopi'le cercle L'en les points 
■h" , k."-i k", tés 'points p, p., p. , de laicoucbo E', deviendront les points )/, 


X 
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p',, p/ d«-la droite U" transformée de l'bélicc E' j et -cette droite U" coupera le 
carde L' en un point x', cl l’on aura : " ' 

• . 1 arc x'H’ »fc x’k,"' arc x'k'' ' ' „ , ’ ■ 

■ • ■ — — 7TV7) = -r-s = ctc. = coii 9 Uijtf r. . . 

arc f i' arcÿ.i, •arej. i, -, ^ - 

El'dùajgnant par p:' l'arc -varialtle x'i"; 'et 'par y' l'arc variable f"i", 
l'équation de condition ■ ' ' . ' ' f'- - 

sera salisfaile. ' . ■ ■ ' ' • ’ ■ ’ . 1 

Or, lorsque l'on dévelqjpe le cône B sur son pbn- tungeiii , les deux géné- 
ratrices H et H, prennent les positions K et h, , et' comprennent entre elles 
on airgle qui est mesuré sur le cercle L, par l’arc ii, ; et les doux géix'-ratrices 
il et H. aoniprcnaicnt sur le cercle G, liase du cône- B, un arc lih,. • • • • 

Si nous désignons par (, le rayon 3du cerclc^C , nous aiiroiis : . , 

• , arc ii,= arc Wi,, 


y- . . V ' / . . V 2rR' 

et comme on peut poser { arc ii, )=*? ~^y et ( arc ii,)= 


L = 1 


- ' V t : •. r . . ~ " ■_> 

Si nous désignons par p' le rayon du corde G’, base du cône K- , lés deu'x’géné- 
ralriceaU'.et'H'^ comprendront,' sur le cercle G', un arc h'h\-, elles droites- K" 
et K", en. lesquelles ces génératrices sé transfor-menf sur le développcmenl dû 
cône B', comprendront, sur le cercle L',-un arc k"k'\, et l'on aura s 


arc i= nrc-b’h',. 


Et comme on dcvi-a poser (arc. ^ f*),’ et lÿrc 


C*) Puisque Iw tngioB dièdres de* pian» nWridiéns(\, 0), (V B* 0’}, int r^tix. 

(**^ m' étant diflerojit de M , *pin8 que les <mpW« coinprî* ccilre .tas 4roitei,li oj K, , H">el H|" sue le» 
d’éTéfoppeiiieiiU rcspcclir* de* cAne« R cl B' ne front pas éganx. ' . ' • * ’ . 
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n m' . 

' f 

P m'* 


/ 


■■■ 




Ainsi, les angles développés ( H , H, )‘et ( H' , H',), sorti entre' éua dans le 
rapport,, 'inverse' des ra-yions ^ el p' des cercles "C el qui sorti les cerclès- 
baseS dcs çéncs B el B';- _ - . ' . . ' 

J)’après,ce qui vient d'éare dit, ■ . ■ ' . • ■ 

on aura : , ■ ' • . • . • 

• . ; . ^ • arc jrk .fl * ■ ' . 

i . tr ' ■' ârcîï^' P ■ ' , ‘ 

orycotnine noi^.avonsreprésopléj-’iirc (wr piet Vart j;V', par jp' , on aura : 

.. ;• ■ ■ • . ■ , • 
■'••• • - • . . ' ' i 

i.'-' ' ' • . ■■ ■ . 

Et comme nous avons |>osê.précédeiQnie4U_. 


on en- iliduit ; 


ft = l.ÿ cl pf't=3 f.-/' 


..L£ 

A . jr 


Si l’on tdppose.donc deux cercles coocenlrlques C et 'C'^, et que l'on lÂëne 
par le centrié n oontmuft>ees teux 'eeVGles-unetdr.otte X, coupartl leeercle C 
au point X, puis déux'droitès Y ét-Y, ungentes au âertJe.C’.el .coupant., la' pre- 
mière le cercle C' au point y, et la seconde coupant le même cercle C' au point ÿ. 

Si Ton sufipqSe'que les arcs; pi etp', çoiôptéf .sor le cercle C';. partent du 
point X ot,.soât dès lors é^ux eqtéèedx , los arcs ,y a( y ooakplé6,Mri»cereip-Cy 
les premiers du point'jf èt les àecôndaxiu point, y,', ne seront égaux- eiilrà>eUx 
qu'autant:queToh guràlli^l^-; .et.-d>QS 0 % cas l’es daqx droites 'oogatniitea 'en 
. vertu dès conditiorté y cl p' = l'y, seront toutes deux ungaitiles à-un mfr- 
me cCroie D et se superp^roqt;. Maisj si 'l'.n^est- pas égÿl è I, -alors Has' deux 
(IroûâMMqAt ditâncteasCilîl^^ l'antmàuB oeiçlep.';;<!es 

deuxcerlceSétarttqqneêii(r}q^iMX oércieStpjSt C et'ayktUdiee rayons diAi^nts.- 
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Or,- si ./'=: / üd eu cuDchit que cQinme dans'Ia question-qui nous 

occupe' les' deux, ednes B el B' sont distiliels, et que dès lors p et p ne peuvent 
être égaux , o'n eiv .conclut que /' ne peut être égal à /; et dès lors on doit en con- 
ehire que l'bélicc conique E'-ne peut avoir fnêmc rayon que l’hélice E. Au -reste , 
on. peut démontrer d!unc manière trùs-siniplc cl au moyen de 'considérations 
purement géoiuétriqucs, que les hélices £ cl E' ne i)envent avoir raémc-rayon , en 
résolvant le problèiric suivant. ‘ • ' • 

khioBLÈME. Construire le lieu des sommets des divcrsi-s hélices cuniqùes E'., E", E*', 
intersections d'une surfine hélionde ro/ilr/uc ijituche ou déeelopjxiblé X , par une suite 
de rânes.dc révolution U', II", II"' concentriipws au cône dé révolution B iur leifuel se 
trouve tracée l'hélice conique K , directrk&de ta surface ï. 

lUant donné- un cène de révolution R et une sphère S du rayon R ayant son 
4,'cnUe au sommet a du cène B et une hélice E tracée sur le cône B, en faisant 
glisser une droite G langcDtiellcment au cène 0 et à la splière et s’appuyant sur 
Ihélice E, on engendre la siu'face,liélicoïde conique gauche ou dévclofipabic i. 
Si l’on coiqjc la surface S- par un cône de révolution B' concentrique au cône B , 
c’est-à-dire ayant même sommet a et même axe“X que le cône B, nous avoAs.dé- 
mOnlré que la eôurhe d'intersection étdit une hélice conique; plus loin nous 
ferons voir que cette courbe |jcut sg composer de'plnsieurs hélices coniques, la 
surface 2 étant gauche ou étant développable. 

Mais en ce momenl, arimettons que La surface ^ soûgauclic et qho la sphère 
.S ait uh raton B plus |K‘üt que le rayon de l'hélice E (*). ^ 

Chaque génératrice G de la surface X-eou|iera l'hélice E si 2 est gauche, et 
sera tangente à Miéiree E si est développable; on devra donc considére-r dent 
{varties sur chacune des génératrices G, savoir ; la partie infééiçurc et la partie 
su|térie«rç; , 

ilo.us ne consi(h*rtTons d'abord comme'tou’rhe d’intersection du cône B* et- de 
la suiBace que la Courbe formée par la reneonlie des (varties des génératrices G 
dirigées daus le niéane si’i»8; . • - 

Le côno fi' est conqiosé de dcux-nappes, nojis ne eonsidérerons d'àbord <|Ucla 
nappe qui enveloppe la nappe du cône B, sué iBqitclIc J'hélice E se trouve tracée. 
•■Gtdaposé: / .'' V ‘ ^ ' . 

■fiemarquons qpe chaipie génératrice G île. l’a surface 5 fait avec la généra-’ 



O Le« inêiurà vaMuuut-meitU s’ajfpUÿieront à-iTtclicoïiieUvreleppablc; scalènicavt, dvn* ce 
o>v»Q n de la s|>liéie Seci-e (--ni au u^on do l'héliee E. . • 
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irice du oùne U.un angic qui va en diminuant,. depuis le point e, sommet do l'Iu'- 
Uc(! Ë,; jusqu'aux d.cux ^iits situés- à. l'infini sur riiélice E; Iç demi-angle au 
soiprâet du cène IV étant donné, il sera facile de trouver sur le cène B deux 
génératrices V, et V. situées à droite et à gauche > du point r 'et à -égale distance 
angulairs de ce point e, et telles que.les génératrice» G, et G, de la surface J£ eor- 
respondpnl i ces génératrices, seront parallèles à deux génératrices K, et K, du 
cène B'.. Dés lors toutes les génératrices G de la surface £, comprises entre G, et 
G,, couperont la nappe in férioure du céno B', et ht courbé obtenue sera.uho 
hélice çof^léle E' ptiisqu'ellc aura ses deux' points situés à rjnriiù, placés sur 
G. et G, ou K, et K,. _ .C • * . ' 

Il est facHo de construire le-sommet de cette liéKçe cuniqae complète É'. ' 

Et en eflet, - . _ . . , 

Menons, un plan T tangent au c6no B suivant une' génératrice V , laquelle 
coii|>cra riiéime E en un point;c; par ce point x passera une génératrice G de la 
surlacc ^,'et cette génératrice G sera dans le plan T et tangenlo-au ecrele D 
ayant shn centre au polnt-o , sommet dacène B' et ayant pottr rayon le rayon de 
la sphère S, puisque cccerplej) sera évidemment on grand oerClëdc cette splun-c S. 

Lé plan T.cou|>era le.-céne B' suivant. deux génératrices K et K' cl la droite 
G cou|iera K et K' en les points ÿely'; or, si l'on 'suppose que le cerclé Dâ-un 
rayon plus petit quc'le rayoft de j'héjice. E , le point y sera plus éloigné du'soni- 
met U que le point y ; ce sera oeporint y qui'appartiendra à l'hélice E'., Et dés 
lors on voit que plus le-point x sera prés du point a, plus le point y sera prés 
ds ce même point a, puisque |>our tous les plans tangents, lés droiles analogtH‘s 
de. V et de K- font le ménte angle. ' . . . • * 

Dés Idrs, aa point; é de l’hélice E correspondra le point e' de Thélice E',-ce 
|)oini é' étant Je sommet de la .courbe E’., tout. comme le point e. est le sommet de 
ritélice E. ■ ' ^ 

On peut donc dire ijuè : fi» tOmmHs des hétices'côoiyues, interseciians de la sur- 
face'JLet descôûes- IV, B", "B'", concep^ues au cône D, sont situés sur la génératrice ' 
Ode la surface 2 qui pime par ie sommet e de VJiélke^Bi • 

El dès lors il est évident que f hélice. E' a'a pas même rayon que J'iiélioe E. ' 
Maintenant remarquons : " 

^PQûe fes cènes B', B",‘ B"' ont des ouverturos’dilTérenles, que leur denii-é'iigli- 
au sommet angmontc jitsqu'é l'angle droit, auquel cas le dernier cènc'con'cen-' 
Iriqueà B devienlnh plan Q passant jAr lesamOiel a et perpendiculaire à l'ase X 
de ce . cène B. .• .. • ' . ^ . r 

Dès lors lacourbe E' peut bien ne pa& exister p«mr certains de' ces cènes cote- 
ceutrH|u«s , et en ulTut J * . • ,• i ' ' •- ' 
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La ^liératrkeG do la surface qui passe par . le sommet e de l’Iiélicc , fait , 
avec la génératrice du cène B correspondant à-«c point e, ‘le pliis grand angle que 
puisse faire une généralricc de «elle surface :£ avec la génératrice qui lui corres- 
poiul siir’le cône B (désignant par génératrices correspondantes celtes qui se 
coupent en un point situé sur l'hélice E). Si donc on mène un plan tangent au 
cône' B par |a droiteG ; et qiiedans ce plan et |Xir le point a on mène une droite b' 
paraliôté à G ; et que l’on Tasse mouvoir la droite ü autour de l’axe X, coltc 
droite eiigiMidrera un C4>ne P, ipii ne eotqwra aucune des pitiés inférieures des 
diverses génératrices G de la sur&ce X. Dés lors la .bourbe E' n’existOïa pTus, et 
à plus forte raison elle n'existera pas (KiUr tout' cône dont te demi-angle au 
.sommet sera plus grand que celui du cône B,, et parcônst'-quént ellé n’existera 
pas pour le plan Q, limite des cônes eoncenh iques et sé<'anls. . . 

AdiUoltant toujours que le. rayon R de ht.sidjôre S'eslpIus petit que le rayon 
de Thclioe E, ou, en d’autres 'termes, que la droite qui unit Je sommet a du cône B 
au sommet e-de l.’bélicc E , clierchons toutes tes courbes dont se compose rinter- 
section de la surface hélicoïde conique gauche 1 et le cône B' concentrique ir B. 

Nous devons dés lors considérer les parties supérieure et inférieure de cliat| 0 e 
gi'iiératrîce G de la surface X, et en méane ieiti|>s les dwix nappes du eône_B'. 

/te liiilfrsfciùm complète dè théluoldr coitipie gmirhe %ct d " uh aime B" ooni'nUriiiue mi Mrr* B 
mr lequel tel trare'H'Mice coniijaef. dirtetriee de ta surfarn; 

' ' ■ ■ ù • •• • ,**»•.■* •' * • » ’ • • • 

Imaginons la génératrice fl- du cône B passant par le Commet e de l’hélice E, 
constrinsons 4c plan T tangent au cône B suivant H J traçons dans Icplan T la- 
droite G qui , passant par le point e, est tangente ou cercle D , sebuon faite par le 
plôn "t dans la sphère S;’incnons' dans le plan T et pw le' point a sô'inmot dnî 
cône' B une droite li coupant 'en un point y lapartie inférieure de G , de telle s»>nc 
que ce jioint ÿ se trouve au delà du point c'pa’ç rapport au çércle D j faisons 
louruôr l) autour de l’axe X du cône B, cette droite engendrera’ uh cône B',- lequel 
coupera là surfact' 2 suivaht'uue. co'utIm; Z composée jilé. idusii-nrs b'rauclu's qu’il 
s'agit d’étudîer; • ' ' 

fit d’ahord, en. vertu de ce <jni.!i clé démontré, si la courir Z se conijKise de 
|>lusiêiirs itranclies , clraeupe de ScsliranchP.s sera iinc liélife (onijpié Ou 'an ftroin»' 
iinc portion d'hélice coniquc. , ; J - ■ 

Cela iK)sé: "■ ■ • • ■ • • ■ , . / ■ ’ 

Puisqucles'drdites G etG'so t'oufjcnl, on pourra toujours preridre-sur l'hélice E 
lieux points * çl x également distants du sommet e pour lesquels les plans tan- 
gents B et 0' au eilne B coii|«’i'oiU h; cône B', savoir : le plan 0 suivant les^mé-' 
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l aUiues K el K, 01 4o plan 0’ suivalU les droites K' et K,' ; les plans 0 el 0' seront 
tangents au- cône R suivant los tlroiles V et.V', et la droite. V divisera eu deux 
l>artics égales l'angle KK,' et la droKe V' divisera aussi en deux parties égales 
l'angle K'K.',- cl d’aillours les angles KK, et K'K.' scn)nfégan\. ' ' 

Les duo! tés K et K' reiieontreront les.|>nrtieslnférieures des génératrice^ G, et 
•G, de la surfaeoi^Josquolles passent ,sitvoir : G, par le jmint j:'’et G.jrar le point x'; 
et les droites et K,' l’cncontrero'nt aussi les 'parties supérieures’ des droites 
G, ct-G,. J ■ 

Of^ on .xToil de suite que les [toiiils x et x' peuvettl être tels que les droites K et 
G,, K, et G; se trouvent parallèles, et il sera faeile de fixer lesposiüons dés points 
X çt f' pow que nela ait lieu; ■ . . . 

Dés InVsOn voit: ^ V _ ' , ... 

.. yue iQiitos les générairiees'G de la surfacé's eoinprises entre les points ’x el x' 
de nH‘licc E perceront la nappe inférieure du cène B' en deux points'; <[iie les gé- 
mVatrices G, et Q. parallèles au cône D' né perceront la najipi: inféricurè defé cène 
B' qii'i'ii un sc^ul point; que toutes les généra priées, G de lu stirfaee S. passant (wr 
les poîuisde l'iiéltce E situés au delà des points- x’cf x''ju.squ''aux deux points de 
E .sitiK's à l'iiilini , couperont ,lcs 'd^'ux nappes de ^ surface B', cliacune d’elles 
perç-anl la nappe inférieurcel la nappe siqrérieure dé ce c^nc B' el per<;unt cliaqiie 
nappeen un .seul point; ‘ ■ ..il”?, . • ‘ 

On voit donc: ' 

Que toutes Jes génératrices G de la surface i Comprises eutre G. et G. Jonnetii 
trois’ liélici» q}ni(|ues.siu' là n.tpp;' infcTieitre 'du côno B', ; la première E' située 
sur los génératrices 'de ce cône B'-cp'rtiprises entre K et K, , et (pii est coiiiplé-le, , 
puisqu’eUe a deux poiulssil'ués à l’inllui , l’un .sur K cl l’aulrq sur K; ; la dcQxièiué 
E* qui esl skuée sur les gènéraïrices êomprises entre K'el une certaine généra- 
trice G'du cône B' ((foiit nous délorminon^plüs foin h position), et la tfoisièiife 
E/;(|nv est située sur tes gèitéràlrices ce»ipri^‘s_entrc ti' et h\V ' • • 

Mais ces courbes" et E.^n'e sont que des arcs d’iiéliecs" çoniqués; puisipio 
axicun de leurs points uç se- trouve situéà rinfiin. . < , ' ' 

,Ces deux liètiçes.fi,' clE/ sé. éonpcnl.au {loinieit icqnel la génératrice ü' percé 
la surface i. Celle génératrice Ç' s’ebiierit de lanianiére suivante : le plaa''!’' langent 
au c<ine B suivant la générairiee M 'passant jwr le point e, .soiqmct de l'bélice E , 

coupe 1« c<)ne B''.suiTMrt. deux généralrices Ü et .11' dont l’angle est divisé eu 
deux parties^égàles par- U; la drâlte Uixtntienl le sotQiHêt / de l’ljélié!s ‘E',«t la 
droite G'.contienl le. point 'A , enlequql lesnrc:sd'hé(iees<Ë,' et Ei,' seééoisent. 

Les génératrices <i. et G. petccnt le cône B' en les poinlsy.Cl et Tare Ji;'- ‘a 
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du point ’ÿ.au point /i, l'arc E,' allant du pointé au point M d’ailleors 
Mvident que 4 c point /i «si plus, éloigné du soraniet a que les points ÿ^ et g, < ces 
doui derniers étant d'ailleurs à égale distance de ce même sommet a. 

Us courbes tracées sur la nappe "inrérieure du cilne B' étant trouvées , cber- 
clions celles qui cxistent'sur la nap|ie supérieur^ de ce cène. , 

Toutes les génératrices G situées au delà de G, et de G,, en marcLaht des points. 
X et x’ vers les |)oLnl$ infinis do E, perceront la nappe inferieure, du cOm' R' en 
un seul point, et continueront dès lors les arcs E,' et E.'. Et si nous désigmins 
par U, et H, les géncratrices'du etine B qui contiennent lès |x>iiUs infinis de E , on 
voit que si l'on mène parallèlement à H, et fl., cl tangcntiellement a.u .céiié B et 
à la.sphèrc S deux di-oiles G/ et G/ , c’és droites ^ront les génératrices extrêmes 
de Itf surface . 2 , lesquelles perceront la nappe inférieure du cène B' en les points 
y/ '■* supérieure du gène B' en les points <1/ fet A/. • ■ " 

Dés lors les arcs d'hélices E,' et E/. iront respectivement du point h aux poiqls 
9' ®t ces points g' et g' seront les (loints de ces arcs les plus rapprochés et 
ègaicnaent distants du sommet'e' du cène B'. . ’ 

Rcvonoas-mainlenant aux hélice!» situées'sur la nappe supérieure du cône B'. 
- Nous avons vu que les génératrices G>et"^G. de 2 étaient parallèles aôx géiivra- 
trieos K et K ; par cçnséquenl, ces généraf-iccs' K et K-, eontiehnent les |>oinls 
situés à l'infiui des co'urhes E^ et E, plact'îes sur la nappe supérieùrè. On qdonn 
des arcs d'hélices coniquesnon finis, niais infinis dans uasens,' sur la nappe 
supérieure. . 

■ La courbe E,' va de la génératrice .K-àu point ft,',.®*- ™'“’^û-E/'va de la géin;- 

rairice.S, au point ft,'j les points /i.'et /»,' sont égîtle'mcnt distants dû sommet a du 
eône B'. ; ; • 

• Les cinq courbés' B',' E.’, É.'. snr.la nap'pe' inférieure et E,', E/ Sur la napjw 
supérieure du cène B' sont donc maintmiaRt compléteméntdéfinles et délerxniiféc.s. 

Lorsque l'angle au' soninrct du cène B' seratcl que la 'droite G qui passe par Je 
sommet ,e de l’béUce E ne ■coupera cé cône B' (|u'en un sfeul poinf,.alors'la epurhe 
E'disparàiira. • '■ ‘ ... * ' 

. Et lorsque l'angle au sommet 'cène Bf, augmentant stucessivement, aura 
auéiat'une,amplit(fde' telle t]ne la drorte ii percera la nappe ipférienrcel la napjie 
supérieure du'c<\ùe B', «lors ta enurbe E' n'e.visfera pliisv-maU alors les 'arcs 
d'hélices E,' et £^'*■'06 seront plus infinis et chacun d'ans un sens , .car- alors ils 
viendront s’arrêter angutaircmenXën .un point qui sera cejni en lequel la droite <; 
perce la nappe’ supérieure du cène B\ Eè sorte "que les ares E,' él Ej' Offriront la 
même disposition sur la napj»c"s(ipérieûre, que présèfiionl lesarcs E^.et Ej, sur 
la nappe inférieure: 'J-:-' . 
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Enüo JdPsqiM le_ demi-aogle au sominel du cAae B' sera drojii , ee c6np B' 
(Jevrmdra uii planO'i et- alors Je# nappes coni<]aes se snperposenl 'iA se confon- 
dent, et les ares E,' et E/, E' et se superposent et se confond#ot. On apra donc , 
dans ce cas, dçux accs,d'liétices s'arrêtant angulairemcnt dcuxà deu^; etcOnuno 
une Jiéirce conique sur un plan ne'peut fifre qu’une" dl'oitef*), <iin >oil qac'l'on 
IHjut énonoer Ic'iticorémc suivante - ^ " 

TBfiepÊME i (jtte turf(m hélictidf cotiiqi^ gfUclie il eHcoupée parvn plan Q paimm 
par te tomtmt a rt pêrftendhmlaife à roxe X-.d-an çdnc B sur It^ael isi tracée l’béUre 
itmiqw Edr /d siofàce suk’ant ile^. f^twns_Jinlrs‘ «té droite ,1^ s'arrêtant àngaûiirr- 
ment & tUi mPtne point, s.- ^ 

Examiiuiiis la i’or.nle.quc dofveht présenter les deu» ponibqs de drujtc furnuini 

ljntersccûon.de la surfape.i parle plan Q, . I ' 

Toutes les jwrties supérieures de$ généra||jces G. «le la surlace i wiH seules 
eonlXi^ jKir le plairai et toutes le$;genérapices G, sojil coupées par le plfio Ô- 
Par cïAiséquent , si- l’on considère- les dêû* génératrices H. et H. du c6ne B qui 
«toijlienneni los'poigusitué^ l’fnûhide l'hélice E, al si j^>n mène Tes plansA, et 

rç»peéttveB»enl (angènis an B et snivpnLlës générattiecs H_et c**s plans 

eodpécttnt laspliérô S^utvîiht «îoîix grantls cefides , l'un D,.etl.’autre D.. . ^ 

El les iangentês'à icçs «wefes (^i seront ])oranél« aux géiréiâiri(*s 11 , et H„ 
■percer^fU-h' plafi.O ep.deux^ints 7. el ^.. 

La drôitt: G se môUvnnt sUr t’hélice E percera lc.plan Q.cn-divers points à partir 
«|o point 7. ju^u'aû point p en lequel ^ra perCé ce plan Q par la génératrice G 
lassant par le so,ininct-e.dé rhélr«^ È,-et tousceS- i^pits fomaeroni une droite 7,^. 

Le point P sera plus, lofln. dû point n; 'soipiliet du cOnc’B, tpie 'le polnj 7, ; à 
partm«lu jidint p, la droite G, continuant à se motpn>ir'sn> riiélicc B-, papcera le 
plan Q en «h» peints qui se rapprociicront dn point a, jusqu'à* ce «{ae'-eniln «die 
prÇnilé la «lerniére irasition «sn laquelle étant taogenle au.fcerele'D, elle pert'cra 
le plan O au point «q-ees points fornicrontmne «Iroite.pg,; on soit donc que la 
ilrdîte Brisée lornie un.angle dont le sommet p «^t plus éloigné du point a q«ic 
les extrémités q, et'q, «le ses «leux cdtés. . " : • ‘ 


l’)la ptuswnX-kTÿr daOXjnodes d« gcuarapoin : l'-UfOirrMlan rytinfiri 7 ii«,«l<t<'n wl ensendr» 
nnsdraile M mptrv«nt pdrsJtèt«n«phtâ cije-tndtDe, «o s'appayint «or une droite fiz'a i.3^1* ffénèra- 
(«S çont^, élorf «1 e«t «ngeddaé -per Une ârôfte pMXntjalT un point Brc et' ('eppayant mr utmtjroltc 
lue ; et d rbn «uppq» nn, cÀ-cle C e< une ijioite pkiunt per. le càtrc de ce centre Ç el c'eppai-ant w 
^ce ceeéte , on eure -le' féndretfim d’au- plan i limite «ipeeSbee do, réroliuion ; IS plan q peut dune 
(.utuidéfo npporcjieeatent cootnio-un cdiie..do rdrolnlion eppertenent e la sdrte dea cdnea êonocn- 

nùmeaB', r. r;. , ; ; • • ' ‘ . 


i 
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(:o-que- n6up venons de dîM permoufaj dans tmit/lereas , de «onstruiré i'in- 
lersecüon.d'Onesurfoee hélicoidis conique gaadie-2'et 'du ptan-'O: J ' 

De Vint fritcUon eotnplité c[ une furfacchéiieaUdt conique' iévdoppalfU \ ^ 

- ' '' p<rr im tdne fone^ntnçue âù ttfse B • • ' • ■ 

tur lequel^ est Sracée rtutiee E, arfte (U reftrMotnhm/.ife la itturfea^e z. ■' T , 

l.qi'sque la sphère S a uo R pjus petit que la.dFslauc’c du soiuinct a du 
l'jjije B au souinicl e de rhé|îco E li-acoe sur Je cône. B , on pfcul laiie mouvoir .tk 
(leux manières diflerentes une droite G, Oeûe' droite étant assujettie ptmdADlson 
mouvementé s’appuyer surVIièlice E (?t à être tangente en môme temps .et à la 
sphère S et au' c(Wie B'.l ' ■ . • . 

Carayani eonstruit Uopian TtatigêUt an çône,BsuLvantunegèné»-atrl(«'H.de «‘ 
cône, fequelle coupe l’hélice Eau point ai, OU peut mener.par cë point ictviaiix 
l(' pian T deux droites G et- Il tangentes au grantl cerclé sectûip de la ’sidiérc S 
p’ar le.plan T,. ’ ' _ \ ‘ 

On formera donc avéc toutes les tangentes G. situées. à droite du'ccrcle II Uni' 
s'uHhce héh'coîde eonique' gauché 2', et avec toutes Jés tangentes M situées à 
gauche du cerclé D, une seconde sur&c.e hélicoïde coniqué gauche 2,.-' 

1 1 est évident (pic les deux surfaces 2 et 2, sont s.y métriijues. 1" une l’autre par. 
rapport au plan P passant par l’axe X du cône B.etJe soBUpoCc (fc l'hélice E. 

■ Mais si le rayon R de la sphère S augmente, aussiWl qu’il sCMégal I ncédistabce 
(Tu sorame|u du'côno B au sommet ede rhéilceE), en d’autres ternies, aussitôt que 
B sera égal ay ' rayon de l’hclice E, les dçux'surraccs gauches 2 et 2, ne se confan* 
drontpas en une $eule et mémo surlhce , qui ne sera autre que' la surfecohélicoîde 
eonique développable ayant l’hélice E pour arête de rebroussement; l'une de ces 
sûrihees 2, par (exemple, dev'iendra la surface développable, et l’autre sui‘(àce'J£, 
restera géuchc, et la surface développable 2 sera symétri(jue par rapport au plan P. 
. Cela dit, considérons la surface' liélrcoïde conique dévcloppable2 ayapt.l'hé- 
licc conique E'pour arête de rébroussement , et coupons cette surface 2 par uii 
cône'B'coucentriquc ail cône B. - 

Désignons par H. et 4 ©b génératrices du cône B qui contiennenl les points 
situés à i’inlini deTbélioe E, et désignons par s, et x, ces peints do l’bélice E. 

Toutes les génératrices de la surface héKcoïde, développable 2 sont tangentes i 
l'hélice E et tangentes en m(\mc temps â la sphère S dont le. rayon est égal iui 
rayon. de l'hélice E; par 'conséquent^ si je oonalruisles plans A, ci ^ tangents au 
• cône B suivant les génératrices H; et H., ces plans couperont la sphère S suivant 
les grands cerclés D, et D. ; et si l'ôn mène la droite G, tangentrtiu cet-cle B., mais 
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<1 droite ou à gauche du somm«l e de l'hélice E, en un mot dans lè sens convenable 
pour que la surface £ soit développable et parallèlefflenl à la gén^lVice H, , et l'a 
droite tj, tangente au cercle D., mais aussi d drmte ou ttgauche^u sommet e de 
f hélice E eidirigée dans le même sensqoe G. et parallèlement à H,, cos deux droites 
G,>et G, seront les tangentes de rhélice E pour les points situés à l’inlini x, et t.. 

Cea droites G. et G, font de» angles nuis avec les génératrices H, H, du cène K 
et la droite G tangente à l'hélice Eau sommet e coupe sous l’angle droit la génè'- 
ratrico 11 ^u cène B passant par ce sommet e. ' r 

' . , • - ‘ 

Cela pose: ‘ 

On voit que chaque génératrice G dcJa'surfllce v fait avec la génératrice II du 
cène B, (jqi lui correspond , des angles qui vont de l'angle ifroK -à Tangle mil, à 
mesure que Ton marche sur l’hélice E du point e au point s„ on du pdini r «u 
|K»inl s.. 

Par conséquent , le demj-angic au sommet du^éène B' concentrique au c^c *B 
étant donné , il existera toujours deux points t et x' situés sur l’hélice E et à égale 
distancé du sommet t pour lesquels le’s génératrices G.' et G/ de la surface 2 seront 
parallèles à deux génératrices K; et K' du cène sécapl B'. Ces génératrices K. cl 
K/ du 'cène B'' étant déterminées, de position, ainsi qu’il suitf ' • 

Par' les points x et-*' passent' les génératrîees Jl.' et U.' du ertné B ;* menant 
'suivant ces génératrices lesplans0«t 0', tangents au cène B , ces plans conjvçroni 
le' cène B', savoir : le plan 0 suivant les idroilcs K, et K/ et le plan 0' suivant lès 
droites K| et K.'. V ' ' 

(]hes' dtoîlcs H,' et U,' diviseront respectivement en deux |>ariies égalrô les 
angles K.k, etli.K/;.or, conunela surface^ est symétrique, par rapp^ au plan P 
qiii passe par l'axe X du cène Ji et le pOint'e, sommet de l'hélice E, il est évident 
que. la généralrige.C,' sera parallèle à K, et quela géuéralrioe.G,'Mra' j>aralléie'à 
'.'k,, les généra^cçe C/etG,' venant d’ailleurs Se couper^n .un même point sUr le 
piw de syméirié P. . - ' \ ^ 

'Cela posé: / ■: ” • • ■ ' 

|ô En maruhant sûr l'hélice E, 'depuis le point'x- jusqu'au point situé â l’iii' 
fini Z,, toutes lés génératrices de l'hélicoïdê 2 perceront le cène B', et les points 
obtenus formetuni une hélice coèique E/ telle qu’etlé- s’arrêtera brusquement 
au |iuiht g„ eu le<)uel le cène U' est percé par la génératrice G., cette liélice É', 
ayant d’aillenrs un point sriiie à'i’inllni sur la génératrice K, . 

' 2* En marchant sur l'hélice E, depuis le point a;' jusqu'au point situé à l'.in- 
fini s.,.4>utos les génératrices de l'hélicoi^e tù perceront le cène B', et les points 
obtenus furpieronl Hnebélicc Ë,' telle qu'elle s'ariélera brusquement an jtoinl g , , 
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1*11 JcqueL perce parla géné^riceG,, ceue hélice ayaiUii'aiUeur» 

un. peint situé à rinUni sur la génératrice K,'. 

D'après ce qvi a été dit pi>éeédemmeat , les points e,' et e.', en lesquëls le cène B' 
est percé per la génératrice G passant par le sommet e <fe l’hélice E , seront : le 
peint e' le soinmet i|e l'Iiélice E,' et le point e/ lesomraet de l’Iiéltce E,'. D’ailleurs, 
ces deux eourbes^E,'^et E,” seront symétriquement placées sur le cène -B' par rap- 
port au plan de symétrie P. i . ■* 

Toutes les génératrices comprises entrcG/ et D/ percent en deux points la nappe 
inférieure du cène B', mais lès généralrites comprises entre G, et G,', G. ei G/, 
percent en niéme.temps et la ne|ipé inférieure et la nappe supérieure du cône B' 
cl chacune de,ces nappes on un point. ’ . . . . • <' ' ' 

_On,vqi| dohoriUe l'on obtiendra. sur la nappe supérieure du oiVhe li'deux nou- 
velles hélices E/ et E/ s arrêtant brusquement , savoir; lhélice*E,' au point y, , 

Cl) lequel la. nappe supérieure de B est percée par G. et l’Iïélicc E/ an point g „ , 
eu lequel la nappe^supi^ieure dé B' est percée par Go et d’ailleurs la courbe E,' 
aiiÀ. un peint situé, à l’infini sur G/, et la courbe E/. aura uq- point sittié.à lin- 
fini sur G.'. ^ ■ . 

Les quatre' courbes E,', E,', Ë,', E.,’ ne seront donc point des hélices coniques 
complètes, niais des ai;c$ f infinis dans un sens seule/nen.t) d’hélices .coniques. 

Et tout ce que .nous venons de dire; aura lieu^ quel que soit le demi-angle,, au 
s(miraetdu cènp’.sécant et concentrirpiè B'., ■ . • . ■ 

Et lorsque cet angle sera droit, le cène. B' deviendra leplanQ ..lequel, paÿjuuit, 
]jar le sommet a et ptiqiendiculaireroent à l'axe \ du cène B, coupera la surTacb 
hélicoïde dévelojqiable Z suivant deux droites infinies ilans -'un aens,. s’arrêtant 
brusquement , l’une .au point 'h|* en lequelcc ^an Q est percépar G,, et l’autre 
au point h, en lequel ce même plan Q est percé parG.. ' '• , 

D’-silieuts , ces deux droites seront sy'métriqàeinent placées par 'rapport au plali ^ ' 
de sÿînélrle et se côuferont en uri point y sitdé sur ce plan',: ce point y ctaiK'' 
plus éloigné du sommet a du cène B que les points h, et h., jesquelrf serorlt.à . 
égale distance de ce point a. . . . • » - 

Ce que nous venons de diré. permettra; dane t<^» les. cas , de construite i'iii- 
tersecüon d’une surfime hélicoidô conique développable Z et du jdan Q. 



• b(ïintmectim de lu ntrfdce htiioMt. ceni^ gmithe ^ 'lortquè le rayon éH ; la rphèrt S 

etl plmgrandpulerai/ondeFMieeE:'' " ■' 

' La génératrice 0 , qui engendre la surface Z- en s'appuyant sqr l'hélice Eei.se 
mouvant langentiellement au çène B et à la sphère B , ne' ^urra pas parCénrit 


Digitized by Google 



— 45 — 


loulet'héMce E {-cette génératrice G ne pourra pus «'appuyer sur l'arc d#!'hérrce 'K 
intercepté par la sphère S. .■ ' • ' . ' 

41 est évident que celle surface Z sera composée de deux nappes distinctes et 
séparées efnon symétriquement placées par rapport au plan-P, lequel passe par 
l'axe X du cène B et le sommet e de l’hélice E. ‘ ,■ ' 

Il est évident 'aussi que cette surface héliéoide oOnique gauche n’aura pas, 
comme l'hélicoîde conique développable, une ligne dé soicikm située sur le 
plan P'(^) r puisquele plan P n’est pas un-plan de symétrie par rapport à f^ue 
et é r.autre des deux nappes de la surface hélicoïdale gauche 2; d^l0rs,'les géné- 
ratrices de la surfece gauche 2, ne se couperont pas deux à deux sur ce plan P. 

A.U peste, pour mettre .ce^qui précède hors de doute, menons par une généra- 
triceff du béne B un plan T tangent-è cecénê B et coupantia sphère S- suivant un 
grand cercle Dj la droite II coupera l’hélice li en iin point « situé hors du cercle D, 
l>a)r ce-poiui oo pourra mener deux tangentes G et G' à ce. cercle. Si l’on prend 
une' géntYalrice il,' sur le cène- B et coupant l’bciice E en un pojnt x‘ tel que les 
|)oiBls JC e( x^ soient- également distants du somimel e de l’hélice E, on aura aussi 
np'plan tangent ’T, et un cercle’ 0, , et par, le peint x on pourra mener deux tan- 
gentes G, et- (ï/au cercie D;. Ur, si ^ tangentes G et G, sont consiruitesè gauche 
l>ar rapport 9(iX' ocrcics Del D,, ,lcs gonérâtrioes G'*ét.G,' seront construites à 
droite par rapport à oee mêmes Cercles. Toutes les génélBIrrccs G, G,... formeront 
unesur.face^ Ctloutes les génératrices JÇ',. G,'.;. fornamt>nl une seconde surface^'. 

Ees gbnéràtrlcés G et. G', G, -et C,'.'.,.. «ëront sytnélriquémcnt'placéêsà droite 
et à gauche du plan P, et désloés les deux;.sqrfeces-Z et 2.' s’entrecOuperont sur 
eeplànl^.' ■’ ■ »• 

Tout ce quejious' yeoona de djse s'applique ’è la surbee hélicbïde ^coôrqtic 
gauohëj que’le.rayoD de la' sphère St'soÙ plus grand ou plus pélit que le rayôn-de 
l’hélice b/.-, . • • -V. . ‘ ■ ' 

Dans Ipùs les cas, on aura deux surfaces gauches Z et Z'; mais, lorsque l’on 
comidérc hr -courbe E comme aé^e de rebrôtfjucipent, Tune des surfaeWKéli- 
cotdes Z ou Zr devient développable, eidans ce cas le rayon dé la sphèreS est égal 
aurayOn'de l’hélice . •’ • ' . 

Il sera facile, en verto del^t.ce qui a. été développé préc^emment, lorsque 



(T)'^l>a appeli* Hgne d«^<<Hafion d'nâe tarflKe r^lêe , U courbe .dotiU lee poùiU spot xlooudi 
(evfccdo^ d'iule atiitu decoiÿ/M -droitae |t deediatanoee Vune pw rapport 

• rtopUv Alael g le œtu^eedgctifiré perope deoiCe ee ipouTtaft partHAfemeôt ^un pliU^en s*ap^ 
payait iur une droite D et SV on cercle C , e pour Ifgae de- almHdii la dr^te 0. 


I 
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nous avons supposé que le rayon de la' s|>béce S éiail plus-peÜL que le rayon dr 
l'hélice E , de r«<^Dnallre la position ei l'étendue des arcs d'Iiélioes coniques dont 
se. uomposera la courbe intersection de la surface gauche 2 avec un cône sécant et 
concentrique B', quelle que soit la 'grandeur du denii-engle au sommet de 'ce 
cône B'; et il 'sera facile aussi de construire les droites, intersection deceUesur- 
face 2, avec le plan Q.' ll.est inutile, je pense, d’entrer dans plus' de détails sur 
.«« sujet (’)> ' ‘ 

• Je vais maintenant donner une démonstration directe du théorème que j'ai 
déduit par aaalûgie , savoir ; . 

Tcitue nuface kéHccade œiâque gauche ou développable 2 etl coupée par un plan Q 
patâont par le iommet U .et perpendiculairement ù (axe \ dp cône B sur lèggel e$l 
tracée théllce comqùe E éireeprice de la evaface 2, suivant des lignes droites. 

Imaginons le cône de révolution B et son axe X ; le plan Q' perpendiculaire 
à l'axe X et passant par le sommet a du cône B; traçons sur le côôè B rbciicc E ; 

. menons sur le cône B one suite de génératrices équidistantes entre elfes H , H', 

•H", H'" et coupant rhélice * en les peints 'x, se'ix", x*'..:^; construisons 

les plans T,' T'i V, f" respectivement tangents au cône B snrvant. chacune des 
génératrices H,' H', H", H'",' ces plans couperont' le plan Q suivant les droites 
Y, Y.',‘Y", Y"' qui seront respectivement perpendicülaires aux générâtrices H, 
H', . . V . . t 

Ijcs' angles HH, H'H , tr'-H'" seront- é^ajirâ èirftc’cux, cl je désigne cet angle 
P“f6‘. • , . ■ • . . • ' ■ 

Les angles YY', Y' Y", Y"Y’ seront iiussi o^ux entre eux,- cl je désigne cet 
angle par'y, , 

DévclOpppns le oône-B sur sotT plan jaogeM T,'alOrs-les gcjiérétriocs prendront 
les positions H, H,, il,. H,, et les angles UlTi ■ H, H,, H,H, seront cgaux-enire 
eéx età 8'. ■ ■ . . •= . - • 

tes droites Y, Y', Y', Y?' prendront l^.positKtnaVy Y,', Y;, Y,; et l’on éuralés 


rem&r()uera b4bs peibe <pe d«^QiTarh'c^; où nbus/atoiû ’nippOM le rtydn de U èphère S pluj 
petit que le re^on l*helice E , nôiu avons insisté sur U formç de Vmtersecljon du cèpe P' él de la 
suHâoc^s» perce que cette disctteboncoiiTebaitaiiin au eas où. le rayon ^ la spbèreS éteit plusjn'snd 
que le rayon de l^bélke E ; et au contraire, dans Tarfît/e où nbitf avons supposé le rayon de k sphère S 
pins fraxul qufrcetni de l*béUce £ « eufoe ooosaonunei occupée priocipaknteot dû oonibre des snrfoces 
panebes ^ui paascienl par celle bélioe E ; ci dre relMions de pQpCkn qui ézisUtent entré el^t 
qoe celle di|ewio& ccùiveiiatl auAd au .caa'où le rtypn dé jà sphère S était plue petit qua.'k rajE^u 
rhéliceE. . ' . . ' * • 
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liroiMs Y, et H,, Y, ei H„ Y, et H, perpeadicuhiireB entre elles, e« ie« itnffics. 

seront^ «gaüx entré eoxelà y. ' . “ 

L’hêlice E'ec, transformera en une droite L , et les pioi nts x', j:", viéndroiii 

prendre . sur L letpctsitionsxÿ x.t a;, ; 't ' 

Le pian T coupera la sphère S dont le centre est air point a sônnmet du o6nè K 
Mfisént dn ^nd cercle D. ' * .. . ’• ' ’ 

(^diverses génératrice G, G', G", G* de la snrfbce hélicoide connue gawhe 
ou developpablo 2, lesquelles passaient par les itoints'x,. x', x*,' x'* de l'hélicè E , 
prendront sur le dévetoppemènl les positions O, G,, G., G,v ces dernières droites 
liassent reapeelitement par les 4 >oint 9 x, ‘x,>^., le dreiteli, et seront .tan- 

‘ * e ■ ‘ 

pitHes ail. cercle D , et comme lès angles G(i , G O ^G G'" étaient égaux entre eux , 
les anglès GG,, G,G„ C;Gj seront ausài égàux^ enfre eux. .. • 

.En Ÿçrlu du th^réme (A}, les dreitea G ^ Y, Q, et Y, , G, cl Y,,. G, et Y, se 
côdpcron't.en. ks p^oinls ç,.x., a,, qu.i seront en ligne droite, je désigncjcette 

droite pari. - ' - ... 

,Gela.4Ki 
viendrOQt 
pkeer 

El en' effet : ‘ , . . . 

L’àngle Ç'enirid.us'graitd'ifne 6. Delors', l’angle y ne sera pas égal'à.fi'. . ■ ’ ^ 
Si ifonc sur k (k^éioupeinem oA |»end la: droite Y i>our origine des anglesy et 
6', etqùe l’on par iopQutt ô une suite 'de droit» Y/, Y"/Y,'* (hisant ^ire 
elles ^ englÇ!* égaun-à- y, et-que da point n ba porta MX Y,' lé longueur os,', ^ 
aiiiÂ ,k||Mjat' js:,^ur Yj“,la longueac ni. on aura, le point à", sur Y.l^.la Jongoeur 
n:. on Mra fa. poipt >'", et tous tes points -s^va > s'" -sêroilt en ligné droite en yeriH 
du Ibéoitèma (fi)i ' il ■est.donc dèmonVé le plan -Q coupe la surface -2 sui- 
Taqt une draite.l'. .. '■ ^ .... ... • • 

,On teouvera ke t^veraes daeites dkMae compose k teclion complète dii>'plan if 
et de la surface 2, en- exâmiuant là.-ipailière 'd’èlrudeé' nappes de cette snrfaw2 

par rapport au pkulO- ^ 

OeçupoiiBTtiana ihaiqtenan.1. de lakcojiislcuction de la tangente qp un point <k la 
dèsekppaute aptiériqtMiMUoqgèe ou rè^eonreie;- , a- . . ; 

.■•A . ' f* |t N ■ ‘ - . ■ 

' V-Deia amit^tiM-éè V^tm^tem.mpoiitt'de tadéffékfppantei^eTiqiteT- ''• 

Ikns k mémoire pùbüé ^is le 28* cahier du ioamal de ("École potyiecèMipae,' et 
qui a potfr titre i Coiuimctfon .de$ aentret'.de cœrhare des .^picÿelmdftipltmet et tphé- 
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ri</uei,.jai donné la oooaliucium de là tangonle en un. point de la (iéveioppante 
sphériqae, en co|Mjdérant colle courbe -comoio une épicycloide sphérique. On 
l^ui trouver upe autre construction de celte tangente , en dbnsidéranl la dévelo(i- 
|>antc sphéfiqpe coirinie ayant pour développée une hélice conique.' 

El en effet : ' •••v .• . 

Etant donnés la développapie sphérique ^ et le ct’uie II du révolution enveloppe 
dei plans normaux de cotte courbe , pour construire la tangente 9 au point m de 9, 
oncxécutera,Ic$cons(ructiop$'suiyajitest ' ~ ' 

. 1* On mènera par le point m une droite k tangente au oOnc,Ben un poihlp ^ 
on mènera ep.p leplan T au cène llj on fera j>asse.r p»r.la droite K'un pian à per- 
pebdiculaircau planTyccpian Âseralèplan osoulateur.epj>dci'béiiçeeaniqu^Ià, 
d^eloppée de la courbe 3, et ij sera langent tout lé-long de' K. .à la .sorrace htMf- 
coîdale ayant l'IidHcc E pour aréte^de rebremssement.; ■ 

‘i’ On mènera ên m un plan 0 pcrpçritHculairè à fa drpile'md, lifqaéilc uplt le 
IJoinfm et le pointu sômtncidu edde R'i'fcc plan 0 sera'kibgehtéfîmadaîpW 
8 sur laquelle la courbe 3 se t>ouve trac^. 

f-.’itucrsecüon dés plapâ^T et 0 ddimerb fa prnjgéheê';® ijÿié^déc ;' puisque fa 
•léveloppante sphérique '3 est l'intèrsection tlfes surla^ luïlîtoidîle . ’ét 
Sphériques. ' ^ s". . ' 


2r De lu towittuilioç dv. lu lungei^en un foiatdetn-iUvetop^tfmlé xf^ifnfur mlloHyèe 

a>i raccourcie. ' ' ■ . 

• . - r. -r -' ^ 

-Étant donnés la (ièyeioppftntK sphérique rallongée ou .raocourcio 3, et le., cène B 
enveloppe dès plans normaux de fa dévèlpppante spbiTique pnrlàUo 3 dpnl 3, est. la 
courbe rallongée ou r^courcio, pour constrtnreeo «n pîûot m de 3, la m8gânrç:6, 
on exécutera les c^pslraetions'suivaoie»;. . r " •••*'! 

3® Du point U sommet du oène ïl, avec un Myoji'nrbilraH<e ft ,'«n décnéanjne 
spliérc5 V par ,1e point m cl .nir autre point mT situé à distance tiaîe'‘'par rapport 
au pointu) donné e çes'é^ux poiolsruel m' appariMiànt è3acQtirl|ie3i');.onjnénèra 
deux droites Ji et K' tongéutea.aU'cOne.n ei'à'la' sphère S'. ''.’V ' ' 

On construira trois cônes U', B",- 'B'" aohcehtrJques.au tônp jiei eouppnt la 
droite -k en les ppiots m, N etp,'et la droHê-k'.en les 'peiotâ m,',.ii'.-et.p'..En déve- 
loppant ces cônes , on aura rinclimison dés héli<^ 'coniques E',.É'',*Æ'''', Jntar-. 
spciioos. de ces cônes avec la surface liérK:qïdale gauche 5 dont-K. et K' sont «faux 
genéranices, cor ces .courbes E', fiassent' reépéctivemènX par lés peints 

m et uj,';, U el«>p elp'., .. .. V e. ' é 

. J*«s trois iaqgei)tès i'\ t'," étant d’ôJeriijHtées j ort coubalua Tr)yperb(q^jlic.l, 
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à une nappe et tangent à la surface hélicoïdale 2, tout le Joug de K. On pourra donc 
construire le plan T tangent au point m à la suriace 2; : . ' 

- 2* On conslruira le plan 0 perpendiculaire à la droite am qui unit le point m 
de 3, au sorainet a du cùne B « ce plan sera tangent k la sphère S' dont le ceiHrc 
est en a et dont le rayon est om , et l'on sait que cette spliére S' contient la 
courbe 4,- ■ . ; 

Là tangente 9 demandée sera donc l'intersection des deux plans T et 0, puisque 
lu développante sphérique rallongée ou raccourcie d, est l'intersection des detix 
surfaces hélicoïdale 2 et sphérique S'. _ ■ , . • ' 

• ** * • • I . 

3" De la comtruclivn de. ta tangente en un poinl de la dévelappanle héVtea-tfhéPique 
rallongée ou,raccourciç. 

Étant donnée la développante hélico^hérique rallongée ou raccourcie 4' et lu 
surface hélicoidc conique développable sur laquelle cette courbe est tracée, et 
le- cône -B contenant l'iiélicu E, arête de rebroussement du la surface 2, pour 
cqpMruire en un point m de . 4'' la tangente 9 ,.il faudra exécuter les constructions 
suivantes : , ' ’ 

1’ Construire le plan T tangent en m à la siirlace dévelopjvable 2, ce plan sera 
Ic plan oscillateur de l’hélice E; . • . , • 

2' Construire le téne B' ayant son sommet au point a, sommet du cône B,. et 
pour directrice la courbe 4' donnée; . , 

3° Construire la sphère S. ayant son centiu au poinCa et un rayon d’une lon- 
gueur arbitraire; cette sphère S sera coupée par le cône B' suivant une dévelop- 
pante sphéri<|ue rallongée ou raccourcie 4, ; 

4* On^nslruira la tangente 9,‘à la courbeô^ pour le point ni, en loi|uel In géné- 
ratrice om du Cône B' perce la sphère S; 

5* Par fa tangente 9,. et le point a , on fera pesser'uii plan 0 qui sera lànge'iit au 
cône B" au poinl m. ' . •• - 

La tangente 9 demandée sera l’intersection dés deux plans^* ei-0, puisquc'la., 
courbe dounée 4'-ést l’intersection des deux s'urlhces héliccnde développable ^ et 
ceiiique B'. ' - • r 

En terminant ce chapitre, fésolvons le problème suivant * . 

PaoBLéMC : l'ar deux héliçee conique*., pxirt putter une tur/aet hélioAdale. -•* 
CnMicevons deux cônes B et B' de révolution et concentriques ; et ayant dés lots 
même axe X et même sommet e. . . , ' 

• Traçons sur ces deux cône# deux hélices , l'une E sur le cône B , et l'autre E' sur 
ie!cône B'. ' . - • . ' - . . " . 1- 
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Désignons par H la génératrice du cOne B qui coupe recUraguiaireinenl en- le 
point e l’bélic&E ,ei par H' la génératrice du cOne B' qui coupe aussi rectangulai- 
rèment en Ir |K>int e' l'hélico £'. ^ 

Les points e et e' seront dès lors les sommets respectifs des courbes £ et £'. 

Désignons par S le demi-angle au soinnietdu cône B,' et parc le demi-angle au 
S4>inmct dn -cène B', et supposons 5 <§*; _ r 

^ C«ela pose î ^ * * . • / • v- , ■ • . 

' L’hélice E étant placée sur la nappe inférieure du cOne B l'hélice E' pourra 
avoir deux .positions et être placée ou I’ sur la nappe infêrieuré du cOn'e B'^ 
ou 2° sur la nappe supérieure de co cène B'. ' . 

\Mous avons -donc deux- cas à examiner, ^ 

■ . •• <■ 

r . * • ' 

PaKMisa CAS. Les deux hélices K et E'^élant supposées tracées sur les nappes infé- 
rieures des cônes b et •• . . V 

, On pourra toujours unir les sominets e et e par une droite G et atûîsser du 
pointu, sommet commun des deux cOnes, une perpendiculaire sur G.ét eonpaiii 
cette droite éii un {«oint ÿ- • 

, Si du point a comme centre et avec ag comme rajoa, on décrit une sphère S, 
la surface engendrée par la droite G se mouvant sur les courbes E et Ë' et tangon- 
tiejlement à la sphère S engendrera une surface héÙcqlde conique gauche ou 
développable \ 

. Cette surface X sera gauche si la droilê G-, -qui uoit les points e etV\ n’est pas 
dirigée perfiendiculaireiuenl à l'axe X; celte surface -2 séra'au contraire dévelop- 
pàble si la drofle.G , quT unit les points <ret e', est dirigée perpendicuiairémeni à 
raieX. . ■ . « ; .. ■- • • 

Le sommet e' deThélicc E' peut être plus près ou plus éloigne du sommet a 
des. deux .cônes que le sommet e do l'hélioe E; la oonstruction que noüs venons 
d’exposer donne la solution du problème toutes les fois que les -points e etV seront 
situés d’un mèmetsôlé par rapport au point ÿ; mais .si ee-pointÿ est situé entre 
lus sommets e et <S.Ja construction pééeédenta ne.sera plus exacte, caronsÔ 
rappelle que dans ce cas l'hélicoïde gatfehe coupée p^r deux cônes conceniriqiMS 
B' et B" donne sur'cliacun d’eux deux courbes dont-lea sommets ne' sont pas 
situés sur Ja droitequi passe parie sommet de l’hélice directrice. 

Dans ce cas, il faudrait imaginer un côti» B,-ayant niënte sommet a et même 
axe X que les cônes donn^ R et B', et dont le' demi-angle au sommet S. serait plus 
petitque l’angle S. On ferait mouvoir une .droite G sur les. hélices E et £' et 
tangcniieliemenl au eône B,, la surface engei^rée 2, ne sera unc.héUcoïde gauche 
qu'autanl que les perpendiculaires abaissées du pointu sur deux génératrices G 
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cl «ferpni égales (et sf ces deux per|)endiculaires sont égales, toutes les ^’né- 
rnlrices G seront tangentes à une même sphère). * 

Il feudra donc construtfe deux génératrices 0 et G' et le'^ perpendiculaires à cea 
génératrices; si Ces perpendiculaires ne sont pas égales, on Tera varier le demi- 
angle 6. du cône B,; pour chaque valeur de 6, ,on construira deux nouvelles-géné-> 
rairiceset leurs perpendiculaires, jus«|u'i ée que l’on tomlic sur une valeur de-6,, 
telles que ces per|)endiculaires soient égales ; la solution ne pourra donc étn- 
donnée qu’au moyen d'une courbe d’erreur. ■ ' 

‘ üeuxiéiie cas. - Le* ’deuxhétkes E et h/ étant trouée* j l'nne tar la nappe rnférieun’ 
lia jrâiie h et f autre tur la nappe sttpérieuék du câne h' . ; ■ ' ^ 

La construction à employer sera encore oeilo que nous avons indiquée daii^. 
le premier cas,* celle où l’on est obligé d’avoir recours à une courbe d’<*rrenr.. 

Remarquons cejtendant que si , quelle que soit la position desbélices.E et E'sur 
les cônes B et B', qn veut savoir s'il est possible de faire pa^j- par les deux 
^courbes données une surface liélicoide tiéveloppable , la construction suivante 
résoudra toujours la question. ' : ' ' ' 

Du point a , •som'mct des cônes B et B' co;pmc centré, ci avec un rayon R assex 
grand , ba décrira une sphère S qui coupera : i* le cône Jt suivant deux cercles 
G et C. de rayons égaux et. que je désigne par p; ‘i<>'le cône B' suivant deux 
cércles'r/ et G' de rayons égaux eï l^ue je désigne par p'. • * 

Cettesphère Scoupera ; i‘ l’hélice E en deux points h et /i. situés 'tous les deux 
sor le cercle C oü'sur le ecrole G., et 2* l'hélicc E' en deux points b' et /ir, 'situés 
tous les deux pur le cercle G' ou sur lè-ceréle C'. ■ " ' 

On tracera sur la sphère S : 1*- les deux dévelôppantcs 8 et 8. ayant l’hélice K 
pour développée, la première J ayant son origine ou point'dc.rclirougsement en'// , 
et la seconde^è, ayant sun origine ou. point de n^broussemeut en h,; 2* le^ deux 
dévëlop|>antcs 8' ei 3,' ayant l’hélicé E' pour développée, la première J" ayant son 
origine -ou point de reliroûssement én A'j ot la seconde i" ayant son ur'tginc ou 
point de reltrous'soment en A,' ' . 

Cela posé : • . . - • • ' 

La courbe 8 bu .8^ , i» coupera- la eourbe_8’ on Sf en un iwînl x , ou 2" ne oou- 
l>era pas celle courl/e 8 ou f,. 

Si le point ar existe,' alors la siirfece héliooide'doveluppable existera; et oomme 
lesftuatre courbes' 3 et Ç’, 3' et '3.' ne peuvent s’entrecouper, si ellM se' coupent, 
qu en un seul point-, il o’exislera qu'une seule surface développable ; 

Si Hb ftoinl X est situé sur l'hélice E' et sc trouve être , dés lors, ou le point h! ou 
le |<omf A.’,- t'-liélice E sera l'èrête de M/rousserrtent dis la Aurfacc développablp 
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Le point x ciisiant, la surface développable pourra être faciieaietii construite, 
ear il suflira de mener par ce point x 1* une tangente 9 à l'iiélice E et touchant 
cette courbe en un point m; 2° une tangente 9' à l'bélice E' et touchant cette 
courbe en un point m. La droitè 'G passant par lea points nt et m‘ sera une généra- 
trice de la surface hélicoîde développable X. • . . ' . . 

Cela posé, la surface développable 2 pourra être engendrée de deux manières 
diiW'rcntes: ■’ ’ ‘ ‘ ' ' 

1* En abaissant du point n une perpendiculaire sur G, et coupant G au }>ôin( >/, 
et décrivant h sphère S' du point a comme centre él avec oy pour rayon , la' sur- 
face 1 sera engendrée par G se mouvant tangcntiellemènt à la sphère S'„en s'ap- 
j 4 pMjraiit sur les deux hélices données EefE'; 

. 2’ Ln menant par le pointa et la droite G un plan P,'eL par t’axe X un plan I', 

perpendiculaire à P et coupant P suivant la droite H , en faisant tourner cette 
droite H autour de X , on engendrera un cène de révolution U.j et 1a droite G ,'en 
se utouvant tangcnliellément'au cène B, et s'appuyant sur les deux hélices données 
■ E. et E', engendrera la même surface 2. • ■ ' • • 

V ' " ‘§ »'•. '■ ’ V 

^ ^ ■ * ' ■ - . ' * 
Propriété remarquable dont jouit l'Itélicc/idè gauche rectangulaire 

• . ■ (sur/ace de'/ilet de vis çarrée). ‘ . , 

1. Concevons la surface héliooïdo, engendrée f)ar une droite G se mouvant sur 
une hélice 9 tracée sur un cylindre de révohiüon et sur l’axe A de ce cylindre, et 
de |dus conjunt sans oesse sous l'angle droit cét axe A, •. >- 

Si, par l’axe A et p,ar un point m de la surface on fait passer un cylindre de révo- 
lution V • ce cylindre coupera la surface hélicoîde suivant une hélice y. 

Or, par une droite et un points op peut faire passer Une infinité de cylindres 
do révolution ; on ]ieut donc tracer sur la surface hélicoîde une infinité d’hélicas 
cylindriques se émisant toutes en un même point «le'cetle surface. - ' , 

il y a plus de vingt ans que celte propriété temarqualde m’est connue, et voici 
cunimenl je la démontrai : ' . . ' , . 

. Si l'oiv a deux cercles G et G' (fig,^i3) tels que le cercle C' ail pour diêmétre le 
rayon du cercle G; si |»r fc centre odu'cercle C on mène une suite de rayons uni,’ 
OTii', om", . divisant le cercle C en arcs égaux mm'ï±= m'>«"=m''ni"'=elc., 

CCS mêmes, rayons diviseront le cerclé -C' en ares aussi égaux ’ entre eux 
l'in'— n'n''=n">i"'ts=;clc. j 'e.t corohae l’angle mam' a' pour mesure dan* la cercle C 
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l'ai'c moi' et pour oAesure dans le eerçlc C' la. moitié de l'arc nu', et comme le 
rajon du cercle C' eat la moitié du rAyon du cercle € , il Vmisuil que l’arc iiuu' 
recliiié fera égal à-l'arc mn' rectilié. ' 

Cela pu«é ()Iÿ. 14 , ■ 

Chaque rayon prolongé pourra être conaidéré comme la projection borizonUric 
Gl, G'*, G"*,,.... de diverses génératrices droites G, G', G"..i>. 'de la surface. héli- 
Coide (en prenant le plan horizontal de projection |>erpendiulaire é l'axe .\ dti 
cy1iiidrcsurle(|uelsera tracé l’hélice directrice^, 

Kn considérant un point tn de la surface hôlieoïde, on.sait que le cylindre de 
révolution B, qui a pour -axe l'axe ^ et qui passe |>ar. le point m, coupe la surface 
hdrcoidc suivant une hélico que nous désignerons par i et sa projection a 
ne seraltutre que le cercle C, base du cylindre B. . ■ 

Si l'on trace un cercle C' sur le rayon iV‘m* do cercle C comme diamètre , et 
qu'on (e regarde comme La l>ase d'un cylindre de révolution B', cc cylindre B' 
|ia^ra par |'axe A ol par le point m, et les divers points m,, n', n",. n'", en les- 
quels ee cylindre B' sera percé-par les génératrices G, G', G"', fi'", apparliendroni 
à une courbo y, qui sera -l'intersec^on de ce cylindre B et de l’hélicoïde. 

Or, Si l'on prend les arcs etc., égaux entre eux sur lÿ cerclé 

les- arcs m*»'*, n.'*n"‘, etc., séronlé^ux entre euxsur le cercle C', et les arcs 

m‘*m.''',clc., étant égaux entrent. On établit que les droilenfiiG', fi", coupent 

l'axe A en des points^ é(|u'nlislants entre eu]t-, puisque la .courbe ) est une hé- 
lice cylindriquc;lacourl>e, y serg donc aussi une hélico, et du plus, comme un a;, 
arc mNn'‘=3 arc oa‘ doit ën conclure que les deux hélices ont même iiicli- 
uaisüii |Mr rapport à l'axe A^ cites ont donc au ^int m même tangente 6 . . . 

2. niais par le point o,.centrO' du cotçle t, et par le point-m, on peut 

fa'rre |> 08 ser une. infinité de cercles Ç", -fi"!,..... éh>nt,les rayonê vont en grandis- 
sant, et do'ni-les centrés sont situés sur la droite L.; passant'par le milieu o' du 
rayon oiu et menée perpendiculairement à ce rayon om. ... ' 

El les rayons om , ot», ont" du cercle .G étant prolpngés coupent ces cercles , 
savoiriO'- endespointsâ', à", o"'..,.C'''en.despoinls6', é['',2>'",etc., teisqae les arcs 
ma-, aV'r'u'n'''-..- sont égaux entre eux , et- aussi que lesarcs.tufi', 6^", 
égaux eutre eux; et de même pour lés arcs interceptés sqr tous les autres cercles 
G", C, etc., passant pér les points -O et m. - 

On doit donc conclure que si l'on considère ces diyçrs'cercles C',.(i",;G''', C’’,..»,-. 
comme les bases cespectives de cylindres de révoKuiun' B', B", B"', B”, etc., tous 
ces cylindres aidporont la surface hélicuïde suivànl.des héKçcs y, •/, y quj >e- 
l'i-oiseront toutes* au point m. • ^ 

Cliatpie hélice y, yi,‘y^,.ailra cn-m une tangente 0, 9', ÿ',...,, et ii çs( évident 
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i|iié toates ces tangenles serotrt dans le^ilan langent T raené au point ni nia sur- 
fac« liélicoïde.' ^ 

I.a Jangenie S , qui appriient à l’hélice 7 tracée sur le cylindre ayant pour 
hase le cercle C'^lracé sur le rayon om du cercle G comme diamètre, sera iar ligne 
dé plus grande pente du planTjétla génératrice droite G, qui représentera l'bé- 
lice tracée Snr le cylindre ayant |>our base un cercle de rayon infini , cei’cle qiii 
ne sera autre que le rayon om prolongé indéfiniment, sera l’horizontale de ce 
plan T. • . .. • • • 

3. Toutes les -hélices y, /, -/’■ jouissent d’une propriété remarquable ; clics 

touchent respectivement les diverses hélices i,i, ÿ' données sur. la surface héli- 
coîde par une suite de'cylindres de révolution concentriques/ en des points qui 
sont tous situés sur un. même plan Vertical , ou, en d’autres termes, péralléleà 
l’axe A. . . ■ 

Et en effet (yîÿ. 18): > • ,• ■ . 

'Si l'on coupe id suriàcc hélicoide par une suite de cylindres ooaoen>trH|ués a.vant 

pour bases les cerclés C, C,,C.;ctc.) Onobtiént deshélicescylindriques 2 , a„V„ 

Si l'on coüp<‘ la surface héllcqïde par une suite de cylindres de révolution- pas- 
sant pdr l'axe A cl le point’m.dek' surface, ét ayant pour bases les cercles Ç', C", 
on obtient les hélices cylindriques y,--/, yV"'"! ' ' ' ' 

Tous les cercles CVC", C'"' ont leurs centres o, o"yo"' Situés sur la droite' L 
inCiréé pcrpendièuloircment au rayon om et en son niilieu/à èliéquecerclc G" cor- 
respondra' un cercle C, qui lui sera tangenl en un point m. situé' sur une droite M 
menée lari’genl'ielleincrtt au point m au cercle C nu au 'cercle C'. 

bes deux cylindres ayant pour ba$es respectives les cercles C" et ’C. seront donc 
en contact par. une génératrice .droite et vertioalc passant par le point m,. 

-om, sera- la projection horizontale d’uiie gén'ératricc droite .de la surface héli-< 
coule. ■ ' .■■■ ' . . ' 

■.«.point m, sera la-projecliôn horizontale d’on point de la surface hèlicoidc. . 
Les deux hèKccs , y" située sur lc,cylin(lre.C" cl a, située sur -lé cylindre G. , 
auront donc pour pojnt'commun le point qui a m.-po'urprqjeciion, et il estévi- 
dent qti'en ce point elles auroni môme;iangenle. ' • . : • . . 

• Tous -les points tels- que m, étant sur une droite M , tous les points dont le.s 
divers points m, seront les projections seront situés sur un plan, vertical ayant la 
droite M.|)dnr trace horizontale. Donc, etc. . 

4. -Lé plan vertical M coupe là surfacc-hclicoïde suivant une courbé asséz renwr- 
qtiable , puisque cette courbe a 'deux asymptotes parallèles et horizontales, et 
qu’en son [wini milieu cette-coiirb'e a un point d’inflexion dou 6 /e, ou', end’autres 
termes, un point d’inflexion ymur lequel le rayon de courbure est infini. 
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Ed effet (jSj. n ): -'y-.;-; . -i • . ' ■ 

-Concevons l'tiéliee'd tracée sur un cylindre vertical ayant pour axe la droite A. 
et pour base le centre C. . . ' 

Concevons la surface liclicoîdc engendrée pour une droite (i se niouvaut iiorr- 
zontalement en s'appuyant 8 u^ A et. ' 

Menons un pla'n M tangent au cylindre C et parallèle au plan vertical de pro- 
jection LT (la droite LT étant la ligne de terre). • 

I.» génératrice de contact du cylindre et du plan langent .M sera coupée au 
|K>ini Ml par l’hélice En ce point, l'hélice aura pour tangente une droite 9 dont 
la projection 9’ fera avec A’ un angle égal à celui sous lequel riiclioc é coupe les 
généialrices du cylindre C.' ' ‘ 

Celaposé: ' -s ' . - . 

l.e plan M coupera rhélicoïde suivant une courbe cp, dont on pourra facileme 
déierniiner.les divers points. . ' 

Ors étant' dans un plan parallèle au plan vertical , ç^'ecra identique à la 


«oui-beo. • .. . 

La üourbe 9 aura deux points situés à I inlini, ce seront ceux pour lesquels la 
génératrice de l'hélicoïde sera parallèle au plan M. Or^ il est évident que les deux 
positions de ces génératrices seront G -et G,, tôulœ deux équidistantes du plan 
liorixontal passant par lepoint m et parallèles an plan vertical de projection LT. 
^ Si en chacun de ces points on-voulait constmiM la tangente, il faudrait con- 
struire le plan tangent à l'hélicrnde-en chacun do cos points,«t l'intersection du 
plan M et de chacun décès pians tangents donnerait l’asymptote demandée.- 
Or,. on sait que, pour le point situé à l’infiiti aûr uno génératrice. droite de 
riuéliooide, ,1e plan tangent est porpendicuiaire à.^raxe A. pès lors les deux 
asymptotes de la coaEbe’ y’serônt'G' et G,'. • 

. ,Ei cummo évidemm^cni tout est symétrique et iuversenient- par rapport au 
poinj /»', on voit que la conrbe y' aura en un point d'inQexiôn. 

'Et, comme on; sait que le paraboloîde éngéiidré par une droite Se. mouvant 
horizontalernont, en s’appuyant sur l'ave A et la tangente '9 de l’Iiélica 9, n'a pas 
seulement Un cuntâèt du premier ordre, mais encore-un Contact dudeuxièroo ordre 
aveo riiéltcoïde tout le long do la génératrice drôite-de «»ntact (*), onen cmnclut, 
qu’au point m , la courbe y a pour tangente le droilc9, ou-, -en d'autres termes, même 
tangente qne rhéiioe 3; et qu’au iioint m" la courbe a umconiaet do deuxii'üne 


(') yo\fn c«qt^y'*i dit toorhaal le (Mrcbuloïde œculrttnr > <t*»* tv Bullelia ijr U Société 

|ibilooieti(pie(Menc« du*3? juia, sonde iSMl. ' _ . ' -.r . • j ' '» 


— 50 — 


(»rdrc avec 6’ el 5’, cl par conséquent un rayon de courbure inBni eù ce point m’. 
Et il est facile reconnaître que les diverses Itélices y, y, y",....* <b)nl on a parlé 
• ci-dessus, art. 3, couperont le plan M en des points qui ne seront autres que eeii\ 
Je la courlie 1 ^. : • 


.. CHAniRE ir. 


Dans ce chapitre, nous allons «hercher et démontrer,' eiS' nous si^yâiK des 
méthodes delà géométrie descriptive, les diverses propriétés dont jouissent les 
/roh »pirû(e$ * ' ’ : ‘ . ' ' ’ 

i‘ SpiraU logarithmijae ; 

•2° -Strate hypérèôli^ue; ■ ' 

3’ Spirale â’ Archimède {*). ' ■ > 

’ 1* DS LA sefflALC toéABiTRHidue. ' - 

l,es géoaiéièes ont donné (e nom de spirale iQgàrUbmtque à la eâuriie qui a 
|)ouréqùêti 4 fn :()=tf';(fidé8ignant-le rayon vectéiir etj»|’.^le qu’un rayon vecteur, 
Ihit avec un iwte lise r..*,’- ... 

Au moyen de l’tntol^e, ils ont déiùooire les prificipaIeS.i^rt<^ géométriques 
de, celteéourbef parmi lesquélh». la plus corieuaoéet coHçâe’ couper '^us un an- 

gfc’consUnt ics rayons vecteurs, •• -,i 

Au moyen dé faanlÿse, on a trouvé r^àtion de,^t$bg)^e<.on a d^uitunc 
cotistructioo géométr'^ue de ]â tangente en ùn.point de |a courbe ; ^ a calculé 
le rayon.de courbure, on * donné l’^ualion.de b développée, et nn a recotntu 
que't^lte ttetvdoppée.éteU unesptcBle. logarKbmique tdenUque ét' U spiirate déve- 
loppante, inaîs quela développée éjtait plapto en une au(^ positibn-qunlâ.courbe 
déveit^panle, kdcrotappé» n’éUptautrécluM que h dévei^ipmte supposée avoir 
lournéd’-uji-cert8inangte-a«dourll«.'f*Ô8‘®?- i -, - • * c .' 

' le me propose de tecoâaallGe et de.dénmairer .Wtltesrlssptopriéljfe.gnQaiétri^- 
ipi^ dont jouis la'sptmlo lOgarillmiique en . m om, servant que. des m^bndes de 
\»^ëométrie de*cr^püve_. ' ' 

.(q i'V 'raü)^, de i» ■SoçKtt'pWlooiatiqné'de FaUi:,. te rtarae, d* mes rwdacMiM 

sur4« iroîAfl^irkle*. féiièahcM-âe» 17 novembre lî'jlirtiêr ftw. ' 
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.. • • i 1 ". .r- 

La pretaièro chose à reconnaître csl coFIc-ci : ‘ ' ‘ 

Exiile-i-il une' courbe pohirr, qui coupe sont un angle comtaut chacun de ses rmjons 
redeurt 

le désigne par a la courbe <]ui doit satisfaire à la propriété-énoucco'' il est évi> 
dent -que si j'enroulè le plan sur lequel la courbe a est tracée, sur. un edne B dé 
révolutioiiv en plaçant l’origine ou pâleo de la courl)c’n au somriiet » du côno*B , 
la courbe a se transformera en une courbe a double courbure A, laquelle jouira de 
la propriété de couper sous un angle conslant chacune des génératrices G du odne 
B; et, de plus, il est évident que l'angle sous lequel la courbe A coupera cliaquc 
gùnèratricc' G’ sera le même que l'angle sous lequel la courbe a coupe chacun de 
ses rayons* vecteurs.’ • . • 

Cela posé : * ■' - ‘ . 

Si i'on prajeltè ta courbe A* sur un plan I* perpendiculaire à l'axe Y du cône B; on 
aura une courbe A^ gui coupera tous un angli'comfatH chacun det rayon* du cercle O, 
tuivanl lequel le cône B etl coupé par Id plan I'. ' ’ 

Et en 6|Rît r * 

si l'on considère le point m , en leqnel la courbe A coupe une génératrice G du 
edne de révolutTèn B, la tangente 9 en m à la courbe A sera située dans le plan T 
langent edno- B to^ le long de la droite G.- Si par le point m on jnéne une 
droile'Z paralléleil TaieY du cdne B, on aura trois droitee‘G, Zèt 9, se croisant 
au point m. •' . _/ 

Pour un'autre point m'de la courbe A, on aura de même troisdroitesbomo- 
loguei G', Z' et 9', se croisant au point m'X. > 

Or, t* les droites Z''et G' feront entre elles un angle égal à 'celui que les.droites 
Z et G font entre elles, puisque le cône B est de révolution ; • • • • • ' « 

• « ' C • • • ^ 'Y 

2*lLes droitcsG'et 9' fontentre elles, |>arhypothé 80 , le même angle que font 
entre ell<» Içs droites Ç'^èt’ftt • _ . 

3* les droites Z'. et 9' feront entre- elles Iç même angle que font entre elles' les 
droites Z ct'9, parce que-v 9*la droite Z fait avec le plan tangent T on angle égal à 
celui que la droite Té fait avec, le plan tangent TV l« céme B étant de révolution; 
parceVpie, S'-la droite lé se j^jette sur le' plan 1" suivant la droite O', tout comme 
la droite Z se projette sur le plan T suivant ht droite G , le cdne B étant de révolu- 
tion^ et parce que, 3* la droite 9' menée par le point m'dans le plan T' est sup- 
|K>sée (aire avec le droite G' située dans ce mlùne plan T' un angle ^1 à-aeiui que 

8 
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la droite 9 , menée par le point m dans le plan T, fait arec la droite G située (lans 
ce même plan T ; • : . 

4* Le plan V, déterminé par les droites Z et 9 , fera avec G un angle égal à celui 
que k plan V', déterminé>par les droites Z' et 9', fait avec G'. _ 

Dès lors : . ^ • 

I. La courbe A ne sera autre'qu'une hélice tracée sur lexylindre H qui la pro- 
jette suivant la courbe A* sur le plan P, puisque les tangentes 9 à cette courbe A' 
font un angle constant avec les génératrices Z de ce cylindre H .. 

y. Les droites'Gi G', G'', génératrices du cône B faisant avec le plan P un aiigle 
constant, et de plus chacune de ces génératrices G, G', G", faisant un angk con- 
stant avec les plans verticaux V, V', V", les projections sur lu plan P de ces droites 
G, G', G" feront des angles égaux avec les traces, sur k plan P,, destlivérs.plans 
verticaux V, V',V", , , ' 

Ainsi, deeequiptécéde on peut conolurequesila spirale logarithnaique plane ù 
existe, on peut construire unecourbeé double courbure A coupant les génératrices 
4’ un cône, de révolution sous un angk constant, et que de plus ta projection-de 
la. courbe A sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône sera une nouvelle, spirale 
logarilhmiquo plane A*. • 

Si nous démontrons l'existence delà courbe A, nous aurons démontré l’existence 
de la courbe fl. ... ; •„• . 

Or, 1*' la courbe A étant une hélice sur k cylindre H, et des lôrs' toutes ses 
tangentes 9, 9', 9'', faisant des angles égaux avec l'axe Y du cône U et aussi avec 
le plan P, on doit en conclure que si l'on roéno par le sommet s du oôn» B un plan 
Q perpendiculaire à l’axe Y de ce cône , les deux plans P et Q étant paralkles 
intercepteront sur chaque tangente 9, 9', 9",>-.. des longueurs égales entre elles; 

'i? La courbe A étant une hélice, toutes ses tangentcs'formeront une surface dé- 
veloppable i, et le plan tangent K mené à celte surface X suivant une géhératrioc 9 
sera le plan esculateur deffacltce À pour le point m par lequel passe la t^mgente 9 , 
et dès lors k plan Kscra, ainsi qu'on lè sait, perpendiculaire au plan .V tangent 
nu cylindre H suivant la droite Z passant pa'rk môme 'point mj , 

3", Le- plan T, tangent au c;ône. B suivant G, fait avec k plan V tângçiit au 
cylindre U suivant Z un angle qui est constant,. quel qite soit k point m que l'on 
considère sur la courbe A; . ’ , _ . 

v 4* Le plan K. fait avec le plan V un àn'gk qui est loûjoiirs droit , et aveo.lé plan 
T un angle qui est évidemment constant, puisque les droites G et£ font an angk 
qui est supposé «onatanl. ■ ' ■ 

II. siifflra donc'de iToir s'ilost, en effet, possible de réaliser ces diverses condi- 
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lions, en*tmprimaAl an plan K un certain mouvement dans, l'espace , pour avoir 
démontré l'eiistence de la courbe A. 

Ur, ayant ronsiruit un plan T langent au cdnc do révolution B suivant la géné- 
ratrice G, désignons par H' sa trace sur le plan P perpendiculaire à l'axe Y du 
cène B, et prenons ce plan P pour plan horizontal. 

« .‘Traçons dans le plan T une droite 9 (Kissant par le sommet s du cône B et fai- 
sant avec U' un angledonné a et coupant H' en un point p. Faisons passer par la 
droite 4 deux plans , l'un Y per|)cndiculaire au plan P et l'autr*' K perpendioulain* 
au plan V. ' 

Cela fait : ^ - • • 

Tendons un fi| F le long de 5 et fixons l'une de ses exîréinités au |>oint p du 
jdnn T, et l'autre extréwiléiau sommet «du cône B. •. < 

Faisons mowoir le plan T de manière 1* à ce qu’il glisse tangcniiellentent au 
'cône B, sa trace H’ se mouvant dans lu plan P (bngentielléraent au cercle C, base 
du cône B sur le plan horizontal P 4 et 2” à ce que le lil F s’enroulant sur le cène 
B, à partir du sommet s, reste, eh sa partie non enroulée, tendu sur la droite 6. 

Pendant ce mouvement; le plan T entraînera les deux plans V et K, le plan 

V engendrera une surfaco-.dévcloppablc II , et le plan k une surface dévelop- 

|>able ^ ■ 

La surface II sera cylindrique, parce que le plan V reste pondant le mouve- 
ment toujours parallèle à l'axe Y du cône B,iou, en'd’autres termes, toujours per- 
liendicülaire au plan V. ‘. - - . . 

Chacun des points en lesquels le fil F passe de la direction droite 9 à la courbe 
tracée sur le cône B formera une courbe qui sera é la fois sur le cône B et .sur 
le'cylindrc H. r . . • . 

Pendant le mouvement du plan T, la droite 9 changera de place dans l'espace, 
.mais en faisant constamment, le même aiqfle «avec les diverses positions de la 
trace II' ^du plan- T, et de phisla longueur do 9 comprise entre le plan P et le plan 

V mené par le sommet t du cône B parallèlement. au plan P, restera coustante. 
ha droite 9 pourra donc être considérée' comme pliée librement sur le cylindre il, 
la courbe A seha donc une Mke tracée sur le cylindre U, et 9, en ses diverses 
IwsitiôBS, sera tangente à celte ‘h^lke A, et dès tors le plan K , en ses diverses 
positions, sera osculateurA celte hélicé A. ^ 

On voit donc par ce qui précède que l’on peut en effet tracer mécàhiqucmeui 
sur le cône. B une courbe A coupant les génératrices de ce cône sous un angle 
constant, et que cette courbe A passe par le sommet t du cône. . ■>' 

■ On voit aussi que l'angle sons lequel la courbe A coupe les génératrices G du 
cône B est toco'raplëmcni de l'angle a, sous lequel la droite 9 coupe la irsceH’ du 
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plan mobile T'j que dés lors on peut construire, une infinilé-de courbes leUes 
qucA, en disant varier l'angle a dq)uis l'angle droit jusqu'à l’angle nui. 

' Lorsque â sera droit, la droite 9>et la courbe A ne seront autres l'une et l'autre 
qu’une génératrice G du cône B. " ' 

, Lorsque a sera nul, la droite 9 sera parallèle à H' et la courbe A . ne sera ^utre 
qu'un cercle tracé sur le cône de révolution B; et en ellet, toutes les sections 
circulaires du cône B coupent mus l'angle droit les génératrices de ce.oône. 

Ayant démontré l'existence de la spirale logarithmique conique A^ et par mite 
l'exislenec de la spirale logarithmique plane a, et ayant de plus donné un proerdé 
méewrique au moyen duquel qn pourra tracer la courbe Asur un cône de révolution 
,B, passons'à l’examen'des propriétés géométriques dont jouissoht , en vertu de 
' hnir ipode de génération, le$ tpiralêt logaritbmiqitet^plaftetçt conique*. ' J . 

.. ! ■’ ■■ ■ j’ ■- • • . . , 

■ •' ... 5 M- V ' ■ • ■ ■ , 


I.*- Le püttiQ paisant par 'le ionuhel 'du cdne B et perpendtc»l(nre à l'axe Y rfe ce 
cône, eoupe Itrsurfiuv dévekfipable 2, qui a pour arête- de rtlireuêtemeni la spirale Id- 
gariümtique eûmgue A, suivant une courbe qui ett idtmUque àla fpircfte.legarithtnitfrO! 
plané A*, projection de la courbe é igtlble courbure S.' sur On plah i* pdrallelr au 
plan tj. . ■ . . ' ' • ■ 

Soit A (/ig. tS ), la courbe à double courbure tracée sur le'çénb B, ayant so.n 
sommet enteipou'r base sur Ip plan<horisontal P lecercleC: ' 

Concevons lesgénératrioqsG, G'j.-.tdu Cône B passant par les points m> 

de la spirale logarithmique conique A. ; . 

Concovops lés plans tangents au cône B suivant lés.dcoiies G,- G',.-i... 

ces pians couperont le plan P suivant les droites H’, H",'..;, tangentes au cercle G. 
aut pointsr, r',.... et le plan Q suivantlesdroitesR, R'y...; passant per le sommet..t 
dncôneet parallèles aux traces H’'..... • • - 

Les tangetttesé, 9v é la courbe A pour les points -m, m', couperont lès'droités 
R, R', aux points q, q','qui détermioeront'vine oourbë d, quisera. la section' laite 
dans la surlace développable 2 par le plan t}-. ‘ ■ 

I;a courbe A se projette sur.le plan P siiiŸ'ant'Ia-eoûrbe A* et les droites'9, 9f, 
se projettent sur ce plan T su'tvant les droites 6*, et comme 9, 9', sont tan- 
gentes à A, les droites 9‘, 9", seront tangentes à A\ 

Cela posé, démontrons 'que les courbes 3 et A* sont des' courbes idènliques.;- 
[wur cela, il suffira de démontrer que la projection 3* de 3 sur le plan P est iden- 
tique ù la courbe A‘. -•t'' 
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Et, pour domonlrer t identité, il gnflit de prouver que la courbe 3^ coupe se« 
royona vecteurs sous un angle égal à celui sous lequel la courbe A* coupe scs 
rayons vecteurs t*m\ * . “ • •. * ‘ * 

Or, reraarquoDs que l'on a': 

Les trois droites H', R, 1 * 9 *, parallèles entre elles , donc «* 9 * est perpendicu- 
laire sur . ■ 


•9? passe par les trois points p, m*, 9 *, puisque 0* est la projectio'n delà droite î . • 
qui passe par les points p, tn, '* 9 . : »■ 

' ' Le' triangle mV/ est donc droit en son sommet V.' ' ' 

* .Et comme la ooiirbe A est une hélice sur le cylindre vertical il qui a pour sec- 
tion droite A\'il-a’ensûit que te plan langent- K mené à la snriàce ^ suivant la 
génératrice 9 coupera je plan O suivant une droite t tangente à la courbe Aait 
|K)int 9 . ■ , ' " - 

Et celle tangente I so' projettera sur le plan P suivant t* langénte a '3* au 
|K)inl 9 * 1 ." ' • ■ ’ , ‘ • • . t ■ 


Or : d est pofpeiklieabSre parce que' le plan oscuiateur K è l’hélice' A est 
perpendiculaire au plairtangenl V au cylindre H , et que ce pKtn V a pour trace 
sur le piàn P' la droites*. ’ ’ ' , ' • • 

^r coDScquent,! la courbe A* cou péra son 'rayon 'vecUsur s*m‘,sous^Tangle 
et la courbe ^ coupera son rayon vecteur «* 9 * sons un angle complémen- 
taire dé ■ i v ! -• I 

.El comme le triangle! rtfm' csl rectangle én son sommet**, on.dolt conclure 
que les deiix courte coupent leurs rayons vecteurs «ous le même angle ; les deux- 
courbes 3* et A* sont donc ^eux spirales süperposables , en d'autres lermetr deux 
spirales identiques. \ . . • • . . 


li..L<i développée d'iine tpïèate logtaeiihmit^ plàne.'ett 'une tpiraie loyarithmique 
identique à breourbe depnée et les deux courbes ont. même pdie. 

Noiis savons que la courbe 3 ^^(yi 9 . (Sl^. est One spirale logariUimlque plane j 
puisqu’elle coupe sousundn^ constant ses rayons vecteirt-s 1 * 9 *, 

La courbe A* est la développée 'de la courbe 3*, car la droite 9*'é8t tangente en 
m* i la courbe et que cette même dtoHç 9* est normale en p* à 3*.' . 

AinBÎ,.la dételoppée d'une spiralelogaritbm^ue est pne spirale logarithmique 
identique étayant même origine' ou méme.pèle **. Kl la fig. 18 indique sullisani- 
raeat la construction à exécuter pour trou vér .fes points m* de la développée A* 
lorsqu'on aura les divers points 9 * et les diverses 'normale 9*. de la spirale 
donnée 3*.- • ' . .. 
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.111. Des propriétés do»t jouUsmt les diverses déBelàppantes d’nue spiraUlogarithmiqtte 
pime. ^ 

Lorsque (/ÿ. 18) l’on coupe la surCace 2, lieu des tangentes 9 à une spirale 
logaritlimique conique A , par un plan X perpendiculaire à -l'axe Y du cdne 'de 
révolution B sur lequel se trouve tracée la courbe A , on obtient une courbe <p qui 
est la dévelopjwnte de la courbe A* section droite du cylindre H’ sur lequel la 
courbe A est, une 

En faisant varier la position du plan sécant X, et le dirigeant toujours perpen- 
diculairement à Taxe Y,onobtient une, suile_de oourbés <f, ®', 9", situées dans des 
plans parallèles X, X', X", et ces courbes sont diflërenies'les unes des autres, ne 
sont point, en un mot, superposables, parce que les diverses développâtes d'un 
cercle sont seules des courbes identiques, v • . / ' ; ■ • . • 

■ Cela posé ; _ . 

Supposons (/p.- Ib) que l'on donne une spirale logarithmique plane A‘ ayant 
son origine ou -pO te au'pointi*, ’ ' . ' ' ' 

SiJ'on enroule un lil sur. la courbe A* depuis le point 0 jusqu'au pdle **, cn 
déroûlant ce 61 ons aura 4a courbe 3* qui sera une développante de A* et la seule 
qui soit upc S|nrnle logarithmique et une spirale identique à la couVbe A‘, ainsi 
que nous l'avons vu ci-deSsus. ' .. ' 

’ Uais si l’on enroule le (il sur la cou ibé A‘ depuis le point a* josqu’anpoint o, 
et que l'on déroule ce (il, le point o décrira la courbe -/ qui aura un point de 
rebroussement en 0 , parce que l’on pourrait cnrobler le 61 suc l’arc om,‘ de la 
courbé A‘ cl dérouler co 61 de manière é ce que le point 0 décrivit la seconde 
brajichb y, de la développante complète yy,, ' V ’ . 

Cela posé; ' ' . • ■ ^ ^ 

Si du pôle comme centre, et avec u b rayon vecteur »*o comme rayon, ori 
décrit le cercle C; si on piéne un rayon vecteur arbitraire **m* de la spirale loga- 
rithmique pUne A‘, ce rayon 'vecteur coupera le cercle C en un point r; si on 
construit au point -m* la tangcme ^ h la spirale A‘,.ét au point r la tangente IT au 
cercle C, je dis que ceé dmn tangentes se couperont en un point x situé sur la 
développante y ayant lé point 0 pour point de rebrousséniehl. • ' ' 

'El en effet: ' ’ . ‘ . 

On jwurra ‘toujours considérer le cercle C comme là- lisse d'on cène de révo- 
lution B apiit son sommel en an point » arbitrairement pheé sUY Taxé Y, -et le 
cylindre vertical H . qui aura pour sepCion droite la spirale A* coupera le cône B 
sttivÜlif une courbe A qui-) en vertu de ce que nous savons , sera une spirale loga- 
rithmique conique. Dès lors', le point misera la projection du point m de la courbe A 

cl‘5‘seia la projection de la tangente 9 en Al à la courbe A. 
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l><! plan oficulaieur K pour le point m de la courbe A peatera par la droite 6, 
et aur'a-pour trace aur le plan du cercle C la droite H* tangente en a; à la déveiop- 
pânieV, le point X étant celui en lequel la droite 9 perce le plan horizontal qui li’eai 
autre que le plan du cercle C. ^ .‘y '• 

Le plan tangent T au cène B pour le point m contiendra la génératrice G de ce 
(;ène passant par ce point m. et de plus oontiendra la tangente 9 en mi lacourl>e A ; 
l>ar codsét^ent , la trace H' (sur le plan horizontal) de ce plan T passera parde ' 
point xel le pointe, qui sont les traces horizontales 'des droites 9 et G; et comnir 
le plan T est tangent au cène B, sa trace horizontale' H' devra -être tangente au 
cercle C'.trace horizontale du cène B; donc, etc. 

D’après ce qui précède, on voit de suite que si de chaque point x dé ht tx>iirbe-; 
ua) mène la tangente H' au cercle .C, chacune de ces tangentes H' sera coupée 
sous un :angle constant par la courbe y, • ' 

Et on effet:. • .. '• ' 

‘ Dans le triangle m*xr, 1* l'angle xtirr est constant , puisque la spirale A* ouupe 
sous un angle constant scs rayons vecteurs; -2* Fangle mrx ést droit, donc 
l’angle m*xr sera constant. ‘ .... 

Et comme l'angle est d’roily il fe'nsuit que d'angle rxH* sera copstdnt: 
ce qu’il fallait démontrer. .. ' . •> 

• Ainsi , l'on peut énoncer -lé théorème suivant: . ■' 

^ ’S' *►. ••* , • *. 

Otaquc déveiappaale d'Imo pirate logemilfumque plane coupe soUs uu'anglt: contumt 
let tangente* menét* dechactm de tes points au cercle ayant pvtrcentrele pdlede laspiralt, 
.et pour rayon le rayon .vectenr/de la spirale correspondant au point de rebroussement de 
ta développante. . 

L’angle est le même pour toutes le*' dévetoppanles de ta même spirttle logariJwdgue , et 
il est égal ù l'an^ sous lequelM spirak coupe te* raytms veelet&*_. 

Ét-l’oR voit-dc suite que la courbe ^ n’eat qp’une développante particulière, 
celte pour lequel 4e. point de rebroussement est précisément le pèle de la' spirale 
A*; et pour celte courbe 9*, le cercle C 'a un rayon nul. 

De aorle'que les tangentes H’-au oercle£ jouent, par rapport à la développante y, 
le ra^c rèleque les rayons. vecteurs Vqé jouéfit par rapport à la déveln{>pai)te 9*. 

bes considérations précédentes nous permettent de résondre le problème 
suivant'.. ... ’ ' , . 

. ...V • .■^- 

ly . Hectification d'un arc de spirale logarithmique pltine .y ' * ' 

Etant donnée:! fig. 19}ame spirale logarithmique i’’ coupant ses rayons vecteurs 
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soos'un angle connu on peut faeHewent 'reblifiec un^ai*c em^de éeUe.courbp. 
.. Pour cela : i" on (raocm le wrcte C passant par l’une dot extràuités e dé l’nrc 
à>re<Ailier, ce cercle ayant pour oentré l'origine ou pâte de la eouiiw spirale 
donnée: ■ • , ' 

2‘ On construira au point m‘ la tangente '6- à la.'courbe; ■' , • 

A* On construira aupoint r, en lequel le oercle C es^ coupé per le rayon vecteur 
’/m* prolongé, lâ tangente H’ à cé. cercle 'C. • . > 

.. droites 6* et H' se couperont en un point x et xm* sera la. longueur de l'arc 
«ni‘ rectifié. ' . , . . 

r • . • . l . ; ■ 

; y. ûmHrUctmu fie la tafi^enteen im point d’une tfnmie toÿvritkmkfpe planer lotvpu 
l’«» ignore $oa» quel angle la am^ eet^tee rayon* vecteafe. • . • i 

Étant données {fig. 19) la' courbe él son erigipè eu pdlee*, on demandé la 
tangente aupoint m*. ' 

1* On décrira le'cercle C passant par un potiu o arbitrairement situé sur la 
courbe donnée, le centre.de çe cprcle étant le pôle op. origine de A‘ ; 

2* On mènera le ràyon\ecteurs*m* coupant le cerde C au point r; 

'3* On construira au pojnt r |a tangente H' au cercle C ^ ^ 

4 * On prèndra une droite D' égalé 'en longueur à l’arc om* de la eourbe 
donnée. ' • . ’ . ^ 

Cette droite D sera construite par tàtonuement-, nn- prenant- ides cordes.lrés* 
petites et düTéfanttéès-peu des petits arcs qu'elles so'utendent.. 

.V. Du ppin'tm* comme centre, et avec- D pour rayon, on décrira uD cerclé qui 
coupera H’ en un point X.- • ■ . •. 

Joignant les points X et mV on aura la tangente demandée. ~ 

VI. Ëtanl donnée, -«ne tpiralè logariikmitfie plane, em ipain ie* rmjont vrètépr* eau* 
un angle connu, construire ‘la développée de celte courbe, ou, en d'autres leriné.s,- 
construire pour un point dç la spirale son rayon de courbure, -J ■ * 

I Soit donnée (yiÿ.' 18) la spirale logai-ilbmiqne plane 3*. En un point </*. de celle 
oôurbc'i on mènera la normale (cëtle normale est facile ù coiislruire, puis(|u’elle 
doit .faire avec le rayon vecteur // un angle complémentaire de celui sous le- 
quel la courbe coupe ses rayons vecteurs).- - ■ 

Dp pèle ou origine comme centre et avec un rayon arbitraire, on iraccra, U- 
cercle e. • , . . 

On mènera le rayon tV perpendiculaire sur le rayon vecteur/^, elles déoiles 
■ sV et 9* se couperont en un point ni*, 'qui appartiendra à la développée A*. 

On pourra donc se . procurer, fiieileffient autant de points m* de Indéveloppée 
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A* que l'on voudra, ou, en d'autres termes, autant de centres de courbure m', que 
l'on voudra, de la, courbe donnée j*. 

' . ■ ■ 

VH. Êlant dounét, une ipinate logarithmique plane et l’angle sont lequel elle coupr 

set 4ivers rayon» vecteur», construire l’angle dont il faudrait faire tourner cette coürbe au- 
tour de son pôle, pour la superposer sur sa développée. s. 

Étant données {fig. 20) la spirale logaritlimique plane i et sa développée A, 
no 0 ÿ savons que si l'on prend un point q sur la courbe i, sa normale 9 est tan- 
gente en un point m de la développée A et qqe les deux rayons vecteurs sq et 
sm sont rectangulaires entre eux, quel que soit l'angle sous lequel la courbe i 
coupe ses rayons vecteurs xq. ^ 

Ce triangle qtm étant rectaogjc en », il s'ensuit que les angles sqm et smq soni 
complémentaires; dés lors 1* si sqs=sm , ces deux angles sont égaux entre eux , 
et chacun vaut un angle demi-droit. • ■ ‘ - 

‘ Dans ce cas, la courbe i devra tourner d'un angle droit autour du pôle i pour 
venir se superposer sur sa développée A. 

2* Si I on a «q <Txm, on a aussi sqm c^smq. 

‘ Dés lors la courbe 9 tournant autour de son péle^ i , le péint q viendra se pla- 
cer sur un point q' de la développée A , ce point q' étant tel que l’on ait sif= 
sq,^ut il est évident que le point q' sera situé entre je pèle » et le point m ; dans 
ce cas la courbe 9 tournera d'un angle plus petit qu'un angle droit pour venir se 
superposer sur sa développée A . ' - . 

'3' Si l’on a xm, on a aussi tmq;>x 9 m. . ^ ' 

. Dès lors la.courbe i tournant autour de son pèle x, le point q viendra se plaoei- 
sur un point q de ta développée A /cepointy" étant tel que l’on ait X9"=xq, et 
.'Jl est évident que le point 9" sera situé au delà dti point m par rapport au pèlex. 
bans ce cas la courbe 9 tournera d'un angle plus grand ,que l'angle droit pour 
venir SC superposer sur sa développée A. 

VIII. Dans la ^irale logarithmique plan», les accroissements de» arcs sontpropur- 
tionnels aux accroissements des rayon» vecteurs. ' 

Étant don^àée (Jig. 21 ) une^ spirale logaritlimique plane A, noqs avons vu ci- 
dessus quesil’on traçait un cerele C, et si l'on menait au point m la tangente i 
‘àja courbe A, et au poiut p en lequel le cercle C est coupé par le rayon vecteur 
sm la tangente T, ces deux droites se coupaient en un point x, et que la droi'lç 
xm était égale en longueur à l'arc de spirale my. 

Dés lors, si l'un construit une suite de cercles çouceutriques C, C', C", ayant 
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le p6le f pour centre eominun -, èt tels que l'on ail pp'=:p'p", ad. aura 
et dès fors On aura aussi : arc t^ÿ'^arc ji'ÿ". , , 

Et comme on a, par consli-uclion, >y —sp et »^'==«p' et ty'^'tp", oji auiü 
«videimnent ' 

ip + Jtÿ' + »ÿ" -H etc. t=3 arc my + arc n<ÿ' + arc mÿ" + etc, 


Ainsi , en représentant par p le. rayon vecteur et par S l'are de la spirale Iqga^ 
ritlimique( Varc S était compté i partirde Toriglne ou pt)le de4a courbé), on aura . 

» ■ ï. 

s =con’tanU“= M , . - 

, ■ n . • . . ‘ ' 

ce qu’il Ibllait (h'iuootrer. .. ». 


IX. Des prvpnété» 4oui jçtmseia 1er 4évekfpmu* de la développante d’une tpirali 
logarithmique plane. 

Étant donnée {fiy. 22) la spirale lo^rithmique plane .A,. et ayant décrit le 
cercle dont le centre est au pèle r et qui coupe- au point o la courbe A, nous 
avons vu que la courbe y développante de la spirale A coupait sous un angle con- 
stant les tangentes T du cercle C, et atjissi que cette courbe y coupait les droites T 
sous lu même angle, que la spirale A coupait scs rayons vecteurs rm. 

Cela posé : . ’ , ■ 

Je décris la cotirbe D, développante du cerde C et ayant pour origine le point 
O, qui est aussi l'origine de la courbe y sur Iq cercle C. Puis Je décris la. courbe K 
développante de la courbe y, cette conrbe K ayant aussi pour origine ou point, de 
rebroussement le peint O. . . ' ’ , . ^ ' ' 

Je construis au point de la spirale A la tangente 9'. ~ 

.Au point x' de la développante y la tangente X' ' ’ i- ' 

Au point y' de la développante X de la développante y la tangente 
Et enfin BU point i de ta développante circulaire .D la tangente ë. 

Si je conçois riiélicoide dévdoppable £ qui aurait pour arête de rebroussement 
une hélice C, projetée en C , cette surlhce aéra -coupée par le plan boritontal stii- 
vant la développante circulaire D. - - , .*• 

Et si je conçois un cylindre vertical H ayant pour section droite -la^coiH'be y, 
ce cylindre H coupera, là surface bélicoïde 2 suivant une courbe y. qui se prpjel,T 
lera suivant y. » 

Or, Ja courlvc y, coupera sous un angie' constant les diverses génératrices droi- 
tes G de t'.hélieoî(to £, puisque sa projection y coupe sons un. angle oonsianl les 


Digitized by Google 


t 


^ 07 — ■ 

langenlet T au. cercle C qui sont les projection/ de ces diverses génératrice G, 
Si je voulais construire au point x, de y, la tangente, je devrais faire la con- 
slruction suivante : 

• • • ■ . / " m 

Mener à y et au point « projection du point x, la tangente V qui serait la trace 
horisontale du plan langent au cylindre H. \ • 

.Mener à D et au point % en lequel la génération G de l’hélicoïde 1 passant pai 
le point X, perce le plan horizontal, la tangente S'y laquelle serait la trace hori- 
zontale du plan tangent à l’hélicoïde 2. * 

, Les droites X' et 0' se couperont en un point y' qui sera sur le plan horizontal le 
pièd ou la trace de la tangente clierchée X,; rn joignant dOncles points ÿ et x, on 
aura cette tangente. . 

Et comme la courbe y, -coupe sous un angle constant les génératrices G de l'hé- 
licoïde 2, il s’ensuit que ses- tangentes X, coupent sous un angle constant les gé- 
nératrices du cylindre H dés lors la cotirbe y, est une hélice sur le cylindre U, 
dés lors les points y' appartiennent é le développante K de la courbe y. 

De là on déduit ce qui suit ; ; •; . . • 

•* *. ' 

Proulème, Iteciijicatiun d’tm arc'<fx' de la courbe y. . . 

■ On tracera {yipv 22) la développante circulaire D passant par le point o delà 
courbe y\ on construira la tangente ë' à la conrbe D pour le point s' en lequel le 
rayon vecteur-rV de y coupe D et la droite / coupera la tangente •X' au point'p'. 

La droite x'jf' sera ^ale en longueur à l’arc ox de la courbe y. ■' 

’ Si l'on voulait avoir la rectification, de l’arc xx' de»la courbe y,. on ferait pas- 
ser par le ppintx la'développante circulaire D'; au point s" on mènerait la tan- 
gente.6^- ji O'; 6" couperait X' au point y"; et la droite xy'sérail égale en longueur 
à Parc xx' de là courbe y. .. , '• V. * 

Le lieu des points y" sera une courl>e K' qui sera aussi une développante dey, 
mais ayant son point de rebroussement au point x dey. 

De même que la spirale logarithmique A (/!ÿ. 21) coup/it évidemment sous un 
angle, constant les cercles C, G', C", ayant, pour oenlre commun le pùlet; de 
même la courbe y (fi'g. 22 ) coupe évidemment sous un angle constant les déve- 
loppantes D,^', du cercle C qui sert de pôles cette côurboy. 

Pour la spirale A, à des accroissements égaux pour les arcs corwspondaienl 
des Rccroissenienu égaux pour les rayons vecteurs-fyfy. 21 ); la même chose a lieu 
évidemment pour la courbe y, puisque les deur triangles VsV et y"i*x‘ sont 
semblables {fiy. 22). Ainsi le point x partage l'arc ox de la courbe y do la même, 
manière que le point z" partage la droite s'x'v - • j 

De même que_ la courbe K (fig. 22) edupe- sous 'bn angle constant s ses 
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rayons vccleuré tm ; de mémo la courbe -/développante de la spirale A coope éooa 
un angle constant et qui est aussi égal à ses rayons vecteurs rx ou T ; de même 
aussi la çourbc K développante .de la développante y de la spirale A coupe sous 
un angle constant et qOi eSl encore égal à a, ses rayons vecteurs z'j^' ou 6'. 

De sorte que, pour la spirale logarithmique, le pèle est un point pour sa 
développante y le pèle est un cercle C; pour sa développante de développante K, 
le pèle est la développante D du cercle C. • , 

Et, en appliquant à la courbe K ce que nous avons dit pour la dourbcy, on 
voit que la courbe K pourra être considérée comme la projcctioQ d’une courbe K, 
située sur une hélieoïde développbic 2' ayant pour arête de rebroussement une 
hélice tracée sur le cylindre qui aurait pour section droite la développante cir- 
culaire D, cette courbe. K, coupant sous un angle constant les diverses généra- 
trices droites de cette surface 2'; dès lors la développante de la courbe K coupera 
sous qn angle constant les tangentes à la. développante de la développante circu- 
laire D, et ainsi de suite. 

Remar(|uons qu’au point o,qui est en même temps l'origine des courbes -/ et 
K, ces deux courbes se coupent à angle droit, puisque K est la développante 
de yf et comme y est la dévc1of>pante de la spirale A , ces deux courbes se cou^ 
|)onl aussi ;t angle droit en ce même point o; des kirs, les courbes A'et K ont 
même tangente au point O. ' * , 

Ainsi {fy. 23) : la courbe yy', déveluppaolc de la spirale A,-0llrira en o'un 
point de rebrous-sement , et elle aura |)our tangente en ce point o la normale N 
de la spirale}, la courbe K. K', développante' de y-/,' offrira en_o un' point 'pour, 
lequel le rayon do rourburc sera nul, et celte courbé sera tout' entière ,d un 
même Cèté par rapport ê la tangente 9' é la spirale A , et aura pour tangente en o 
la droite 6. La courbc'UU', développante de KK', [^ssera de l’-ontrê Cèté 'de la 
tangente s>et offrira un point de relirousscmcnt en o; elle aura pour- tangente la 
normale N'. ' . .' 

La courbe VV', drvéloppantc de DU', sera du mémo cèté que Uü''par rapport 
à la tangente 0 , cl aura en omn rayon do courbure nul et 9 pour tSngenfe en ce 
point, et cniiu la développante de VV' repassera de l'autre cèté de9. Cl ainsi de 
suite. • • ■ ‘ ‘ ' - ■ ' 

, V 

* * . . . 1 . 

X. De quelque» propriétis de la spirale logarithmique conique. ' • 

*' Dette spirale jouit, comme la spirale logarithmique plane ,de la propriété que 
nous connaissons déjà , savoir : que lee arcs comptés à partir du Sommet du oène 
.sonlcntreeux comme les rayons vecteur» correspondants aux extrémités decesarcs. 
'■ Celle -courbe eM rectifiable ; la longueur d'un arc compris entre le-aoromei dn 
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«Ane el un point m est égal à la partie de la tangente qui, menée au point "m, se 
trouve eômprisé entre ce point m et le plan mené par le admniei du cAnc per|)en- 
diculaireé TavedeoecAne, etc., etc. ' ■* 

Ces diverses propriétés sont évidentes lorsqu'un jette les yôux sur la 


• " XI. OmsO'ucliori du ragon de courùure de ta «pirate togarilhmUfue conique. ~ ‘ > ■ / . 

Nous avons vu que la spirale logariüimique conique était une liéiice sur le 
cylindre projette cette courbe à double courbure sur un pian P (terpendicn- 
latreà l’axe du cAne suivant une spirale logarilbroique conique. 

Par conséquent, 'les rayons de eourbure de cette spirale sont tous parallèles au 
[dan P. ' ‘ 

Dés lors, étant donné un point m sur la spirale A , pour avoir le rayon de 
Courbure correspondant-à ce point , il faudra mener par la tangente 9 au p<iintm 
de la courbe A un plan R perpendiculaire au [>lan vertical passant par Sj ecpbn 
R coupera le cÂne suivant une section conique E, osculatrice à la cuurlie A au 
point m , car nous savons.que le plan' R ,.cn vertu de la direction que' nous venons 
de lui donner , est'Ie 'plan o»:uJateur. de la courbe A pour le point m. ■ 

I.e rayon de courbure de la section conique E, sera celui de Is spirale A-. 

, Comme pour chaque point de la spirale A , la tangente 8au point m fait k- même 
angle a avec la génératrice G du cAne, il s'ensuit que si l’on fait tourner mules 
les génératrices G autour de Faxe pour les placer sur une même génératrice G, , 
toutes les tangentes 9, menées aux divers points de la spirale A, vTendront se 
placer dans je plan T, tangent au cAnc suivant G, , et en ces nouvelles positmns 
seront toutes parallèle antre elles ;*dès lors, on doit .conclure que les divers plans 
osculateurs de la spirale A coupent le cAne sur lequel cette courbe est- tracée , 
'suivant des section coniques R toutes semblables entr<‘ elles , mais non semblable- 
ment placées. ‘ . 

Par conséquent, connaissant le rayon de courbure pour un point m de la spi- 
ntle.A, il sera facilo^d’en conclure le rayon de coiirbitrc |k>ur tout autre point m 
que l'on indiquera. ’> "■ • 

Et en ellet: '■>' 

Coneevotis le cAne do révolution B, une géiiérotéice Gdece oAne, le plan T, tan- 
gent à ce cAne suivant G ; menons dans le |)1dnT une suite de droites 9, 4', 9”,..‘... 
toutes parallèles entre elles, et par chacune d'elles menons un pla'n parallèle à' Fiixe 
du cAne B, nous aurons les plans verticaux X, X', X"; par chacune des droites 9, '9'; 

menons des pians parallèles entre eux R -, R', .R" et perpendiculaires aux plans 
verticaux et aussi parallèles entre'eux X,.X'; X*; cês plans R, R','R"coup« 9 uni 
le cAne.'-R suivant de» sections eouiqnes semidabirs ét seniblaltlement placées E , 


V 
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E', E"; détigDons.iH^ pmb,b\ b" les demi-diamètres de ces courbes passant par 
le point en lequel la génératrice G coupe cbatmne de ces courbes'; 8* par p, fr', p", 
le rayon de courbure de cliacune d'elles. ' . - > 

Supposons d'abord que le pointeu lequel les courbes E, E', E? couj^tO soit le 
.sommet de ces courbes; désignons par a, a, a" les demi-axes, b, b', b" étant les 
autres demi-axes de oes sections coniques, on aurait dans Ce caS tout particulier : 





Or, puisque les courbes E et E' sont semblables, on a 


d!ôù ; 

• ' * V 

, , «'• . 6* 

doù ‘ ' 

.... ' 

d'où ‘ ■ ■ 

^ â".6' 

• Et coin inc 

f 

f.b'-=a‘'_.b 


p'4'=a; ■ 

on àura ’ _ 


d'où - , 

V • ■ 

p:p'::b-.b' 


Or, cette proportion. aura lieu , que b ei b' soient lesdemi-axes ou dès demi- ' 
diamètres, parallèles entre eux, de deux sections coniques Eet E' semblables et 
semblablement placées sur le' cône B; d.èsiors , connaissant p efô po.urup point i», 
et é' pour un point queloonqueai' de la courbe spirale A, on pourra construire p'ou . 
le rayon de courbure de celte eourbe A pour ce point m', car : désignant par T . et 
T' Ies plans tangents au cône. B et aux points m et m* de la spirale A i eldésignani 
par B la plan usculateur eu tti à la courbe A el par R, le plan osculateur eu m i 
cette mémo courbe A; Si I on feit tourner le plan T' autour de l'axe du cône B 
pour le superposer suc.'le plan T, le plan R., viendra prendre la' position R' pii 
rai télé à b; par conséquent , les pbns R, et R!, couperont le cône' B suivant dès 
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saciioo» ouniqucs E,.et £' qai sâronl identiques, ut le plairR eoupera le cAne B 
suivant une section conique E semblable à la courbe E'. Le pointm' de £, viendra 
se placer en m, sur £', et les points si de £ et m, de £' seront sur qne même généo 
ralrice G du edue B. ' 

Le demi-diamètre b, de £, pour le point m' sera égal au demi-diamélre b' de £' 
|K>ur le point m, j et l'on aura le demi-diamètre b' de E' pour le point m. paraL 
Ne au demi -diaraèiro (*do E pour le point m; donc, etc.- -■ 

Xli. Déjà courbe qui, tracée sur un cène quelconque, coupe tout un angle conttanl 
letg'énéraincetdececône. , 

Étant donné un cdoe X ayant pour directrice' une coiybe quelconque B, ou 
|)eut toujours développer ce cAne, car l’on sait que si l’on cdiipe le cène ^ pur 
une Sphère ayant son centre au sommet i de ce cdne et un^ ra^on arbitraire R , 
on obtient une courbe d qui se transforme, lorsque le cdne est dévelop|)ë ou pfa- • 
niflé, on un cercle C, ayant R pour rayon. 

Dès lors, si sur le plan du cercle Ç, oO construit une spirale logaritlimnpic 
plane X. ayant pour pOle lo centre o du cercle C, en enroulant le plan du cercle 
C, sur le cOne X, ayant soin de placer le centre o du cercle C, sur lo sommet t de 
ce cOnc, la spirale plane X, se transformera en une spirale k. double courimre X 

<|ui coopéra les gènéralricés droites du cOne lE sous un angle constant. 

’ -Üned<» propriétés remarquables de cette courbe â double courbure est la sui- 
vante.. ' • : . 

Lès-tangentes 9 à la'courbe X forment une surface développable Yj et les tan- 
gentes I à la courbe C forment aussi une surface développalde Y^ 

Or, si l'on conçoit une génératrice G du oOne X coupant la courbe X en,un 
point a; et la courbe G ,en un point y, le$ tangentes d en'jj à la courbe X ei t e'n> 
y à la courbe G se coupent sous un angle a q.ui est constant^ quelle que soit la 
position de la génératrice 6 aur le éûne X, et quelle que soit la.;direetrice B du 
cOneX; et éet angle a çst toujours le complément de l'angle sous lequel la courbe 
à double courbure X coupe les génératrices G du cône X. ' 

É( en elTei : ' 

.Soit tracé sur un plan P(y!y. 24} une spirale logarKIiraiqoe plane X, ayant lé' 
pointe pour pèle. ’ - 

’■ Décrivons du point o comme centre et avec un rayon R le cercle C. ; menons le 
ré)on vecteur G.coufiaBt la courbe X. au point j;/ et le cercle C. au |>oint y. ; con- 
struisons la tangente 6, en x, à la courbe spirale X„ et la .tangente r.en y, -au cerclé 

G^; oeadeut droites $, et i, se couperont sous un angle x.r.y, qui sera constant , 
qoelle que soit la positiÿn du rayon vèetenr G,.' '■ 
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Si donc on enroule le plan P $ur le cône 2, lé« droites 8, et t; devieodront les 
tangentes 8 et (t l'une au poiat x de la courbe spiraleX, l’autre an point ^ de là 
coUrbe à double courbure G et (es deux droites 6 et i aurpnt conservé, entre 
elles, les^mémes relations de posilbn qui existaient entre .les droites 9, et ; 
donc 9 et ( se coupent sous, un angle constant, etc., etc. * - >• .'< ■ . - 

V. ’ ^ ^ 

XIII . É.Umt tracée sur an cône à directrice arbitraire la coirbe q)U coupe sou km angle 
constant les diverses génératrices droites de ce cône, on demande.de construire le rayon 
de courbure en un. point de cette spirale. •' , . ' /'■- 

Noos devons admettre que l'on peut calculer le rayon de courbure d'une sec- 
tion plane quelconque- d’un '*eOne 2 ddnt on connaît lé sommet s ei la eeurbc 
directrice B. . ' “ • ' • , • 

'Ainsi, étant donnée ( fig. 25), la courbe B pour courbe directrice du- cOne .^ot 
le 'point m étant celui de la spirale A, pour lequel on veut trouver le rayon de 
courbure, nous ferons passer par le point m mi plan P perpei^dicutaire à la géné- 
ratrice G du cOne, laquelle passe par ce point m| ce plan P coupera le cène sui- 
vant une courbe B', au point m nous mènerons la'nomtale mp a la'^côurbe B', et 
nous déterminerons son centre de courbure o; nous aurons dés lors le cercle 9, 
osculaieur en »> à la courbe B'. ‘ ■' . * ' ’ 

Nous (^nsidérerons le cercle d comme la section drpitcd’un cylindre , O ayant 
. ses génératrices parallèles à, la droite G. ' ' r 

Cecylindré O sera osculateur en m au cénel.. V - '- . ■■ 

Le cylindre osculaleur O étant trouvé , il faut obtenir le cène osculateér et de 
révolution i • , • ■ . ■ • 

Or, si-l’on'considére le cercle 9 comme là base d’un céné ayant- le point «pour 
sommet, ce-cOne sera osculateüf au cOné 2 tout le long dé G; mais ce cène ne 
sera pas de révolution; pour qu’il soft de' révolution ,’ il faut que le triangle som 
soit rectangle en «. ; v' ‘ 

Menons en m la tangente 9 au cercle i3 et par cette tangente 9 faisons passer .Une 
suite de plans Y, Y',, Y"; chacun id’enx coupera le cylindre O suivant dés-dlip- 
ses E, £', E", qui auront tèutes même petit'dcmi*axe et égal au rayon'jp du 

cercle 3 et le detni-.grand axe Sera égal à , a étant l'angle, que le plan,Y fait 

avec le plan P (/ig^ SB);, éfeet angle .â variera de grandeur avec les dueraes 
positions que le plan Y prendra dans l’espace, -savoir ; Y', Y'-,... ... , - 

Par conséquent, les eilipsea E, aiir-ont toutes leurs petits axes.égauv 

entre eux et leurs grands axes in^ux entre eux»- ' " • . -i v 
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Le point m sera le sommet de chacune des ellipses E, E', Ë" ; poor ce sommet , 
le rayon de courbure sera • > ' 




P étant le demi-petit axe et a désignant le demi-grand axe mq. 
Or 

„ r, mq , COS a=imo 


donc , 


on aura donc 


j • ■■ 


JL 


p, = p. cos a 


Par conséquent (fig- 26), si sur om ou p conlme diamètre on^écrit le cercle K , 
il coupera la droite «h; en « , et xm sera égal à p,. 

Par" conséquent, si sur *m comme diamètre je décris le cercle L, les cercles L 
et K se couperont en un point Jt, et x$ sera Taxe du cône O, de révolution , osCii- 
latcür au cône 2 tout le long de la génératrice G. ' ‘ 

Le cône osculateur O. étant construit , on pourra considérer les deux éléments 
successifs de la courbe A qui appartiennent à la fois au cône 2 et au cône O, 
comme étant situés sur une spirale logarithmique conique A, tracée sur le 
cône O,. 

El le füan osculateur Q pour la coùrhe A, au point m sera le plan osculateur 
. de la courbe A pour ce même point m.'< • _ . t 

• Or, l’on mit que le plan 0 perpendiculaire au plan passant par une droite 
menée par le point m parallèlement i l’axe du cône O, , et par la tangente en m à 
la courbe A,. . 

Dès lors, non construirons en m la tangente T à la, courbe donnée A; par ce 
mémo point m nous mènerons une droite Z parôllèle àJ’axe *w> du cône_osculaieur 
de révolution O,; et par la tangente T-nous mènerons le plan Q perpendiculaire 
au plan passant par les droites Z et T- ” • 

Le plan osculateur Q étant déterminé, ce plan coupera le cône O, suivant une 
section conique osculatrice en ntè là spirale donnée A. - 

Il ne restera plus qu'à déterminer le. rayon de courbure de la section conique 
pour achever la solution du problème proposé. 

'10 
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nmttrque. En terminant, je crois devoir faire remarquer que lorsqu'il s’est agi, 
n* XI, de la solution du pniblèmec Construire le- rayon de courbure f en m pont 
ni' de la spirale logarithmitfue conique A , connaissant le rayon de courbure p en un 
point m de cette courbe, j'ai dit que désignant par b et 6' les demi-diamètres des 
sections coniques E et E' osculatrices en m et m' à la spirale à double courbure 
A , on avait toujours : ■ 

p: P b b' 

Je n'ai (joint démontré l’existence de cette propriété dans tous les cas , me bor- 
nant. à la démontrer lorsque l'on sup(iosc que les [Joints m et' tn sont les 
sommets des courbes E et E'. • ' 

Au moyen Ao considérations géométriques très-sini|)les,on peut facilement démou- 
trer l'existence de cette pro[jortion dans tous les cas. - , y 

Et en effet : . ' 

Désignons par G la génératrice du cène de révolution R sur lequel la spirale A 
est tracée, celle génératrice passant (jar le point m de cette courbe A. Faisant 
tourner le plan de la courbe E' jusqu’A ce que le point m' vienne en m, sur G, la 
courbe E prendra la position E, , .et les courbes E et E, seronl^dans des plans 
(jarallèlés ,et séronl semblables et semblablement placées sur le cène R dont elles 
sont des sections planes. 

, Désignons pare et e,. les centres des courbes E et E, la droite qui unira lepointe 
au somme^ ducène B pdaiÿra par le point e,, et les droilesem et e,m, seront paral- 
lèles , et l’on aura : 

em t ejn, eut •.sm. > (1) • 

Cola fait : . ■ '' ' . . 

Traçons dans le plan de la courbe E la développée j de cette courbe^ la nor- 
maleN menéeaupointm, A la courbe Eet dansson plan, touchera la'développée 4 
en un (joint o. • ' < .. 

Et les deux normales successives et inlioiment voisines N et N' à la courbe E 
et passant, l'une par le point m et l'autre par Je point p, ces deux points étant 
suooessifs et inUniment voisins sur la courbe E, secou(jeront au pointe. 

'De même, deux normales successives et infiniment voisines N, et N,' à la courbe 
E, et passant l'une par le point m et l’autre paç le point p , , ces deux points étant 
successifs et infiBiment voisins sur la cxjurbeE, , se couperont en un (jointe,. 

Or, les points < , m et m, étant sur la droite G, les points , p et p', seront sur 
•la droite G' génératrice successive et infiuiroent voisine de G sur le cène R- 
Dès lors, les droites Net N., N' et X/ seront parallèles. 
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Dés lors , les pions (N, N.) el (>!', N,') se couperont suivant une droite passant 
|)ar le sommet < dû cène B el les Jeux points o et o,. 

Or : om sera le rayon de courbure p de la courbe E pour le point m , et o,m, sera 
le rayon de courbure p, de la courbe E, pour le point m, ; on a donc la proportion : 

, P ; p, : :sm : tm, (2) ’ 

Comparant les proportions (i) el (2), on en déduit : “ , ' 


p : p. : : cm : «.m, , _ - - 

ce qu’il fallait démontrer. 

Mais si l'on mène par le sommet s du cène de hivolution B une droite de direc- 
tion arbitraire Q coupant les plans des sections coniques E et E, en les points q 


et q , , on aura toujours : 

■ 


' 

qm : q,m, : : «m : «m, 


et par conséquent 


- 

. 

f i f :: qm : qf>i^ 

- 







Ainsi , désignant qm par r et qjn, par r, , on peut dire : que les rayons de cour- 
bure en deux points homologues m el m, de deux sections coniques semblables et 
semblablomcnl placées (dans l'espace) E et E, sont entre eux comme les rayons 
vecteurs homologues r et r, de ces courbes ayant pour pôlet conjugués les points 
qaXq,. ’ _ • 1 

El comme deux sections ptarallcles et planes faites dans un cène quelconque 
ont pour pôU commun le sommet de ce oùne', on peut dire que «m et tn, sont les 
rayons vecteurs des courbes E el È, par rapport à leur pâte commun *; • 

Et dès lors , désignant «m pur a el $m, pr v, , on aura : 



Par conséquent, connaissant le rayon de courbure p pour un point m de*la 
spirale logarithmique conique A, on pourra facilement construire le rayon de 
courbure p pour un point quelcon«|uc m de celte courbe, car il suffira de 
mener pr le pini m' une droite D s'appuyant sur l'axe du éène B et dirigée 
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perpeBdiculairement i oet u«« et de porter mr cette droite D.une longueur p', 
qoetrième piôporlionnolle entre p , «m' et *m. 

$m et «ni étant les distances des points m et m' au sommet > du cène de révo- 
lution B sur lequel est tracée la spirale donnée A. ^ 

comme ce que nous venons de dire aura évidemment lieu, 'quel que soit le 
demi-angle au sommet du cène de révolution B, nous pourrons en conclure que 
la même chose aura lieu lorsque ce demi-angle sera égal à un angle droit ; lors 
doitc- que le cène B sera un plan P et que la spirale logarithmique et conique A 
sera une spii^le logarithmique plane A,. 

Par conséquent, l'on pourra irès-facileraeiK construire le rayon de courbure 
p' en un peint m' d'une spirale logarithmique plane A, lorsque l'on connaîtra son 
rayon de courhurc p pour un de ses points m -, car désignant par r et r les rayons 
vecteurs de cette courbe po'ür les points m et m', on aura ; 

p : p' : : r : r* ' 

2’ DE LA SPIBALE OYPERBOLIQUE. ' 

En désignant le rayon vecteur par p et l'angle par u ,. les géomètres ont donné 
le noni de spirale hyperbolique -à la courbe plane ayant pour équation p.a> — M, et 
cela parce que l'équation polaire avait la même forme que l'équatioti en coordon- 
nées obliques xy=C, laquelle représente, comme on le sait, une hyperbole 
rapportée à ses asymptotes, ces droites étant prises pour axes, des Coor- 
données. . ‘ 

Je me propose de démontrer, que si l'on a un cène ayant pour directrice une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution et pour sommet un pojni situé sur 
l’axe dé ce cylindre, la courbe que l'on obticndra.cn coupant ce cène par un plan 
perpendiculaire à t’axe du cylindre sera ane spirale hyperbolique. 

Ensuite, je chercherai les diverses propriétés dont cette courbe peut jouir, en 
ne me servant que des méthodes employées en géométrie descriptive. 



Traçons (^ 17 . 27) '.sur le cylindre de révolution qui a pour -axe lu droite K et 
pour section droite le cercle C, l’hélice H; . - 
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Prenons sur l’axe Z un point < , et menons par ce point un plan perpendicu* 
iaire à l'axe Z et coupant dès lors le cylindre suivant un cercle C', et l'hélice H 
en un point a. ' . 

, Je dis : que le cène qui a pour sommet le point < et pour directrice l’hélice H 
est coupé par le plan xÿ perpendiculaire li l’axe Z suivant une courtie ,f qui n'est 
autre qu’une npirale hyperbolique. 

En effet : ’ ■ ' _ 

Par un pointm de l’hélice H , concevons la droite nmp génératrice du cylindre 
et la droite tmd génératrice du cène. 

od sera le'rayon vecteur de la courbe (f . 

En prenant la droite ox, ou mieux le plan Zx, pour origine des angles <i>; et 
désignant par R le rayon des cercles C et G'; et par b la distance du sommet s au 
plan sécant xÿj et par h le pas de l’hélice H, on aura : 

• . ' , \ 

nm _ * • ' 

- • - - • arc «a 2it . R 

Et comme ' • • / ‘ 

arc na = R . V • ' 


on aura 



A . R . w 
2jt.R 


A. W 

TT 


Or, les^leux triangles semblables smn et «od donnent 


ou • 


D'où 


et enfin 


'tn ; od :: nm; o$ 




. f- 


2 • iT . R . 6 

“nt 




équation ^qui appartient à la courbe queles gi^métres ont appelée spirale hyper- 
bolique. . . - . . . I ■ • . ^ 
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Cette manière toute nouvelle d’obtenir la spirale hyperbolique, outre l'avantage 
'de conduire à un procédé simple soit graphique pour la construire par point, 
soit mécmiqve pour le tracé d'un mouvement continu, comme nous le ferons 
voir plus loin, a encore celui de bien faire voir comment est composée la quan- 
tité constante qui entre dans l’équation de cette courbe. 


«Il* t .,2îr,K.6 ■» 

Et ainsi , on voit tres-bien que la quantité — r — peut rester constante H * si 


Ion fait varier R et A, ou R et è, ou è et A de manière à ce que^*^ou (R .b) ou^^^ 

reste constant , et 2* si l'on fait varier k la fois R , A et A d^ manière à ee que ^ 
reàté constant. , - . 


** îiT R 6 

Et cette quantité — pouvant varier, on voit très- bien que^lors on doit 

avoir une courbe différente, si l'on fait varier arbitrairement l’une ou seulement 
deux , ou les trois quantités R , A et A. 

. De plus, l’on voit que deux spirales semblables auront pour équations, l'une 
aa—\b , et l’autre pai—hb'. 

, ■ ■ . , 2».R.A , 

Puisqu en faisant varier A dans la quantité — - — , c est supposer que 1 on 
coupe le cône par un plan qui s’éloigne ou se rapproche du sommet «‘tout en 
restant perpendiculaire à l’axe Z de ce cône; et qu'qn cône est, eonime on le sait, 
coupé par des plans parallèles suivant des courbes semblables et semblablement 
placées. 


8 U. 


Des diverses propriitéi ÿétmétriquet de la tpirale hyperbolique. 


I. La tpirale hyperbolique a un point atymptole. 

11 est évident (fy. 27 ) qu’è mesure que le point m de l'iiélice H descend sur 
cette hélice, l’angle u augmente et l’angle otd diminue; et que dès lors le rayon 
vecteur od diminue indéliiiinient sans jamais devenir nul , parce que la généra- 
trice du cône se rapproche sans cesse de l’axe z sans jamais se* confondre avec cet 
axe. 

La spirale q tourne donc indéfiniment autour du point o sans jamais atteindre 
ce point, et c’est peur cette cause que le point o est dit point asymptote. 
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II. La spirale hyperMique a une droite a$ympioie._ 

Si par le somraet « {fig. 27 ) du cône on mène un plan'per|>eDdicplairc à Taxez,, 
ce plan coupera Thélice H en un point ta, et la génératrice a du cène sera paral- 
lèle au plan sécant xjr, ou, en d'autres termca, au plan de la spirale^. 

Dès lors , la courbe 9 a un point situé à Tinfini et (|ui n'est autre que eclui 
en lequel la génératrice horizontale sa coupe le plan sécant xg. 

Or, si Ton voulait construire la tangente au point d de la spirale 9, il faudrait 
construire le plan T tangent au cèn^uivant la génératrice tmd de ce cène , ct cc 
pjan T couperait le plan dé la courbe 9 suivant la tangente demandée. 

Pour construire le plap T, il faudrait mener au |K>int ra de l'hélice H la tangente 6 
de cette hélice, et la génératrice sd et la tangente 6 détermittraient le pbn T. 

Par conséquent, pour construire la tangcntc.pour le point situe à Tinfîni sur la 
spirale 9, il faudra construire le plan T, tangent au cène suivant la génératrice 
horizontale m de ce cène. ^ . 

bt ce plan T, passera évidemment par la' -génératrice ta du cène, et par la tan- 
gente i, menée à l'hélice II au point a. Cette tangente é, faisant un angle avec Taxe , 
coupera nécessairement! le plan sécant xyel en un point e; dès lors Tasymptotc 
de la courbe 9 ne sera autre que la trace A du plan T, sur le plan xy, et cette trace 
A passera par le point e et sera parallèle à la généralrice horizontale ta. 

La tangente de l'angle eoé ou, en d'autres termes, de Tangle sous lequel Thé- 
lice U coupe les génératrices du çjlindre sur lequel elle est tracée , nous est 
connue; nous savons qu’en désignant cei angle par € on a ; 


'•tang. 6 


2>r.K 

A 


( désignant par R lê'rayon du- cercle section droite du cylindre de révolution sur 
lequel Thélice est tracée , et par h le pat de cette Fiélice ). 

' Dans le triangle oeé rectangle en é , on a donc : _ . . _ * 


e6 ^ at tang. 6 

Or, nous avons posé ci-dessqs : ' 

■ ' ab~b .• 


donc Ton a 


— ■ Ï..R.6 

eb — — '-r — 



Or, eb mesure la distance du point 0 à la droite. A ou du pôle à rasymptote de 
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ja spirale ^ ; par oonsé^giept , dans l’éqnation p . w = M d’nne tpbvk k^^erMûfùe , 
la quantité M ’espriroe la distance du point atÿmptote à la droite atifmpMe. 

III. ^ tpiraU hyperMkfue ett compotée de deux brmchee tymélriquei ayant même 
pomt aiymptote et mime droite atymptote. 

Concevons (fiy. ‘ 2 S ) les trois axes rectangulaires entre eux ex , 09^ os; prenons 
l'axe s pour l'axe du cylindre sur lequel est tracée l'hélice H, et prenons pour 
origine de cette hélice sur le plan xy le point /situé sur l’axe x. 

Sur la génératrice du cylindre passant par le point/, prenons jQ'i pour le pps 
de l’hélice II. .• - • , 

Prenons sur l'axe s un point s distant du plan xy d’une quantité «0 égale à la 
moitié de yi'l. • 

Le point «étant le sommet du céne qui a pour directrice l’hélice H , on voit que 
la génératrice horizontale de ce cène sera dans le plan zx et ne sera autre que $a, 
et de plus il est évident que ce cène n’a qu’une seule génératrice horizontale. 

En construisant en o à l'bélice H sa tangente , on aura en e le pied de cette 
tangente sur le plan xy; et menant par ce point e ta droite A parallèle à l’axe x, 
oh aura l’asymptote de la spirale 9, ainsi que nous l’avons dit ci-dessus, ci la spi- 
rale 9 sera' formée par les divers points d intersections du plan xy avec les diverses 
génératrices du céne passant par les divers points m de l’hélice H > ces points m 
étant situés au-dessous du plan horizontal Q. passant par le sommets; mais la 
courbe H serpente sur le cylindre au-<Jes8US de-ce plan Q; et si l’on' prend un 
point ni, sur la spire II,, on voit que la génératrice nt,s du cône viendra percer le 
plan xy en un point d,, et tous les points d, formeront une nouvelle courbe 9, qui 
apra aussi le point 0 pour point atymptote et la droite A pour droite atymptote; 
ainsi la section faite dans ce céne par le plan xy est une courbe composée de deux 
brancliC8 9et 9,. Or, si les points m et ni, sont également distants du plan Q; il est 
évident, par la figure seule, que les rayons vecteurs od et od, seront égaux en 
longueur et feront des angles égaux , à droite et à gauche, avec l'axe ÿ; donc, etc. 

IV. Dont la tpirale hyperMique,- la tout-tangenle eu conttante. 

Ainsi que nous l'avons dit ci-dessus , la tangente à la spirale 930 point d est la 
trace du plan langentau céne ayant son sommet en a, et pour directrice l’hélice H. 

Ainsi (fig. 29 ), la droite 9 étant la ùngente au point m de l’hélice H, «m étant 
la génératrice du céne, la droite T passant par les traces horizontales k de 9 etd 
dorm sera la tangente au point d de la spirale 9. 

Cela posé ; 

Menons parle sommet t une droite tl parallèle à la tangente 9 . 
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En ftisant tourner i« droite »t autour de Taxe i,- cette droite et^endrera un 
cdne de révoliitien V ayant le point i pour sonmel et pour l^aae le cercle D ayant 
pour centre le point asymptote o de la spirale 9. 

Etoorome tontes les tangentes 9 i l'hélice H font le même angle avec-l’axe s, il 
s’ensuivra qae chacune de ces droites 9 aura sa parallèle parmi les génératrices 
du cône V. . . . . 

Gela -posé: - ‘ ■ 

Remarquons que les deux droites et mk étant parallèles, seront dans le (dae 
tangent mené au cOne hélicoïdal suivant td, et que dés lors les trois points 1, k 
otd sedonl en ligne droite. ‘ 

Remarquons v]^ue la projection horhonlale de la.génératrice $d n'est autre que 
le rayon prolongé spd du cercle C qui est lui-même la projection horizontale' de 
riiélice H, et que dès lôrs la tangente pk au cerclé C sera la projection de la tan- 
gente 9 é l’hélice H. ■ ^ 

> 9p,des'dfoiiés'«pd et plt sont perpcndicnlaires TuOe à l’autre; donc la droite 
oi projection de */ sera perpendiculaire sur od. Ainsi , le triangle lod est rectangle 
en 0; la droite o/-est , comme on le sait, dite,<oiM-tanpen(epoDr les courbes polaires ; 
ol^est- codsianl, quélte que soit la projection du point m sur l’hélice fl et par 
suitè^uelle que soit la proj^ion du point d sur la spirale 9 ; on en conclut donc 
que la ioiu~tangenlè est eonstaate pour la spirale liyper^liqHé. ‘ 

■ Xodsavons désigné os paré, et la. tangente de I angle bo est égale â par con- 

Mqjuent o/s ^ ‘ 

Ofy nous àvops yu ci-<]essuS que la distance dù point asymptote i la drôite 
asymptote était égale a - ^ ; par conséquent , nous pouvons éaodcer.ce qui 

suit:' ‘ '■> - ■ '"X- 

. Dam kfSpkfde kgperhodque ^ les pieds <ks sous-tangentes ^t simds sur im cercle , 
ayant le point asymptote pour centre et la droite atymptotè pour tangente. 

V. 'Le eône bélkvidal est coupé, par ii^s cylindres concentriques stüvànt des héticet 
ayaiit toutes même inclinaison. 

Pour résoudre cette question, construi^oné lafg. 30, et pour cela : 

• 4‘ Im'agHians les trois axes reclangolàires entre eut ox,ofi, ox-, . • 

2* Traçons sur le plan xy une suite de cercles C , C', C". ayant le point o pour 
centre commun 

3* Iihaginoiia les cylindres S\ ayant' 'tous l’axe z pour axe de révolution , 

et respectivement pour s^Lion droite les cercles Cl C', Ç"; .■ 

4*' 'Prenons sur l'axe s un point 's,, et conaldérons cé pqÎQt comme lé sommet 

11 
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d’i^n o6h« B avant pour base la spirale hyperbolique 9 tracée sur le plan et 
ayantle point 0 pour, point asymptote. • - 

Cela posé : ... 

il est évident que la droite màa" situé dans le phto sx étant supposée la .géné^ 
ratrice horizontale du rêne B , les courbes H , H', H" intersection du cène B par 
les cylindres 2, 2', 2" passeront respectivement par les points <1 et /, a' et/', 
a" et f, li s points étant ceux en lesquels la spirale 9 coupe les cercles C , 

C',€". ■ , ' •. .• 

'Il est encore évident que si par l’axe z on mène un pian Ycoupanlles cylindres 
2,-2', 2" suivant les génératrices np, n'p', n"p"rt le ci’me B suivant la génératrice 
*d, les courbes H , H', H" passeront respectivement par les points m, irt', m", 
intersection do la génératrice conique *d et des génératrices cylindriques np, n'p', 
n"p". • ' 

Et d’après ce (|iii a été dit ci-dessus, si la droite Y est la tangente en d i la 
spirale 9, en -menant- par lé point o la droite ol perpendiculaire au 'rayon vecleur 
od cl joignant les points oct«,'on aura le triangle ’sét-dont le plan X aera tangent 
an cénë R suivant la génératrice td. . ' ■ ' 

PouT^conslruirc |es tangentes fl, ft', 9" aux courbes IJ , et aut pointant, 

m', m"' de ces cotrrites, il faudra mener' les plans tangents n, A% A" aux cylindres 2, 
2', 2" en ces mêmes points ni, m', ra'% ’ 

Or : puis<(ue ocs points m , m', m" sont situés dans le plan Y passant par i’aJK ?, 
les plans A, A', A" seront perpendiculaires 'à ce plan Y , puisque les cylindres 2 , 2', 
2" sont do révolution cl ont pour axe commun l’axe z; et dès lors'ces plans A, 
A'i' é” seront, parallèles eiitre eux. ,• _ • • : ‘ 

Les plans A, A', A" couperont donc, le plan tangent X suivant des droites 6, 9', 
9" parallèles entre elles et parallèles à la droite «/, puisque le plan est perpen- 
diculaire au.plan Y. 

Or, ce résultat obtenu, savoir.: que les (aiigcntés 9, S/, 9" aux côutItcS "H, H', 
H" aux points m', m', m" situés dans un plan V passant par. Taxe x sont parallèles 
entre elles , ée résultat, dis-je, aura lieu 'j^'^rpiellnqife soit hi position du pjaa Y, 
qnaRe que soit, par conséquent , U généi'atrice »d que l’on considérera sur le 
cèpe R. ' ' ■ J • • 

Dès lors, 011 doit en conclureque les cobrbes H , H', H"eoupent sous un ahgle 
constant et égal à l'angle l*o les génératrices des cylindres 2-, 2', 2" sur lesquelles 
elles sont placées. Ces courbes H, H', H" ne sont donc autres que des hélices ayant 
même inclinaison. ' ’ - • : • ' ■. • - . - ' . • 

Il est donc démontré que l’interseetion du cûoe héthoidal par un cylindre con- 
cenlriqiuî estunehéKcc’ayant même inclinaison que l’hélice directrice de cecône. 
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y\:Vne tpIraU hÿperMitpie étannUmnée par «on tracé, construire ia tangente en mi 
de ses points. ' 

On donne (/!;■ 31 ) la spirale hyperbolique 9 et son point asymptote 0 , et l'on 
demande de construire au [Kunl d la' tangente T à cetlecoUrhe. ^ 

Par le point o on mènera la droite arbitraire ox\ du point o comme centre cl 
avec un ra}K>n arbitraire, on décrira le cercle C coupant la spirale <^au point /. 
Du point o comme centre, et avoc le rayon vecteur od comme rayon, on décrira un 
second cercle qui coupera la droite oo; au point if.. - >.• .* . 

Par le point e, 00 mènera o* perpendiculaiie à ox,‘ et l'on prendra «ùr os un 
point arbitraire «. ’ » . . , . • ‘ 

On mènera la droite «rf'.- ' »• .• 

l'ar le point p', en lequel la droite ox est coupée par le cercle .C, on. mènera lu 
droitepW perpendiculaire à' ox et coupant «(f enm'. 

.Çelafait-: - 

Où tiéveloppera l’arc /p du cercle C, et T on aura une droite FP ; en P on mènera 
PU égal èp'm' et perpendiculaire à l’arc reclkié suivant l^M, cl l'on aura l'angle 

FMPouV. - 

On portera de M en ^l'.sur Mp la ‘droite so et l’on mènera F'P' parallèle à FP, 
èt coüpâiu la droite MF en F^. , *' \ ■ ■ . • . 

On portera P'F' tiur çl pçrpendicuJitirë au rayon vecteur od, depuis lé point 
asymptote 0 jusqu’en’/;-. ' ■ . 

' On joindra 1(» points .letd, et l’on aura la tangente demandée. 

La construction de la tangente nous conduit à une remarque importante'. 

Sur le cylindre vertical (fig. 31 ), ayant le cercle C pour section droite, est tra- 
cée une hélice H, directrice du cène ayant lepoint «pour sommet et la spirale 
cp pour base. • ' • . . . ■ ' ” . ' 

■ La tangente 6 au pôi ni m de l'hèlice H (ce point m étant 'celui en lequel la gé- 
nératrice «d du cène perce le cylindre où s’appuie sur l'hélice H ) coupera le plan 
de la Spirale en un' point k situé sur la droite T tangente en d à la courbe o. 

Oxj il- est évident que l'arc fp du cercle C est égal à la droite kp, puisque l'Iié- 
Uoe H passe parle point /,en lequel' le cercle C est coupé par la spirale (p. 

Cette remarque nou» conduira à la solution de plusieurs problèmes .: d'abord 
'•Me nous permet de Simplifier la conMruclion de la tangente en un point de la 
spirale hyperbolique , et ainsi qu’il suit. > ' . ' ' ' ' ' 

- Pour construire (fig. 31 ) la tangente. md à la'spirale g, on décrira le cercle C 
avec un raypn ef plus polit que pd, prenant pour centre le poièt asymptote o. * 
Od décrira la développante é du cercle C ayant pour origine te point/eù lequel 
le cercle C coupe la spirale on joindra le point o et le point d^et la droite od 
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coupera le cercle C en un point p; en ce point p oo nièaerala (augentean cercle C, 
laquelle coupera Dormalement la développante 3 au poinirit; en joignant par une 
droite le» poinU k et d, oq aura la Ungente demandée. , .. 

VU. ËUmt donnée une droite T et tm point d «nr cette droite , et nu, point o hors de 
ta droile T, conuruire la epiraie hyperbolique paeeaut par le peint-d, ayant le point o 
pour ptànt aeympiote, et brdrmte Tpour tangente an point dt" > - 

Étant donné ’(yîÿ. 32) le pointe et la droite t et le point dsurT, on tracera 
une suite de cercles C , C’, C", «lu point q comme centre commun ; 

On mènera le rayon vecteur od coupant les.cercles C, C', C", aux poinisp, p'ip'i- 
en ces points on mènera les tangentes kp, k'p[,'k"j/' aux cercle» C, C', C"; ' 

Ce* tangentes couperont la droite T aux point fc, 4'j 

Cela fait : ■ . . ' ’ ' 

On enroulera les droites pk sur le cercle C,'p'4' sur le cerdeC', p"*"sur le cèrfclc 
C" et l’on tracera ainsi les développantes circulaire» 3, 3', 3", lesquelles «xiuperonl 
lenrs développées C, C', C" en les points/,/,/'. ' » ' 

Etoes divers points /,/,'/', ainsi que le point d, appartiendront é une spirale 
hyperbolique 9 ayant le point o pour point asymptote , et ayant la droitc'T pour 
tangente au point d. • ' 

Ce que nous venons de dire nous condüK à un théorème important. 

Tuéorèhe : Si Con a deux courbes \ ei_ B tangentes l'uqë àVauirç en un point itj ; si 
t'qn prend un point o hors de ces courbes et qUe l'on mené par ce point o la droite om et 
me droile on perpendiculaire û om; considérant om comme axe des y et on comme axe 
des J, on pourrd transformer les courbes A et B en deux aittres courbes A, et B, en regarr 
demi te point o âomme pôle où centre commun d'une suite de caries dyant pour i-aypns tes 
ordounées y des courbes A et B, et enroulant sur chaque cercle l'abscisse x correspondante 
de' ces courbes A eiB, et tes courbes A, et B, seront tangentes L’une à l'autre- au p^t m , 
transformé du poinl 

HousdésigncronscemodedelranfbrâKUi^B pAr le nom de transformationpolaire; 
ainsi, par ce mode, nuns pourrons transformer une courbe A, à coordonnées 
rectanguluires, «n . une couil>e A,, à. coordonnée» polaires;- tout comme nous 
avons transformé la droite T (/ÿ. 32 ) en une Spirale liy]>erbolique 9 , et vice «ersd. 
^o^s ferons une application de ce théorème lorsque nous examinerons les pro- 
pi'iétcs dont Jouit la «pirale (f..drc/iiniéde. 

VIII ; Étant donnés deux points et une droite, ctmlthùre la sfûrale hyperbolique ayant 
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Fm de eet poma pour att/mptote et pateantpar l'autre pomt, et a^ut la droite 'flour 
lanpenie. ' ' ' , • • ' i 

On se donne (Jiç. 38 ) les deux points o et / et h droite Tj- on demande de con- 
struite 4a qtirale (f ajanf le point o pour point asymptote et passant par le point J 
et tiingente 4 la droite T. ' / ... 

point O comme oeptr&et avec «/comme rayon , on décrira le cercle D. 

On décrira la développante circulaire 3 ayant son origine en/; la courbe d cou- 
pera la droite T en un pointé ; par le point it on mènera une tangente au cercle D , 
dont le point .de contact sera en p sur ce cercle C ; on mènera le rayon op qui , pro- 
longé, coupera io droité Ten d et la .spirale 9 demandée sera tangente en d à la 
droite T. . 

V 

On,pourra se procurer autant de points que l’on voudra de la spiiale 9 au moyen 
de M'qui a éUidit art. Vil. • ' 

Remarquons que du point i on peut mener deux tangentes au cercle D : l’une kp 
ut l'autre . et que dés lors il 'somblerait que Von peut construire deu.v spirales 
respirant le. problème proposé; mais on ne peut employer celte raugente kp., 
puiaqu'clle pe seraltpss normale i la epurbe é. 

Mais'rem'arqpônd que Is^ développante ducqrçle D'est composée dedèu.v braq- 
cbes J et ÿ et qUe la branché é' coupera- la^roile ’T on dn point k' d’où l’on po'urra 
aussi mener la -tangenteéy-aB cercle D, kV étant normale â la branche /, en sorte 
que le problème proposé parait, à la première vue , n'avoir quedeux solutions ; mais 
il en a réellement un nombre inQni ; et en elTel : la développante ( 3 ; ÿ), disant 
autour du cercle D uiMiombre'inlmi de èévolniions, la droitet la coupera ed un 
nombré'infini .de points, et de chacun d’eux on pourra mener une tangente 'au 
cercle-D, ey chacune de ces tangentes conduira à unospirale hyperbolique résoF- 
vaqt le problème proposé. ' , 

iXv Étant' donnée irene pointe , la- epôoie' hyperMique paesa'nt par deux 

deoes pointe et aqant le Iràmême pour pc^ tûj/mptote, '■ ' ■ "i' 

On doilàe (/lÿ. 34.) lès trois pOintso, /et d-ét l’on prendre p^t'o, poiir^uit 
asyipptdte. '* ■' ' ■■■ ‘ - , ’• • ■* , 

Dû point O comme centre et ave© o/^'r réjrôn , oh décrit le cercle .l5, ' ‘ ' 

On iraoe la' d^elop^nte 4 du oerdè'C ayant pour origine ou pdint idérebrobs- 
semènt le poini /. ' • •" ' -/v. 1 . 

folnt lé point» ené phthl-d par une drélte cé'iipimt le €8»*®? G au peint p. 
oa n<éae la lahgimtnau.céTOié 'C,'ééité iangenté édapc M.développanlé'lt. 
a» pointé; «nrioiliMes poRitf è’ét tf|pià:iinp'l|râiité , et hétté droite M 'sera langeïfte 
an dà la spirale demamJêe.’-'”'^''^"-'''*- ' <'.*f -.i â; 


J 
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Ofl pourra ensuite construire mitant-^ points <^u»T«n: utwi dw -la spirale 
demandée en employant la consiruction indiquée art.'VM. 

" J'insiste sur h remarque suivante : ' ^ 

bes. trois courbes C,'3 et qui passent par le même point / j'onissent dè celte 
propriété, savoir:que si d’un pointé quelconque de la développante 3 , on- mène 
les tangoites kp au cercle C et M à la spirale hyperbolique q>, les deux pointjrae 
contact P et d et le point asymptote o sont en ligne droite.' 


X. Par un point extf rieur, construire la tangente à la spfrale hyperMique. 

Soient donnés (/g. 35) la spirale et son point asymptote o et un point A par 
lequel on veut mener une taugonlc à cctfe spirale. 

Du point o comme centre avec un rayon arbitraire o/, on décrira le cercle D 
foupant la spirale. (j en /. On tracera la développante 3 du cercle D et 'ayant le 
point/ pour origine ou point de tehrous-sçincnt. 

Nous savons que si Ton fait passer jrar le point o une verticale s «r que'J’on 
prenne sut* cette verticale un point t, le cône qui aune sOn sommet en s et pour base 
la spirale sera coupé par le cylindre vertical ayant le"cerclèD pour section droite 
suivant une hélice H ayant pour origine , sur le cercle D , le point / ; en sorte que 
l'héficoïdc développable 2 (pii aura Fhélicc H j'iour arête de rebroussement, aura 
pour trace sur le plan horizontal la dévolopi>ante 3.’ ’ . , ‘ 

€elaposé’: . 

Si nous joignons le point k et |c point s par une droite, il faudra mener' par 
(.'cUc droite kt un plan tangent au ccinc , et ce plaii aura pour trace sur le plan 
horizontal la tangente demandée. . . 

Or, pour mener par la droite kt un plan tangent au céQC,'n faudra chercher 
le point en lequel la droite kt perce la surface hélicoïde 1, et par ce point méner 
â fliélice II la tangente 6 et le plan déterminé par les droites 1rs ct.ê ^ra le plan 
langent demandé, et le p'robliiine sera réSolii. ■ ■ , ' . . ' ■ 

On .voit donc que le problème proposé exige la, ^.lution de ce nouveau pro- 
blème : Trouver le point en lequel une droite perce une surface héticoide diHeloppable. 

La solution de ce problème iT est pas difficile. . ■ 


EtcnefTet: _ ' \ ' 

Désignons par g le pofnt en lequel la drofte ts ou L perce 1a surface hélicoïde 
k droite 9 passant par le point g en tournant autour de Taxe s et restant toujours 
tajujente àl’hélice H, entraînera la droite 1rs ou L, et' cette droite is ou Leq son 
at^fl^emeat tqùrnera autour de l'axe z, chacun de-ses points décrivant des angles 
^ua à ceux que décrit chacun des pointa de la droite 9. . .. ^ 
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£t-lfl point 7 déerif* suria aurface 2 une hélice H' qui aura le même pat que 
l’hélice H. 

La droite és ou L décrira donc une surface bélicoïde gauche 2'. > 

Or : la surface 2' doit être considérée comme engendrée par le mouvement de 
roution delà droite L s'appuyant sur l’are s, sur j’ltélice H', et disant un angle 
constant avec l'axe ‘ ' . , , 

Ell’on 8aitquecettesurfacc2' oslconp<H!parle pluû Imrizontal, ou, en d’autres 
termes, par tout plan perpcitdiculaH% à l’axe x suivant une sfùrale d'Archunèdt. 

Par conséquent, si l’on construit la apicale d’Archimède { passant par le point k 
donné et ayant le point o pour origine, cette spirale i cou|>cra la développante 
3 en un point q, et ce point q sera sur le plan horizontal l’origine do l’hélice 11' 
suivant laquelle les deux surfaces 2 et 2' se coupent. . 

Cette hélico II' se projettera suivant un cercle D décrit du point o conime centre 
et avec <nj pour rayon.. , ; 

Et Je' |)o,int_r, en lequel la droite ok sera coupée par le cercle D , sera la projection 
du point g, .en leqiiel.sa coupent .et la droite de l’espace ks ou L et l’hélice de 
l’espao! H'. 

Si donc ou mène du poiuLrIu droite rp tangente au cercle D, ou H* projection 
de. riiélice H , on aura en rp ou 4‘ la projection de- la droite 9 de l’espace. 

Pur conséquent , la droite opJ -ou ‘G* sera la |>rojection de la génératrice G du 
cône, suivant laquelle le plan 1 , déterra ipé par les droites ,6 et L, est tangent à ce 
cène pot dés lors la droite kd ou H' sera la trace horizontale de ce plan, et par suite 
la tangente demandée à . la courl>e spirale<ÿ. ■ . - • 

D’après ce qui précède, on voit que la solution du problème dépend entière- 
ment du tracé de la. spirale d’ Archimède $. 

Pour tracer celte courbe $, il faudra connsllrê le rapport qui existe eativ! 
l'angle w et le rayon vecteur g, .. • 1 -i - • . ‘ . 

Oc, d’après çc qui h élé,ditj nous savons quecO rapport est le même (]ue celui 

i|ui existe entré h» circorflërencc D el (epau de |■'hélf(^ U. *. 

Ainsi , il faudra connaître le pas de l’Iiélice H. J 

Or, ç’ est CO que nous avoiw appris i faire, art. VI ( /iy. 31 ) - . . ’ . . ^ 

’ • •' A’ • VS 

nn! ; -..r .* V * r 




De la eptrafe hyperbolique cônique. 


Si l'on trace sur un-plan une spirale hyperbolique et que l’on enroule ce plan 
sur un cène de révolution, en ayant soin do placer le point asymptote de la courbe 
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plane «u aoinmet du cône, on obtiendra une courbe à double courbure à laquelle 
on doit donner le nom despirate hyperbolapte conique. 

Il est évident que celte spirale à double courbure'aum le sommet du cdne pour 
pointasymptote et SC projettera sur tout plan perpendiculaire à l’asedececôtie, 
suivant une spirale hyperbolique ayant le point en lequel l'axe est coupé par son plan 
pour point asymptote. 

'Nous. pouvons donc étudier certaines propriétés de la courbe à double cour- 
bure au moyen des propriétés connues de sa projection, et vice rend. 

, Si nous n’avons 'enroulé sur la nappe inférieure du cône que l'une des deux 
branches dont se eomposé la spirale plane , nous voyons que toute courbe à doublé 
courbure pouvant être considérée comme parcourue par un point mobile, lorsque 
ce point, en tournant dans le même sens sur la nappe inférieure du cône, aura 
décrit la branche i(i de la courbe , il tendrai en s’approchant indéliniment du 
sommet du cône, à passer sur la nappe supérieure de ce cône, et que désiors'c’esi 
la seconde . branche de la spirale plane qui devra être enroulée sur cette nappe 
supérieure, pour donner la seconde branche <{i' de la courbe à double courbure. 

CliercJions le lieu des pieds des tangentes à la spirale conique sur le plan Q 
qui', passant par le sommet s du cône, est perpendiculaire' à l’axe jde ce 
cône. ■ , ■ • ' • . . 

Je dis que ce Jieu est un cercle ayant le 'points pour centre: ' . 

Et en effet : , ■ . • 

imaginons (fig. 86) le cône de révolution B' ayant pour axe la droites, et 
prenons le plan Q passant par le sommet s de ce cône et perpendiculaire à l'axe z, 
|H)ur plan horizontal de projection. 

La courbe i{/ tracée sur le cône B se projettera suivant la spirale byperbe- 
lique<{>.\- ' ■ ■ . 

lin point m de i{i se projettera en m*, et la génératrice G' du cône B , laquelle 
passe par le'point m, se pcojettera suivant La tangente 6 en m à la courbe ij/ 
se projettera suivant S* tangente en m* iTif*. . 

Cela posé : • •" . . • ■ , . 

Le plan T langent au cône B suivant la généràtrice G et contepant la tangente 
9 à la courbe sera perpendiculaire $u plan passant par l’axe t- et la génératrice G, 
ou, en d'autres termes, sera perpendiculaire au plan projetant la droite G; par 
conséquent la trace H' de ce pian T sur le plan Q sera -perpendiculaire à G‘; dés 
lors le triangle tu'‘sq sera rectangle en « ; la droite tq sera donc la sous-tangente de 
la courbe Or, pour la spirale hy^rbolique plane la sous - tangente est con- 
stante; r . . < 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
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Théorème i. Lü suifàce développable 1, qui a pour areu de rebroiutement imetpiralr 
hyperbolique conique <^,ett coupée par un plan Q panant par le tontmel du cône de révo-' 
lotion (sur lequel la courbe <^ est tracée) et perpendiculaire à taxe de ce cânesuivonl un 
cercle ayant pottr centre le sommet du cône , et pour rayon la sous-tangenu de la tpiraU- 
hyperbolique plane, projection de la courbe i|i sur le plan Q. 

Ce théorème nous permet de résoudre le problème suivant 
^ • •• • 

PnoBLÈME 1. Constrmre en un point m de la spirale hyperbolique conique le plan 
usculaieur de cetu courbe à double courbure .'^ . • 

Le plan osculateurd'une courbe à double courbure est langent à la surface déve- 
loppable formée par les tangentes de cette courbe, par conséquent le planosculateni 
demandé sera le plan tangent suivant la droite 9 à la surface qui a la courbe ij( ponr 
arête de rebroussement (/ig. 3û); ce plan aura doue pour trace surje plan Q une 
droite L tangente en g au cercle D trace de la surface développable sur ce plan Q . 

La droite L étant perpendiculaire à- la droite sq sera perpendiculaire au plan 
vertical 11 passant par l'axe * et le rayon sq-,et dés lors le plan O osculateur en m 
H la courbe (|/ sera perpendiculaire à ce plan U} le triangle mtq est recUngle en », 
nous pourrons donc donner à la droite »qie nom de sous-tangente de la tourbe 
à double courbure 

. Et dès lors nous pourrons énoncer le ibéoréme suivant : 

■ Th*oré«B 2. Le plan osculateur 0 d’une spirale hyperbolique conique <fi est perpen- 
diculaire au plan passant par la sous-tangente de cette courbe et par taxe du cône sur 
laquelle oette courbe est tracée. ^ 

Çè qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 

pROBLéat 2. Construire le rayon de courbure , en un pmnt d’une spirale hyperbolique 

, .» t ' * • ' *• 

conunke» - , 

Pour le pointm* projection du point m, on construira la tangente 9* à, la spirale 
iji‘ projection de la courbe à doubio' courbure ; on construira le cereje D lieu des 
'pieds des sous - tangentes de la courbe ét en unissant le point q, en lequel 
9* coupe le cercle D , avec le point fn on 'aura la tangente 9 en m à iji ; puis , en 9 , 
on mènera la tangente L au cercle D et le plan O déterminé par les droites Let 9 
coupera le céij£ B sûr lequel <{i est tracée suivant une section conique S qui -sera 
usculatrice en m à la courbe i|i. .• • 

Le rayon do courbure île la courbe 6 sera le rayon de courbure demamié. 

Or ; 1» On sait "construire la tangente -9* à une spirale «ji* donnée par son 

13 
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tra^ (en un mot par une suite de points) et dont onoonnait le point asymptote. 
Voir art. VI (yîÿ. 31) J ' , - . 

- 2.* On sait construire la sons-tangente lorsque la tangente est connue}. 

3* On sait construire le rayon de courbure en an point d'une section conique 
située sur un cône de révolution. > 

Ainsi, l’on peut dire que le preldéme proposé est oompiétement résolu. 

La solution du problème précédent nous conduit à celle du problème suivant: 

' PRObLÉME.3. Conttndre te rayon de courbure en un potel d’une tpirate hyperbêUqu» 
pUme. . . . , • .1 

On peut résoudre ce problème de deux manières diflërenteer 

Premier mode de lobuion. Le plan O (fiy. 36) osculateUren m è la courbe ^ (cette 
courbe étant une spirale hyperbolique conique) est perpendiculaire au plan 
wq , et le plan làq est perpendiculaire au plan ztm ; dès lors le plan O coupera le 
plan xsq, perpendiculaire au plan méridien du cène passant par le point m de la 
côurbe<|<, suivant une droite V qui sera un des axes de la section ooniqueC, section 
du cène par le plan t>. "• 

Cette section conique S aura son autre axe X horizontal , Car la droite Y sera 
ane ligne de plus grande pente du plan O. 

Il sera dès lors facile par les proeédés graphiques de la géométrie descriptive 
de déterminer (en d'autres termes, de' construire) la longueur des axes de la 
courbe 6 et de fixer la position du centre de celte courbe 6 , car c’est le sujet de 
l'une des premières épures que l’on exécute toujours dans le$ cours de géométrie 
descriptive. _ . 

La courbe S se projettera sur le plan Q suimil ane courbe S* ayant pour centre 
la projection du centre de la courbe S , et ses axes seront , l’un égal à celui de e 
dirigé' suivant la droite horizontale X , et l’autre sera la projectipn de celui qui 
est dirigé suivant la droite Y.. Or : la droite Y- se projettera sur le plan Ô suivant la 
droite « 9 .. ' , 

,ll,esl facile de construire le rayon de courbure eii un point vn* d’une section 
conique 6 * dont on connaît le centre et les axes, par conséquent l’on saura con- 
struire le rayon de courbure en m* de la courbe (|>*, puisque ij/* et 6 * sonloscula- 
trices en /«*, et 6 l’étant en m. • . • ' 

Deuxième mode de solution. On propose de construire le rayon de courbure de 
' la courbe:; pour le point d ; la courbe:; étant une spirale bypei'bolique plane. 

Si l’on construit (fig. 27) au cène hélicoïdal qui a pour sommet le point s et 
pour directrice l’hélice cylindrique et circulaire H, un cène O du second degré 
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osculateiir le long de la générairlce-fd, ce cône O sera coupé par le plan de In 
oourbc 7 suivant une section conique y osculatrice en d à la courlte 9 . ■ . 

Le problème sera donc résolu si l’on parvient è construire le cône O. 

Orrai en mêle l'hélice H on construit le plan osculateuri, et si l'on trace dans 
ce plan I le cercle S osoulateur en ni à l'Iiélice 11, le cône qui aura, pour sommet 
lepointsel pour directrice le cercles, sera osculateurau cône hélicoïdal tout le 
long de la génératrice td. 

' On peut exécuter grapU/fiuinent toutes les constructions que nous venons de 
décrire; en un root, on peut faire V épure de toutes ces constructions , et elles ne 
peuvent embarrasser, car on les exécute presque toutes dans les cours de géoméirir 
descriptive. ' - . 

V ^ * 1\ 

.8 IV. . 

I ’ » 

Étant donné un cÿlindre de révolution A , et sur ce cylindre une hélice H , on 
(Murra prendre le sommet s du Cône qui a pour directrice l'hélice H tracée sur 
le cylindre A tout autre part que sur l’axe zdc ce cylindre A. 

. 4* Si l’on prend le sommet s du cône hors de l’axe s, mais en dedans du 
cylindre, on aura un cône hélicoïdal qui, coupé paC un plan Q perpendiculaire 
à l'axe Z, donnera une spiiale i]i ayant toujours une droiic asymptote et un point 
asymptote. La droite asymptote sera donnée par l’intersection du plan Q et du 
plan tangent an cône hélkiUdal suivant sa génératrice parallèle au plan Q. Le point 
asymptote sera l’intersection du plan 0 et de la droite qui , menée par le sommet 
( , sera parallèle â l’axe z ; ■ 

2v Si l'on prend le sommet s suc le cylindre A , la courbe <j< repassera indéii- 
niment par le point en lequel la génératrice, do cylindre A, menée par le point s 
perce le plan Q. '■ 

• Et il est évident qu’eti ce point asymptou d'un nouveau genre , toutes les spires 
de la courbe t|i auront même tangente , laquelle ne sera autre que la tangente en 
ce même point au cercle section du cylindre- A par le plan Q ; 

3“ St l’on prend le sommet s hors du cylindre A , la courlte 1 }/ sera composée de 
deux courbes serpentantes s’approchant indéfiniment (sans pouvoir l’atteindre ) 
du point en lequel. le plan- Q coupe la droite menée par le point s parallèlement à 
l’axe Z du cylindre A. La courbe i|i aura encore, dans ce cas , un point asymptote ; 
et die aura encore une droite asymptote qui sera déterminée comme dans les cas 
précédents. ' . m.,; ' 
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Dans l’an et l’autre de ces trois cas, la ooarbeîjf sera composée de deux brandies 
symétriques. • ■ " ' • • 

Et dans le troisième cas, les deux brandies de la courbe i|i tiendront toucher 
|iar leurs diverses spires les deux droites traces sur le plan Q des plans verticaux 
• tangents au cylindre A et passant par le point s. 

On pourrait couper le cène hélicoïdal par un plan dirigé d’une manière arbi- 
traire par rapport à l’axe du cylindre de révolution sur lequel est tracée l’hélioe 
directrice du cène, et dés lors on voit quel'on peut obtenir une infinité de spiraice 
diilérant entre elles par la forme et même par les propriétés géométriques. 

' Et ainsi , si l’on conçoit une génératrice G du cène hélicoïdal s’appuyant sur 
l’hélice directrice H en un point m, et si l'on conçoit la tangente 0 en m à la 
courbe H; les deux droites G et 8 détermineront un plan P; or, toutes les fois 
que le plan sécant Q, par rapport au cène hélicoïdal, sera parallèle à G et cou- 
pera 8, on aura pour section une courbe spirale ayant une asymptote qui ne sera 
autre que la droite intersection des plans P et Q. 

Si donc le plan Q est parallèle au plan P , la courbe de section n’aura plus 
d'asymptote, ou mieux son asymptote sera transportée tout entière à l’infini. 

'On voit donc que les sections planes du cône hélicoïdal peuvent être divisées 
en deux groupes : ' . ' 

' l** CaooPE. Spirale$ ayant uU point asymptote et une dnnte asymptote. 

2* Groupe. Spbralei n’ayant qu’nn point asymptote. ' 

Mais il est toujours possible de mener un plan parallèle à deux droites qui se 
coupent , on pourra donc toujours mener un plan Q parallèle à deux génératrices 
G et G, du cène hélicoïdal , et dès tors la courbe de section aura deux asymptotes. 

On voit donc que l'on peut obtenir des spiraUi formant un troisième groupe, 
savoir : 

3’ Gaounc. .^iraîrsayant un point asymptote et deux droites asymptotes. 

Dans le cas où le plan sécant Q est parallèle à deux génératrices du cène liéli- 
coidal, H coupe Taxe du cylindre de révolution A sur lequel est tracée l'hélice H; 
et i] est évident, par réciproque, que lorsque le plan Q coupe l’axe de cecylindre A, 
il ne peut être parallèle qu’à une ou deux génératrices du cène hélicoidal. 

Mais Ip plan 0 peut être parallèle à l’axe du cylindre A, alors il est parallèle à 
une infinité de génératrices du cène liélicoïdal, toutes situées dans le plan méri- 
dien M (du cylindre A'), mené parallèlement à ce plan sécant Q. 

Dans ce cas , on obtient un quatrième groupe de spiraks , savoir : , 

4* Groupe. SfuraUt pour lesquelles le point asymptote est à l’infini et ayant 
une infinité de droités asymptotes. 
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Nout allons donner l'équaiion générale qui représente toutes les spirales du 
ues- quatre groupes. 

Prenons l’axe du cylindre de révolution A pour axe des s, et désignons par R le 
rayon du cercle section droite de ce cylindre, et par h le pat de l'Iiélice H tracée 
sq|, ce cylindre.' ' 

I.es équations de l’Iiélice il en coordonnées rectangulaires seront : 


et .«r. '-i 


z’+ÿ‘=R’ ■ 




X = ^ . arc (sin z) , 


(<) 

'Ci) 


Prenons le point « sommet du cène hélicoïdal dans le plan dos sz , les coor- 
dônnérâ de ce point seront x=a, s=b, y=0, et les équations d’une droite G 
passant parce points seront ; ' 

s -’i.=m(z'-a) _ ' (3) 


Cf. 


'.» = *(*—») - V. ‘ . - <*) 


Au moyen de» équations (1), (3^, on petit obtenir les valeurs de x, y, t, 
et Ton aura: ' 

• • . • 1 • ■ . • . • . , Y 


"T* . ’’a ..i.’. \ -HM ± y/ (R*— <f) («•+ 

• .• • , .... ■ ■' a’+ 1 , , 


( 6 ) 


•: .. *w+ *■] ’ H) ^ 

• s ' r • • * ' 

. . Transportant les valeurs de x et adonnées par (6) et (7) dans l’équation (3), on 
aura upc équation en m et a j. et qur sera,: . ... . 

• ■ • - . . ' ' V • ' / ■ 

r-0(n‘4-»)’+?1 ) (81 


t w I 


Ktsi l’on remplace in et n dans l’équation (8) par les valeurs ' • • • 


m » -V — et II : 
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liré«s de» équations (8) et (4), on aura l'équation du cône hélicoïdal : 
• ,» 

' ♦ . • * ,r .1 - • 

fc(j— O) --<»(«— t) ,i»— ô)(g— air qr 


[•- 


= ^$LTC. ÛD r 

• y’+CJÏ— 4ô* 


îjr 




Il suffira de remplacer dans l'équation (9) x, y, t par leurs valeurs connues ; 


\ 

.. ^ Xsï'coa v+y linr CM t-|-p 

. y=afna^ — y' cm y cm (i -f- 9 

' '■ • ’ 

Pour avoir Féquation de la section faite dans le cône hélicoïdal, par.unpian P 
passant par le point de l'espace aj^ant pour coordonnées x=p, y = q, >~r, et 
dont la trace sur le plan des xy fait un'angle avec l’axe des x , coplan P faisant 
d'ailleurs un angle 9 avec le plan des xy. 

Et l'on pourra, par les méthodes employées en anqlyse, trouver les propriétés 
de ces courbes, les tracer, etc. 

Je ne pousse pas plus loin ces recherches , |>aroe qn' étant purement matydqaes, 
elles sortent du cadre que je me suis traoé en écrivant ce chapitre : 

Nous terminerons cependant ce cha]>itre par la remarque suivante.. 

Lorsque l'on coupera le cône hélicoïdal par un plan P perpendiculaire àTaxe i 
du cylindre de révolution sur lequel est tracée l'hélice directrice H , la courbe C 
que l’on obtiendra n’aura les pieds de ses sous-tangentes situés sur un cercle j 
ayant pour centre le point asymptote de la spirale , qu’autanl que le Bonim<.‘t s 
du cône hélicoïdal sera placé sur l’axe z; la courbe 3 sera une courbe particulière, 
et qui variera de forme suivant la position que le soihraét. « du cône occupera 
dans l’ospace par rapport à l'axe z. 

- Mais si J'on considère la courbe-spirale C comme le section droite d’un cylindre 
U , ayant ses génératrices parallèles à l’axee; et si l’on considère le point «comme 
le sommet d'un nouveau cône de révolution V ayant sOn axe parallèle à l'axe z, 
les deux surfaces V et U se couperont suivant une courbe à double courbure , 
qui sera une spirale conique C, ayant le point « pour point asymptote ,* et cette 
courbe C, jouira évidemment de la propriété suivante .» 

La surface développable £, formée par les tangentMà la courbe C,, sera coupée 
l>ar un plan Q passant par le sommet «, et perpendiculaire à l’axe z suivant une 
courbe i,. - . ■ ‘ 
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Or: Il est évideotqua cette courbe dosera ideotique à la courbe d, li«a des pieds 
d«!s suus-tangcntcs de la courbe C. Ainsi , la courbe d sera &ur le plan de la cour- 
be C la projection orthogonale de la courbe d,. 

Et cela aura lieu , quel que soit le demi-angle au sommet du cône V. 

En sorte que si l’on a une suite de cônes concentriques et de révolution V, 
V'i V", ayant dès lors même axe et même sommet, tous ces cônes seront coupes 
|>ar le cylindre U suivant des courbes C, , C,', C.", qui seront les arêtes de rebrous- 
sement de surfaces développables 2, 2', 2", lesquelles seront cou|iées par le plan 
Q suivant une courbe unique d,; ou, en d'autres termes , les surfaces 2, 2', 2", 
s'entrecouperont suivant une courbe d, , qui sera plane, et dont le plan passant 
par le sommet des' cônes concentriques sera perpendiculaire i l'axe de ccd cônes. 


§ V. 


Dt* spirales ayant vnc courbe asytnplotê. 


On peut concevoir des courbes-spirales qui , au lieu d’avoir un point asymptote, 
ont une courbe asymptote i et ainsi des spirales telles qu’elles tournent sans cesse 
autour d'une courbe fermée sans jamais pouvoir, l’atteindre. 

Imaginons un cylindre vertical de révolu'ion ayant pour base un cercle C et 
pour axe une droites. _ _ 

Traçons sur ce cylindre une hélice H, et concevons une sphère S d'un rayon 
plus petit que le rayon du cercle C et ayant son centre situé sur l'axe s. 

Faisons mouvoir une droite G sur l'axe s, sur l'hélice H , et tangentiellemeiit à 
la sphère S. . 

Mous engendrerons une surlace gauche qui sera coupée par un plan Q-perpcii- 
diculaire à l'axe Z suivant une courbe 

Or, il est évident qu’à mesure que le point mde l'hélice II , par lequel la droite 
G passe, s'éloignera de la sphère S, soit en dessus, soit en dessous du centre de 
cette sphère , l'angle que là droite G fait avec l'axe s diminuera, et que dès jors l« 
rayon vecteur de la courbe 9 qui passe toujours. par le pied de l’axe z sur le 
plan Q, diminuera. 

Mais il est évident <|uc ce rayon vecteur ne pourra jamais devenir plus petit 
que le rayon de la sphère S, ear lorsque le point m sera situé à. l’inlini sur l'hélice 
il , la droite G sera verticale et toujours tangente à la sphère S. 

' Ainsi, pour celte courl)C(f , le cercle décrit du pied de l'ale s, sur le plan Q, 
comme ocnlre et avec un rayon égal à celui de la sphère, remplacera le point 
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asymptou de ta S)iin1e hyperbolique; et sera an cerck atyit^Me pour la courbe ^ 
que nous examinons. ' ’ - v . 


, ^ 3* DS L* SPIEALE d'aECBIIIËOE. 

V . , . ^ e , * ■ ■ ■ ' ' ■ I" * 

' On a donné à la spirale'dont l’équation polaire est - ' ' . ; 

’ , ' . . ù=aoi 

P désignant le rayon vecteur ét u l’angle que le rayon vecteur fait avec une droite 
lixe, le nom de spirale <T j^rchiméde , parce que ce savant géomètre est le premier 
qui en ait fait xonnatlrc les propriétés. Aussi , est-cc avec raison qu’on dit qii’il 
en est l'inventeur. 

Si les anciens géomètres avaient connu la propriété caractéristique dti pian 
tangent en un point d’une surfacc^conrbe , savoir ; que le plan tangent contient les 
tangentes à toutes les courbes qui, tracées sur la surface, se croisent au point de contact, 
très-certainement, ils nous auraient laissé des travaux fort remarquables et fort 
utiles sur la géométrie à trois dimensions.' ' 

£t lorsqu'on Ut l’admirable traité d’Archimède sur la spirale, un est tout ému, 
en voyant que ce célèbre et savant géomètre n'a pas deviné rimportancc 'du 
théorème relatif au plan tangent; on regrette qu'il n’ait pas vu, qu'en connnisKint 
-le plan tangent en un point d'une surfhce^ la solution du problème de la tangente 
à sa spirale devenait excessivement simple. £t c'est peut-être ce problème de la 
tangente à la spirale d’Archimède qtii, entre tous ceux résolus par les anciens, 
était le plus près de conduire à la découverte du plan tangent; car Archimède a 
très-bien vu que sa spirale était la projection orthogonale de lacourbe-inlersection 
de deux surfaces, l’une étant un cène de révolution' èt l'autre' un hélicoïde- 
gauchu-(surface du dilet de vis carrée)'. '■ 
le me propose dè rechercher les propriétés^ de la spirale d'Archimède ( qui ; depuis 
le géomètre de Syracuse, ont été démontrées au moÿen de rdno/ÿ*e),' en ne me 
servant que des méthodes de la ÿèom^lriedescriptirn. - '. ' ' *'• 



Il est évident que : si l'on trace-sur un plan P une spirale d'Archimède 7,, et 
(|u'on enroule ce plan P sur un cène de révolution B,' de manière que le pèle 
ou origine de la courbe y, soit placée au sommet s du cône B, la courbe •/. don- 
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nera une courbe à double courbure y, qui sera une spirale d'Arcliimède couique. 

E( si l'on mène un plan Q perpendiculaire à l'axe Y du cdne B, cette spirale 
conique y se projettera orthogonaleracnt sur ço,plan Q, suivant une courbe 
qui sera une spirale plane d'Arcliimède. - 

Ainsi, si l’on conaissail la tangente 6 à la courbe de l'espace y; la projection 
de la droite 9 serait tangente à /. 

. , Or, la courbe y peut être considérée comme une courbe parcourue par un point 
qui', se mouvant sur la sur^Tcc du cône B , décrirait des angles égaux autour de 
l'akc Y en même temps qu'il se rapprocherait du sommet » de quantité^ aussi' 
égaies 

Si donc l’on considère trois génératrices G, G,, G, du cène B, ces génératrices 
faisant entre elles des angles egaux^ on aura dés lors G , G, ==i G, , G,; et si l’on 
copsidére trois points de la courbe y , savoir m sur G^ m, surG, , m, sur G., on voit 
que les distances mm\ m,m,'tde ces trois points au plan Q seront telles que 

ion aura jI'.V . * 

» . • * . * . • 

• - l . » « • . ^ 

Si donc ion^conçoit trois droites K, K,, K. horizontales 'et s'appuyant sûr 
iaxe Y, et passant respectivement par lès points ni,, ces droites seront 

les positions d'une droite mobile se mouvant dans iéspacc ep s’appuyant sur 
iaxe Y et sur la courbe y et restant- parallèle au plan Q ou perpendiculairé à 
iaxe Y; et comme ion a, par, hypothèse , G,'*G,-’== G,, G. j-on aura évidemment 

f.’»» * ♦ 


comme ion a : ' ' 






•t.r 


on voit -que la ■ différence des distances dos droites K et K, au plan- Q, -sera 
égale é la ,diflérèDce des distances des droites K, èt K, é ce mémo plan Q. . . 

La droite K peut donc être considérée comme'cngendrànt une bélicoïde gau- 
clie £ (surface de lilel de vis carré|(*): ‘ . 

Dés lors, pour construire la tangente 9 au point m de y, il faudra construire 


C) Ln mSmm niéôintiamti anront liea ai IV» âtippoae qne ISi drcMtaa K , K'i K", an lien detairr ' 
un angle droit aT^'azet, fontarac cctaxe Y un adgleconatanl eiaim a. \ ' ' 

Alora, la anrfacelHSlicoïda gauebe I «ngendiée par les droite* K sen la aorface du ft(ét 4t ria trian- 
fu/a&t. On peut donc conaidérer la tfirah emiqut d'Arebiioéde connue provenant de l’intenbctioii 
d’un o6ne de rdrtiliitiaa erde rungon rentré dea deux anrilpéa bélicoMea , nvoir ’. /Utt de vil carré ou 
fMdevie trianffiUatr*. *• #' ’ ' 

• 13 
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les plia» ungsnlsen moir ; t* an e6oe B si @ i lliéiieoide gMohe i; et 
f intenectioD de œs den pbae sera ia droite S demandée. ■ > ■ > 

Nous pouvons donc résoudre le problème suivant ; . • * " 

. • . • • ■ ‘ I.' . 

- . A • 

pKOSLtSE 1. Gonttmire la tangente en un point de la spirale conique d’Archimède. 
Soit donnée {Jig. 37 ) une spirale conique ■/ ; et supposons que les génératri- 
ces' k qui s.’appuieot sur l'axe' Y et' sur y , coupent le cyKndre vertical ayant le 
cercle C pour base, (ce cercle C étant aussi la base du cène B) suivant une 
hélice fl. Désignons par À, le pas de l’hélice H;'clpar R, le rayon du cercle C. 

Qn propose de constmire.au point m de la courbe spirale y , la tangente B à 
cette courbe. ■ ■ ' ' ' 

• Par le point m • nous mènerons la génératrioo.G du eéne B et la génératrice 
K de t’bélicoida S, , oette dernière droite coupera l'Iiélice H au point p. ■ -■ 

. Nous mènerons- en p* une tangente H' au*cercle C , cette droite sera la trace 
horizontale du plan T tangent au cène B et le long de la génératrice droite G. 
Cela fait : . . .. . y . 

Pour construire-en m le plati tangent 0 è la surface 1, néus considérerons le 
paraboloide à tangent k 2 tont le long de K ; ce paeaboioide A aéra engendré 
par là droite K , se mouvant horiaontakineot en s’appuyant sur l’axp Y et sut* la 
tangente < en P à l’hélice H. -. • 

{f fandrà donc construire la leogente/, laquelle percera le plan horixontal en r; ' 
et dès lors, la droite K„ qui upit les points r et ce point «* étant le centre do 
Cerclé G où la trace horizontale de Taxe Y, sera la trace horizontale du .pararlx)- 
loîde A. • . ' . . ■> . 

Le 'paraboloide A. peut être considéi'é comme engendré par la droite é,' se 
mouvant sur K et K,;, et parallèlement au plan vertical parallèle à ( et à Y;- 
Dès lors', la génératrice (. ( génératrice du second ^stème du paraboloide 
et passant par le point m , auîa pour' projeclioo Itorizoniale la droito(,\ menée 
par parallèlement à ou t*; el le point x, intersection de k, .et de sera 
la trace horizontale de t.. ' . .. ' ' • 

.Si -donc on- mène par x la droite B*. parallèle à K*, on aura. la trace horizon- 
tale ‘dü plan Q passant par les droites k et t„ ol ce plan O' sera tangent en m à 
la .surlàce £. • . • , . ' • ‘ ‘ ' - 

Si donc ou unit le point z ( intersection de JiT et de 11^.) avec le (wint m , on 
aura la tangente ê , demandée. ' y ^ 

Et en nriissant les points t ét m*, ôn aura Bf ou la tangente au point m!' do la 
spirale d'Archimède y, projccticuij,horizonlale de la'spii ale à double courbuié .yc 
Remarquons que les trois courbés y, / et H se couperont toujours en un inè- 
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me'point a situé sur teccrcle G, et que liés locs', lé point! peut se déterminpr 
de suite, puisque Fon a.; rp* égal à l’arc rcctiGu op* du cercle C. 

PtOBLtiia 2. Étant donnée une tpirqte plane •d’Archimède et ton ptUe ou origine^ 
cont^ve ta wnjjente «• ,.U ï.., 

Soit . donnée (fig. 38) U spirale plane /, son jp^he <*^,et pi;op<>sqn8rnous de 
construire, en iin de 'ses points m*, sa tangente ‘ . 

"En vertu de de qui précédé^' on feéâ. la cônstrUcUon suivSnte’r ' ^ 

p«L |wjni comme centre eiavee os rayon arbitraire on tracera le cer- 
deC, ceûpnt la spirale en un point a. .. 

ÿoln' mènera le rayon vecteur **m‘qui, prolongé, coupera lecercleC âo point p*j 
3° Qn mènera la droite H' tangente en p‘ au cercle C , et déroulat^t l’art op*, 
au moyen de la développante qni a son orïgifie en a ,-on aura le -point, ptsi- 
ttté-ntir H.'. ‘ . , ' ' • • .. . 

4* On joindra les points r et*«' par la droite K,. 

5* On mènera par le point m* la droite parallèle à H' et coupant la droite 

K. au. poin.l ■ i; f - - , 

6*. Par lé point -** oit b| -d roi U^.. parallèle à la droile K‘ qu .au 

rayon vecteur cGUe droite. H* coupera la droite U’ e» un point t. ... : 

7° Enfin, on unira les points 'a at bi‘p^.la droite et on- aura la tangenu.- 
Jlenaapdée, J,^. , < ;•;.♦ '• v i. ..‘•'.•.v. .’ ■. 

< 'Ce qui précède poils coednit aa.tbéorémésitÎTani ■ - ' l - 

• ' . f • ^ • . T* ■ • ' . * 

•TidèoRtoa 1. à fon doane tur un plan -f inetpiralê d’ Archimède dont Cègaat^^ 
soit. ■^p=a.{ ^par.-sompdle S W fnène una.droife y perpe/idiatlaire au plan P-, ti.lfoii 
trace 1* “•* cercle ayant ton centre etSpMe setem rayon égal ê-S) ti.por le . 

point s on mène tote-droite-Q ybrisonl ppeç /Tâe y an' angle a ,•.«< que t ou fasse icmWer 
la droite G autour dey, on àyra an edne-B de rénobitioa et dwt-de demi-angle au sommet 
^tera égal à a.; si ton cottçoHnlt cytindèe'É ayml pour section droite la spirale /, ‘le eglin- ' 
dre A et h edw B'wewperwt iaH/ant ane spIréfe'eMaqae d’Archimède y f H èi fôn 
fait sùnrtwtr ane droite t parallèlement (ta pjm t* «< i’apftuyant sur t’axe j et.'tmr la 
courbe à double courbure y, W anrà sme' ItfUotiidè'yanclîe l-,. cela post^ dit tpie If 
cÿlviére A et la surface gauche 1 te couperont suivant une hélice.H tpti- coupera les génè~ 
ratriett tbdUM duégUndmll tous tm atpjteèyuAd a. • - t- ' 

Uéaigtflmi; par p le réÿîw..yeiiMé^^^ «qyon 'vecteur humolague 

on de 7 , on aura ' ; ‘ ■ *■' ’ ' 

- • 

' p=Epv aifta ^ •• 
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L’équation - = a pourra doue être. mise soua la forme : 


Si je désigne par h la dislaoce du point m de y au plan P passant par le sotmiiet t 


r 




du cène B,on aum.: ’p, cos a==fc. ■ ’ 

. . " , ^ A taog ■ 

On pourra donc ecnre “ consUûle I 

. -Et si noua' supposons que le pointm ait parcouru sur la spirale 7 iHi arc trAcc 
sur la su'rfaee entière du cône B, on pourra remplâce'r - par ^ (A, étant le par 
de rtiélice |1 ■). • 

Et l'onauéa tangas | ; ee qui démontre la propoaiti^ énoncée,'.!. - 

Les considérations géométriqués précédentes nous perrnettem de détnoâtrer 
le théorème suivant I ' * ' ^ . 

' ■ ■ / V ; vi- f ' ■ 

Tbëorême 2 . Dam ta tpirale plane d’Archimède -, ta tou*~Umgente eu conUanUf. 

Étant donnés (Jig. 39) la spirale plane ^ et son 'pèle »*, et'apnt construit en 
un de ses points la tangente S*, et supp^nt.què tdntea les constructions' indir 
quées dans le théorème précédent ^bsiaieni sur la %ùre; si bous menons au 
point la droite N perpendiculaire h la tangente 6*, et ai nous menons piir le 
pôle ** la droite perpendieulaire' au rayon Téc(eorVm*, ces dent droites Ti et 
i^q se couperont en un point q, et il faut démontrer qaé In soiia-tângente i^q est 
constante. ' 

Les deux triangles rectangles «ni^f et p^m*. sont semblables aOiAme-ayanir leurs 
côtés respectivement perpendicBUieeB. - • . ’ ’ ' T- 

On a donc:-' c ,/•. ■ '• :-.r ■ 

- • . ; • ; . an ! «I V • P*- ' ■ * 

■ " ‘ . ~ i • ... .V. j. , 

■V • * , ■•• • ^ - . • • • •» - •• 

-El désignant-la 8oaa-aocttaalepar(riÇO, et k. trayon «acteur par^» on 'pourra 

écrirr- ' ■ ^ . 

d’où 


^ ^ V* ’-l** V,\e, ;• *<( ^> V •,» kf-j <*, 

: i: «iV** P*-* . • 




r. . V* 




(«.N)=sp-5/ 'e ■ .'^1 V .'' 

. ■ -v-- 

ELpour un autre point dé la spiralé 7*, on iura de' lAêinë - ^ 


(a.r):y::mV‘jpV 
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^ ■ 


•• • ' ; ; 

Il faut donc, pour que le ibéorème Mit vrai, que l’on ail : 


fil*' 

j>, ■ 




Or : les dewi trianglOa «*im‘ et «rp' Mnt aetoblablea , ôn a donc : • ' 

. . . ■ • v' ‘ . -• •• 

• Jtm* : **OT* :: rp*^ **p^. - v.- ‘ ' . 

4 . . ' 

Et ccmme jan* est égal i par conatruction ,.on aura, en désignant «V par.R : 

p‘* : P ; : p*r : R . 

Et pour un aulre point m'* de la courbe y‘, on aura ; . ' 

. ’ pV:V»pV:R . ■ • - 


d'où 


P**v . . 

: Od deérailonc avoir pbùr qué le tbéorëiùe ér^cé soit vrai : 

** . - . R.«V' -RmV ■ '■ *■ 

' p*r ’ >‘i> ' • , , 'V/.i- . .. 

ou ■ ' ' 

Or, cétte proportion eat euictQ; car. '(/fg. 37)i;.lr les deux triai^lea rectangles 
prp. et pVp* sont «eœbiables , puisque leùn hypoténuse^ rp et r'p' sont les tan- 
gentes i t’taélicè H; Qadonneqt dope là proportion 

Vf. • V-l'^ ; 

ct i^ les detix triangles reclapglés nMi'p*'êt m'm'*'p'* sont sembrables, p'uisque 
leurs tiypeiénutes mp^ M «t'p'' sont aür lés .génératrices dp oùne Uè révolution , 
ils donnent donc U pK>pîjrU 0 D • ■ . 

■ min^ : p^p* :: iH«t* : m*p'‘ * ' •.■•{3) '. ' 


‘ ' t' — 
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Or, comme pp*=mm* et que puisque les dcoites K el K' généi- 

ralrices de l’Iiélicoïde gauche sonl liorizoUtal^ , on lire des proportions (2) et (3) 
la proportion suivante; 

. . tnV : P*r m'y* ; pV , ^ ‘ , 

qui n’est autre que. la pro(iOTlion (1) dont il fallait démontrer l’exactitude. 

Ainsi , il est démontré que pour la spirale plane d’Arçhimède , la sou«-borinale 
est constante, ou, en d'autres termes, que les pieds des normales sont -situés 
.sur un cercle ayant pour centre le pOle ou origine de la spirale.- 

On peut très-facilement démontrer que si la spirale d’Archimède est telle que le 
rapport entre le rayon vecteur et l’angleiSoH ~ =3a, la sôus-normale estégale.à a. 
Et en effet : ' . . - 

Le deux triangles (jîj* 89) </.s*.m‘ et m‘.s.p* sont semblables. On a donc 


ou ■ 


: «*m* m*p* ; sp* 
(s. N). if, : R — (>î j:m * , 


en désignant la sous-noroMle «f^par(«.N), ’ r. 

le rayon vecteur »*in* f>ar, P , ' ' ' 

le rayon .^p* du cercle Cnx>upant la spirale au. point a, per R. 
Mous ferons remarquer que si le. rayOn .veçteor ** 0 »* èst plus grand _quq |e 
rayon R, on aura p — R au lieii de R. - ’ • - ’ ' 

Et de pinson doit se rappeler qhe par ootntruclio'n xm‘=xp*. 

Dès Ior$ on aura ^ ■ ' T;’ . ' • '■ . '• .T. 





f) 

— .. 
arm 


■ Les deuK lriangles s*.r.p^. et »*.xim*sonl semblaWes,-oBydpiic : j; v ' 

■■ . 't»» - y 

ami* V'^; i‘p^ >1 ' i 

• ..**•* • , 

OU ( en prenant poar origine des angles. &>,' la droite étenV l’orighie dé la 

dévckipBan)e d-flui à servi à là censtrtictioq de, la tangente 9^ ^u point in* deia 
spirale/). ^ I ■ . . 

p *• R« î R ^ ^ .*v ‘ar / e .w* 


On aurft donc : 




Digitized by Google 


— 108 — 


H |Kir soilr 




Or , en prenant la droUe «*a pour origine des angles», l’équation delà iqnrale 
sera : - . - • - . - . .i.,-,.'..- 

. ' , " ■ p=a.« + H ■ • s k 

puisque pour u=v, ond oit avoir pi=R. . V . ■ 

• D’oii k ■ . • . 




—R 


On a donc 


(».N) = o 


ce qu’il fallait démontrer. * ' ; • 

La tangente trigonométriquo de l’angle r**p*, en désignant cet angle par t, , 
aura jwur expression : ^ , . 

■ ' •; • • Vm* p-R ■ ‘ 


La tangente trigonométrique de l'angle zmVi désignant cet angle par i , 
aura pour expression r -• 

■*•-1 - » zaï* nu* A ' 

tang f =— n — -tt = - ' 

, mf.-’, mp a , ^ / 

On aura donc : ' • , . ' 

. tang I, : tang I p— R : P . 

ou ■ . , 

• • tange, : tang i;rwV'^ 

**• . "* ' ••• ••• î ^ I - ' * * • •* 

L’angle » a pour liniit’e zéixtt car Ungenic Irigonométrique,. ayante pour 
expression devient nulle , lorsque P s3 0. „• 

4insi, pour le pèle, la tangente à la spirale se confond, avec le rayon 
vecteur. * j e-' ■. ... • 

I • ' ^ ' n . 

M tangente trigonométrique de l'angle i, a poqr'limite ainsi, au pèlej- la 


tangente trigonométriqtie de l’angle i, a ptour valeur - ;-maU le rayon |t esf arbi- 
^l'raire'; etdès lors, lorsque R sera égal à a, on aura taag i, :s=l ) lorsque R sera plus 
grand qué’o ou la sous-norinalé,' ota abra tang t,5> 1 , et si l’on a R <i7, on aura 
tang c, < 1. • • • •• 
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Mais si l'on suppose que R = 2p , p .étant le rayon vecteur d'un point m‘ 
(/ÿ. 39) , alors on anfa : lange = lange, ; puisque l'on a : ■* 

tang e : tang e, :: R P : P 

r * 

Ceci nous permet de simplifier la construction de la tangente en un point de 
la spirale d' Archimède. • ' • ' / _ 

Car si l’on a (fig. 43) une spirale d'Archimède /, dont on connaît le pèle 
s‘ , et que l’on veuille construire la tangente en un de ses points m* il suffira. ile 
tracer Je cercle C du point comme centre et avec un rayon é^l au double 
du rayon vecteur **m*, et de prendre rp* = arc oj/. ' ' 

_ ^ lût la tangente 9* au point m‘ sera parallèle à la droite r‘r. 

Mous.venons, dans ce qui précède, de démontrer que, pourJa spirale d’Ar- 
chiméde , la sous-normalc est constante. Et cela , en considérant Je point m‘ de 
la spirale plane cotnme la projection d’un point mde la spirale conique (y!ÿ.'37); 
et nous avons supposé que le plan horizontal de projection ne passait pas par 
le point »i. . ■ ’ - , 

Mais, en faisant passer le plan horizontal de projection par le point m (point qui 
dès lors appartiendra à la fois à la spirale plane ét A la spirale conique), la dé- 
monstration du théorème est plus simple. - . . . 

El en effet : • , : i ‘ v. ' . • ■ . • • . . 

Soit donnée (fig. 30 Am), sur le plan horizontal, une spirale d’Archimède £, 
ayant le point o {Kiur origine, menons par Je 'point o la ligne LT tangente en o 
à la spirale; cette droite LT l'origine des anglès ta, et l'équation de la 
courl>e E sera : • ' ' " 

P = aof. 

i . . . 

Considérons la ligne LT comme une ligne de terre; 

Concevons un axe vertical A, ayant le point o pour projection horizontale A^. 

'Menons par le- point o (dans le plan horizontal), lé rayon vecteur om per- 
pendiculaire à LT ; et du point o comme centre et avec em pour rayon , décri- 
vons un cercle C. - _ • , 

.Mous pourrons considérer le cercle C comraeJa base 'd'un- cylindre, de révolu- 
tion , ayant pour axe la droite A . * . ^ 

Si nous faisons mouvoir uhè droite G,, s’appuyant sur la spirale E e| sur 
l'axC i), .et coupant cet axe A sous an angle constant 6, on obtiendra une sur&ce 
liélicoïde (fi.lei de vis. triangulaire), laquelle coupera le cylindre ayant le cceclè G 
pour base ou section droite , suivant une hélice d. ., 

Or, si au point m de l’hélice i on construit la tangente 9 à celte courbe ; et si 
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par le même poial m on mène U générairiee G de rbëliooîde, le plan T langèni 
en m à l’hélicoide paasera par 9 et G ; et ce pian T coupera le plan horizontal , 
suivant une droite qoi sera tangente en. m à la- spirale E. •' - > . <>' 

Il est facile de voir que l'angle 6 étant donné , l'inclinaison a. de l'hélice d. sur 
les génératrices du cylindre dont G est la section droite, dépend de cet angle € ; et 
que réciproquement, rinciinaisonadcl'héKcedétant donm'ü,on cnconclut l’angle 6. 
On peut donc se donner urbitraireinent l’angle , 

Et dés lors, en menant par le point « une droite S* faisant avec la ligne de 
terreLT un angles, coroplêmentaire.de l'angle* , et par le point mjiine droite 9* 
parallèle i la ligne de terre LT, on aura en 9', 9‘, les projections de la tangente 
en m à l’hélice J. * 

Cherchons maintenant lès projections de la droite G>ou mieux la grandeur ou^ 
xmOérlure de l'angle S sous lequel elle doit couper l'axe A. ■ ^ 

La spirale E coupe la ligne de terre en n. 

La droite G, en passant de la position en laquelle elle coupe l'hélice 9 au 
point m en la position en laquelle elle coupe cette même courbe 9 au point n , 
a donc décrit un angle droit autour de l’axe A, on , en d'autres termes, cette 
droite 5 a parcouru sur l’hélice '9 un quart despire. 

La droite G, en passant- du'po'iot m au pointa, a donc parcouru sur l’axe A 
une longueur égale au quart du pat deJ’héliœ 9,. __ 

SI donc, sur la ligne dç terrej on prend ox égale au quart de la circonfé- 
rence C , la droite xy sera égale au jjuarl dujxit de l’hélice 9. 

Cela fait : " . . ^ 

Le plan vertical de projection (puisqu’il passe par l'axe A)conpe : 1* le cylindre 
dont C est la base suivapt deux génératrices droites H et U', perçant le plan hori- 
zontal en les points q et q', qui sont les intersections du cercle C et de la ligne 
de terre ; et 2* lliélicoïdo suivant une génératrice G, , passant par le.point n en 
lequel la spirale E perce la ligne de terre. 

Si donc on prend sur H, ça égal à xypla droite Gi- passera- par tes points i 
et-n'et coupera' l’axe A au point s,, 'et fera avec l'axe A l’angle 6 cherché. ‘ . ’ _ 

Et la droite O qui doit passer par le point m percera l’axe A en un point *, , 
tel que m, sera égal à xy ou au quart du pat do l'hélice 9. 

La droite G étant connue, il suffira de faire passer le plan T par G eî 9, et de 
construire la trace horizontale do ce plan T.. ‘ ' 

Or, poureda faire, i| su tût de mener par le point «,'une droite $t parallèle 
à 6'\ et d'unir le point ((en lequel çette droite' perce la ligne de terre) avoe |e 
point m.; et l'on aura en fm , la tracé horizontale U' du plan tangent en m à ThéJi- 
coide , et par suite la tàngente en m A ta spirale d'Archimède E. 

“a ■ 
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- La construcliOQ'de la tangeale étant effectuée , si l’on luéne la novmaie mp , on 
aura et) op la sous-nonnale. ^ r . •. 

Démontroos maintenant que cette soiu-uonnaie op est égaie i a: ^ ■ 

>' l^es deux triangles rectangles omp et oml donnent 


«H»’ ' Y' 

op = ^ 

;pt ol 


( en désignant ont par 0 ).' . ' ' • ^ ' 

Les deux triangles toi et yxo sont semblables et donnent ; 


d'oii 


oi : Ol ox : xy 
otXox 


ol = ■ 


*» . 


Mais : ♦"o»=;ir.f( puisque le cercle G a ow ou f, pour rajon); .. 

a'^^ ^n.p.cos ^ (puisque le pos fc 'de l’hélice 3 est égal ii 2np cot • 

3” o*= , car les deux triangles sembhJMesosq et o»,n donnent- r 


on — aq 


et coninie 


011 a . 

• > a «. 


ai î oq oi, : ou ’ 

oi.=« -f-, II. -h Jpÿ 
01 : oq : xf : on 


... .k. 


Mais on est égal ii oq^^qn , ei qn s'<)l>lienl ai| moyen tle réquaüaii lî» 

spirale, en prenant Tangle U égal à |0 , \ • 


On a donc 


ar. ■ — . 4tn : . 

fu}= Y ' o"!=p + -j ; ^ 


d'oii 


03 ^ 


r.f.COt» _ , 

2 - i w.p*. cot « 
ira- ‘ 'ltd ■' ^ 

‘r— ,rr?' • - 
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SubstiUiatit lefi valeurs trouvées pour ot» «up et :vy <ians .l'expreftsion . - 


— 09. OX 

Ol = " ^ 

. xy 


oL^. 


1t. 0 

n^éfKooix 
n .^.îDOt 9 a*?*tp.00S a 




on trouvera : 
ou enliu 

. 

et par suite , , • ...... 

• . ’ ■ ■ ■ -■ »*(•') '„ ■ • ■ ■ • 

. . • ' • • 

Ainsi , la sous-normale pour le point m est égale à a. . 

Mais quel que soit le point m, considéré sur la spirale en prenant là ligne 
(le terre perpendieulairo au rayon vecteur om, - les (xmiructions seront toiijours 
les mêmes et l’im retombera majours sur la ligne on, qui dépendra toujours 
de là valeur’de <pi; ou, en d’autres termes, do la dilKrencede deux rayons vec- 
teurs à angle droit; or, dans la spirale d’ Archimède, il esl évident, en vertu 
«le son équation P =061 et en vertu de là construelion graphique de cette courbe, 

' ' • v' ■ ’ 

(|ua cette différence esl constante et égale •. ..... . 

Ainsi , il est démontré que, pour ia spirale d’Archimède, la aous-uormale est 
constante et égale 4 O. . ■ .•.y- _ ■ r- * • 

’ On doit voir que ce qui précède conduit plus simplement au tbéoréim raiatil 
à 4 a souS-normale et donne aussi une construction plus simple de la tapgentt eu 
un point de la spirale d'Archimède. • 

Remarque. L’on peut encore simplifier la démonstration précédente; cat l'an- 
gle «'étant arbitraire;' on peut le prendre égal A un demi-droit, et dès lors 

Wi), on a o;ç = xg, et par suite, o/ =oi; et par conséquent la s<m.s- 
‘normale on ==. ' ' 'Vf - ^ ' 

, L^deux triangles semfainhies osy^et os, n donneront ô,. .,.,4 .‘y 

...... )• - d. r • 

• •. i _ .-J — . ■ , >' • 

, m \ oq :: 0$, : O» 
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Mais , 
et ■ 

Donc, on a : 
d’oH ■ • , ‘ 

d’où 

d'où 

et comme 


•«, = «* + 1», = «*+ i5= O* + = O» + ^ 
■ w=ôî + în = p+ J 

' — —, "P , "O ■■ 

« : P :: m + : p + - 

•»(p+y) = p(o*+ y) ■ 



on a op ou-k souB-normale égale ù' O. 

Ce qui précède nous permet de démontrer le théorème suivant 





TaÉOHÈMC 3. Büatt donnée me tpifaie conii/ve if Afchtmède , ai en un de tea pointe 
on ctmstnûi le plan tangent au cAne,»ur lequel la. courbe ett tracée, et le plan normal 
<) la courbe; cet deux plant te couperont tulvant une normale à la courbe, qui iraper- 
cer le pim mené par le tommet du cône et perpendiculairement d iaxe de ce dpe en 
un pcnnt qui tera titué tur un cercle ayant le tommet du cône pour centre. . ' i ' 

• Si l’on trace sur un plan P une spirale d'Archrméde y,, et le cercle C lieu 
des pieds des normales à celte courbe. _ : • 

Si l'on enroule le plan P sur un cène de révolution B ( ayant aoia de placer 
le pèle de la courbe y, au sommet a du cène B) la courbe plane y, donnera sur 
le cène B une courbe à double courbure y , qui serâ une spirale ooniqUe d’Ar- 
chimède. . 

Désignons par G, le rayon vecteur de la courbe y, , correspondent au point 
m, de cette courbe. Par 0. la tangente et par N, la normale, en oe point 

Menons par a,, pèle de la courbe y,, une perpendiculaire i G, ; la droite N, 
la coupera en un porat n„ qui sera sur le cercle G dont je désigne le rayon 
|«r B. . 
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C«ta posé : ' . . - " ■ 

Décrivons du sommet « du cOne B, comme centre et avec R pour rayon, une 
sphère 6; désignons par G ta génératrice du cène B, sur laquelle se place 
le rayon vecteur G, de y, ; par m , le point de y situé sur G , et en lequel se place 
le point m, de y,. Désignons par T lo plan tangent au cône B, le long do G.. ' 

La tangente S, se placera en é tangente en m à y, et 9 sera dans le plan T. 

Menons par le point m le plan X perpendiculaire à 9; nous aurons te plan 
normal de y pour le point m. Ce plan X coupera le pLm T suivant une droite 
N per^ndiculairc à 9, et le |dan T cou{)cra la sphère 6 suivant un grand cerclé C,. 

Cela posé, si par le sominét * du cône B, nous menons une droite L perpendi- 
culaire à G et située dans le plan T, cette droite L sera perpendiculaire à l’axe y du 
cône B , parce que ce cône B est de révolution. . . 

Et la droite N viendra couper la droite L en un point n. . " •' . 

Or , si l’on déroule le cône B sur sou plan tangent T, la courbe y se trans- 
formera en la courbe y, laquelle aura pour tangente au |*oint m la droite 9, et 
pour normale la droite N , et pour sous-normale la droite m. - ' - 

Et toutes les droites L. seront dans un plan perpendiculaire à l’^xe du cône 
de révolution B, et passeront par le sommet de ce cône, puisque toutes ces 
droites L sont perpendiculaires à. l'axe dti cône B et passent par le sommet 
de x^scône B. • • , . 

' Le théorème énoncé est donc démontre . 

Wous pouvons donc dire : ; 

Alue ( si l’on appelle normale de la courbe tjtirale awUfuey, la droite inter- 
section du plan tangent T au cône B et dn plan normal N à la courbe y) le tira 
de toutes les normales est une surface gauche qui est coupée per lo plan Q, 
mené par le sommet t du cône B et perpendiculairement à son axe, suivant un 
cercle D, ayant le sommet s pour centre et pour rayon la sons-normale de la 
transformée y, de y; y, étant la courbe que l’un obtient en planiliant le cône B. 

Il est évident que ce théop'nne est, pour la tpirale conique, l’analogue de celui 
qui, pour la tpirale plane , s'énonce ainsi : la tout-normale est constante. 

De ce qui précède on déduit ce qui suit : 

Étant donnée une spirale plane y, tracée sur un plan D et ayant un point a, 
pour pôle, et dont la sous-normale est égale à R; si l’on enroule le plan 'P 
successivement sur lc>s Cônes de révolution B, B', B" (ces cônes ayant même 
axe Y et même sommet S'), de manière à ce que les points s et r, se su|>erposcnt et 
que la tangente au pôle *, de la courbe plane y, prenne dans l’espece une posi- 
tion R perpendicuiaire à l’axe Y ; et ensuite de manière à ce que le plan P pre- 
nant les positions U, U', U" dans l’espaoe, ces plan» U, G', ü" étant d'ailleurs 
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tüiigenU respeclivemenl aux cdnes B, B', B", passent par la droita K; akilra/eii 
enroulMit respectNcmeiit «es plans ü, t)', ü''.8urles odn^B, B', B", on ofoti6S(li|a 
lus spirales coniques f, qui jonifom de la propriété suivante, savoir sqiie 
les stirfaces gauches , lieux de leurs normatft s’entrecouperont suivant une courbe 
plane qui ne sera autre qu’on cercle D ajrant le point $ pour somiMt et R pour, 
rayon P et le plan Q de ce cercle D sera perpendiculaire é l’axe Y, ->•- 

Il est évident ( la construction étant exécutée ainsi qu'on vient de le dirè)que 
si l'on mène par l’axe Y un plan méridien quelconque M , ce plan M coupera rés- 
pedivement les courbes y, y, aux points *, x", qui'seroni également disunis 

du sommets commun aux cônes concentriques B,, B'r B". >■ 

•'Mais, si en plaçant le plan P tangenliellemont aux divers eônee B, B'j B" (en 
ayant soin de superposer les points s, et *)('cc plan a des positions V, VÎ, V", 
toiles que la tangente à la courbe y, au pôle s, ne passe pas par ht droite K per- 
(tendiculaire à l'axe ¥, en les diverses positions que celte eourbe y, prend dans 
l'espace, en tant que située successivement dans les plans'V, Y', V", alors un 
plan im-ridicn quelconque M coupera les courlies‘y,':y', à double courbure qtie 
l’on obtiendra en enroulant les plans V, vyv''; respectivement sur les cônee.B, 
B', B",- en des points x, si, x\ qui ne seront point ^lementdistants du sommet 4 . 

Ainsi , dans le premier ca»,, toute spb^ ayant son «entre eu ♦, ceuperit-les 
diverses courbes y, /, y", en des points situés sOr un cercle dont le plan passera 
par l'axe Y ; et dans le second ce* , totite sphère ayanl^n centre eps coupera-les 
diverses courbes y, y, y'S endes points situés sur une conrbeé double courbure. 

Et dans tous les cas, les surfaces ferméee par les normufes aux courbes à double 
courbure y, ■/, y", s’entrecouperont suivant un cercle C du rayon R et situé sur 
le plan Q et ayant son centre au sommet /t - fc; 

• Si l’on enroulait le plan P sur un cône. queicoaque.B, , la courbe 3, suivant 
laquelle se transformerait la courbe spirale plane y,,, ne serait plus Mite «pirofr 
rcmiifue d’Archimède, mais le lien des normale* à cette courbe d serait toujours 
une surlâcegauohe,' et cette surface gauche couperait U. sphère 6 ayant-son centre 
an sommetdu cône B.suivantune courbe à double eoorbore 4 qui ne serait autre 
que l'intersection de la sphère 6 et du cône B, formé par les droites 1 roenées 
par le sommet du cône B, dans les divers plans tangents-T-à «e cône B, et'per- 
peodiculaircnMttt aux génératrices G de cô oôpe B, , lesquelles' génératrices son 
respectivement situées dans les divers plans T. = ; v r ^ . 

■ ■ .. ■.;y, 4 - w •e.ïi r_,- 

" PboblAm 3. £uml tUmnét êur un pkm tme éroiû B, un point m sur «su* droite et 
un poinf-n hore de ceue droite, eomunOre In tpiraie plane d'AreUmède atfonl k point * 
pour pôU, et pauànt ptir le point w et nfont en ce peint m la droite 6 pour na^mtr. i- - 
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Première toUuion. Étant donnés (Jtg. >13 ) t« point le point m^el la droite 
passant par os point , on se propose de construire la spirale plane tt'-ArcliiiDéde 
ayant le point t* pour pAle et passant par le point m* et ayant en ce point 9‘ poiir 
tangente. ■»«)’— - ^ ‘ ^ ’ 

Nous.construirons d’abord ht sous-norniale 

Du point «* comme centre et atbc a'Vy pour rayon ^ nous décrirons le cercle U. 

' Par le point «*, nous imaginerons on axe Y perpendiculaire au plan sur Icqùel 
(H) veut tracer la courbe, et ce plan sera pris pour plan horizontal de projection. 
V Nous pourrons donc prendre une ligne de terre LT perpendiculaire à la sous- 
normale s*^, ou , en d’autres termes, parallèleau rayon vecteur »*m. 

Et l’épure s’effectuera en exécutant graphiquement les diverses constructions 
que nous allons indiquer ] C' 

1* On prendra sur l’axe Y un point t arbitraire, et on le regardera comme le 
sommet d’un cdnc B de révolution ayant pour trace horizontale le cercle C t- 
2* On construira un cylindre de révolution.ayant ce même cercle C pour base 
et la droite Y pour axe^ . , , ^ 

* 3^ On construira le point m Situé sOr le odne B et ayant pour projection 
horizonudo; ' 

. . V Par le peint m oit mènera une droite K horizontale et s’appuyant sur l'axe Y ; 

5* Par le point mon fera passer une hélice H coupant les génèralcices du cylindre 
sous un angle égal à l’angle que la génératrice du^céne B fait avec l'a.xe Y y 
6* On fera mouvoir la'droite K sur t'axç Y et sur l'bélicc H et jtarallèrenieni nu 
plan horizontal; cette droite K engendrera un hélicoïdegauche 2, lequel coupera 
le cAne B suivant une spirale raniqiie d’Archimède dont la projection horizontale 

sera la spiralé demandée. • I 

• . V' >»., /-•' . ■■■■ 

l*iioBi.éUE À. Étant dsnnés trm$ pointé s'^ m r( rif' .( non en ligne droite ) , construire 
ta spirale d’ Archimède passant par tes detu points met m' et cÿant le point 4 pour pôle. 
On joindra ( fig. 44)les poiAts'm et nt'au point s. • ' 

Du point .< comme centre et avec W pour rayon ou décrirauii cercle C coupant 
le rayon vecteur «m au point g. On divisera l'arc qm en n ]>arücs égales et la 
droite qm' aussi en n parties ^les et traçant des rayons X', X", {lassant par les 
points de division r, r^'| de l’arc qm et des cercles C", {lassant par les {loints de 
division q, q", de qm, ces rayons et ces cercles se couperont respectivement en 
des points x, x", qui appartiendront à la spirale ÿ demandé, ctc^ ^ ^ 

' ci que nous venonsdo dire et ce qui a été dilplus boutaq sujet de Jaéunslruc- 
tion de la tangente en un point de la spirale d'Acclûmcde,. nous permet dedôuu'er' 
unie solution plus simple du troisième probiéiiMy. .**''1 \ '• '’t 


V 

> 1 
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.Srtwirfe «ofaiion «fn proé/ime 3, dont l’énoncé mil;' ” ■ ’ 

pROBLÈJiK 3. Êianl doitné$ me droke 0, tm point m tar celte droite et un point o 
hort de cette drmte , construire la spirale d' Archimède ayant le pon|l s pourpdie et passant 
par le point met ayant pour tangente en ce point la droite 9^ 

Du point s (fig. 45 ) comme centre et avec un rayon sp égal au double du rayon 
vecteur sm, on décrira le cercle C coupant la droite 6 au point p, et en ce point p 
un mènera la droite pr tangente au cercle C en ce point p. • , - . 

On mènera la droite «r parallèle à 6 et coupant la droite pr au point r; et au 
moyen de la développante J on enroulera pr sur le cercle C, et on aura le pointa 
(|ui sera sur le cercle C l’origine do la développante j et qui sera nn point de 
la spirale d'Archiiuède ; on retombera ainsi sur le problëme-4. ^ 

De ia eourbe-lieu des pieds des divertee tanyeutee mentes à ià spirale pians fjèrehimède. 

Le triangle rectangle (fig. 40) pmx , dans lequel «m est le rayon vecteur, ma; la 
tangente et mp la normale , nous donne : ' 


... *m =ï pi X • 

Cl désignant tm par ‘p ] tp par N et tx par p. , ju'a pourra écrire : 

:v . ^ .. . 


Or, l’équation de la spirale plane d'Arcbintèdeétant;p=a.(ü. 

Nous aurons pour l’équation polaire delà courbe X', lieu des points x, ou; en 
d'autres termes, des pieds des tangentes à la spirale plane y d’ArcItiniède ; < 


a'.(ii’= N . p, - 


La spirale représentée par cette équation pourra recevoir le nom de spirale 
paratmlique , puisque' son équation polaire a la même forme que l'équation, en 
coordonnées rectangulaires, de la poraèofe. ' 

Il est évident que la droite-origine des angles u de là spirale parabolique sera en 
même temps ta droite-origine des angles u de ia spirale d’Archimède , en vertu de 
la marclie sdivie pour passer, de l’équation de ta spirale d'Archimède (p = au) à 

l'éq'uation ^p,=^ «’'^de la spirale parabtdkpie.' ' ■ ■ , O 
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' D» pUm otculMtur de la epiraleconique d'j&chiméde. 

Oo se donne un cdne B de révolution ; désignons par s son sommet et par Y 
son axe. ‘ ' 

On trace sur le cône B une spirale conique 7 d’Archimé<le; 

On mène par le sommet 1 un plan Q perpendiculaire à l'axe Y ; 

On projette la courbe y en y‘ sur le^llan Q. • 

La courbe y* est une spirale plane d’Archimède, je désigne par M sa sous-nor- 
male. 

L’équation de la courbe étant p=au, la courbe h., lieu des pieds des tan- 
gentes menées à la courbe y‘, aura pour équation p, = ^ u' ; et comme nous sa- 
vons que la sous-normale N est égale à a, l’équation do la courbe se réduira à : 

P, = OW* 

Cela posé ’i* 

Il est évident que toutes les tangentes 9 à la spirale conique y perceront le plan 
0 en un point situé sur la courbe X. 

Si donc nous considérons un point nwie la courbe y, sa tangente 9 pour ce point »i 
percera le plan Q en un point n sitné sur la courbe 

La courbe Vêtant la trace sur le plan Q de la surface développable formée par 
les tangentes de la courbe y, si au point n on mène la droite 1 tangente à X, le plan O 
passant par les droites < et 9 sera osculateur en m A la spirale à double courbure y. 

Dès lors , le'plan O coupera le cône B suivant une section conique E qui sera 
osculatrice en m A la courbe y> ' ‘ 

Ainsi donc le rayon de courbure de E sera le rayon de courbure de y; et si l’on 
projette la courbe E sur le plan Q on aura une section conique E* qui sera oscu- 
lalrke en m* à la courbe / et le rayon de courbure de E*- sera le rayon de cour- 
bure de y‘. 

On voit donc que le rayon de courbure d’une spirale plane d’Archimède 
s’obtiendra -facilement lorsque l'on saura construire le plan osculateur d’une 
spirale conique d’Archimède, et que le plan osculateur sera facile à construire si 
l’on^tait construire la taogenteen un point de la tpirale (pUtæ) paraMiqae. 

- .TCKiii '-nr - ri Y '•r-'f ■ p, parabolique. . >;•' 

.. • n! J e! . - 'io ■ ’■.* . ‘ ' 

A'u moyen de l'aiialjfie on parvient è une propriélé remarquable de la spirale 
purabollt/ue. 

• 15 
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L’équation de cette courbe est, ainsi qu'il a été démontré ci-dessus ; 

(I — Ou' 

L’expression générale delà suus-tangenle dans les courbes polaires est ^ 
Kn désignant la sous-tangente par x on aura pour la spirale poroéo^^tie 


Par conséquent (/ÿ. 41), étant tracée la spirale poniéo/iqite 7. , connaissant sou 
pôle s et la droite X origine des angles u, pour construire en m la tangente à 
cette courbe, il faudra mener par le |)ôlcsla droite Z perpendiculaire sur le rayon 
vecteur smet porter sur Z la droite tq égale à la moitié de l’arc rccliûé mp du cercle 
tracé du |>’de * comme centre, et avec *m pour rayon , le point p étant celui en 
l<‘(]uel le cercle coupe la droite Z ; et la droite qm sera la tangente demandée. 

La construction de la tangente en un point de la spirale parabolique étàni très- 
simple, la construction du plan osculaleur en un point de la spirale conique 
d’iVrcliiméde n’oifrira aucune ditliculté. < 

il existe évidemment pour la tpirple plaae d'Archimède la même propriété que 
|K)ur la spirale plane hyperbolique, savoir : si l’on imagine une série de cènes con- 
centriques et de révolution B, B', B", ayant même sommet i et même axe Y; si l’on 
conçoit un plan Q mené |iîar le sommet « perpcndiculairemenbà Taxe Y, et que 
l’on trace sur ce plan une spirale d’Àrchméde ■/ ayant le point s pour pèle, et si 
l'qn trace la spirale parabolique X lieu des pieds des tangentes de la spirale d’Ar- 
chimède si enfin on ilnagine un cylindre ayant pour section droite la spirale 
et ooupant les cônes B, B', B", suivant des .spirales comqrns d’Archimède y, y', y", 
les surfaces développables , ayant ces spirales h double courbure y, y" pour 
arêtes de rebroussement, s’entrecouperont suivant une courbe plane située sur le 
planQ, et qui ne sera autre que la spirale parabolique X. 

• i PaoBLÊna 5. Étant donnée tme spirale conique d’A r c himèd e tracée sur un cône de 
rèialmion , cmstrtire la tangente d cette courbe pour k point sommet du cône. 

Concevons un cène de révolution B ayant pour sommet 'un poiM a et pour ax<- 
une droite Y. ' 

Coupons ce cône par un plan P perpendiculaire à t'axe Y et à une distance' h 
du sommet s, nous'aiirons sur le pian P un cercle C du rayon R. 

Conoefvons un eylindre A ayant pour axe la droite Y et pour aeclioa droite le 
cercle C. ■ ■ t' •. 
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. Menons par le sOBimet < un plan Q perpendiculaire à -faxe T, o( coupant dés 
lors le cylindre ^ suivant un cercle C. ayant p or centre le point * et son rayon 
étant évidemment égal à R. i> - 

Cela lait : 

Traçons sur le cène B une spirale cmûqnt d’Archimède y ; celte courbe passera 
par le points et coupera le cercle C en un certain point a. 

Si nous faisons mouvoir une droite K parallèlement au plan P, et s'appuyant 
dans son mouvement sur Taxe Y et sur la courbe à double courl)ure y, nons 
savons que la surface gauche 1 qu’eUe engendrera , coupera le cylindre A sui- 
vant une hélice II passant par le point a. 

Cette hélice U viendra couper le cercle C, tracé sur le plan Q en un point a, ; 
et si Ton unit les points s et a, par une droite k,, on aura en K, la position 
qu'occupe la génératrice droite de la surtace gauche £, lorsque cette génératrice 
l>asse par le |>oim « de la spirale conique y. 

Cela posé : 

Rappelons-nous (jig. 37) que la tangente au poipt m de y est l'intersection <iii 
plan tangent au cène B et du plan tangent en m à la surface gauche X 

Rappelons-nous, encore, que le plan lungcnlau cène B-est perpemliculaire au 
plan méridien M de ce cène passant par le point m. 

Dès lors, pour le point i, le plaii méridien passera par l'axe Y et par la droite 
K,, et il coupera le ràne B suivant une génératrice G,. 

Le plan tangent T, au cène B et mené sttivanl G,, contiendra la tangente 
demandée. 

Le plan langent f),, mené i la surface gauche 2 et au point t, contiendra les 
génératrices des deux systèmes se croisant en s et appartenant au paraboloïde 
de raccordement; or, il est évident que pour le point.*, ces deux génératrices 
sont : l’une l’axe Y et l'autre la droite K,.r- 

Le plan 0, est donc vertical et n’est autre que le plan tuéridien M du cène B. 

Ainsi, la tangente demandée ne sera autre que la génératrice G, du cène B. '■ ^ 

Ce qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 

pBOBLèlE 0. Eumi donnée une tpirale plane d’ Archimède et ton pâle, eonttruirr 
ta tmgente au pâle. " ~ 

On donne (fig. 40) la spîéale y et son pèle «, et l'on propose de construire 
sa tangente ti en son pèle «. ' 

On prendra deux points arbitraires m et n sur la courbe; 

Du point * , comme centre et^ayant sai pour rayon (le point m étant plus éloigne 
du pèle « que le point n), on décrira le cercle O. . . 
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' On prendra la ligne de terre LT parallèle au rayon vecteur «la; 

On mènera la droite tUc perpendiculaire à LT, la droite M: représentant la pro- 
jection verticale de l’axe Y. • - 

On prendra un point k arbitraire sur la droite indéfinie iè ; et projetant le pmnt 
m en m', la droite kni sera la projection de la génératrice do cône B, laquelle est 
parallèle au plan vertical de projection. 

On projettera le point l (en lequel le rayon vecteur «n prolongé coupe le cercle 
C)- en r sur la ligne de terre, et la droite kt sera la projection verticale de la 
génératrice du cône B qui passe par le point de la spirale conique dont n est 
la projection horizontale. 

Menant du point n une perpendiculaire à la ligne de terre LT et la prolon- 
geant jusqu’en n sur l'k, nous aurons en ^n' la hauteur du point de la spirale 
conique dont a est la projection horizontale. 

En vertu de ce qui a été dit (problème 5) , on aura la proportion 


D’ou l’on tire : 


arc.m/i : arc mtp.i:' gn : ifc.'» 

arc mA X ik 


'■ ‘ arc nlp 


9 *' 


Ayant ainsi déterminé la longueur de l’arc mlp, on aura le point p sur le 
cercle G; et joignant le point p et le pôle », on aura la tangente t demandée. 


De la forme que doit avoir la epirale plaae d^/trekimide. 


Ce qui précède nous permet de déterminer d'une manière précise la forme 
que doit présenter la Spirale plane d’Arcbimède. 

Si nous considérons la spirale plane comme la projection de la spirale coni- 
que , la forme de la première courbe est une conséquence de la forme de la 
seconde. 

Jusqu’ici nous n’avons considéré que la partie de la courbe i double cour- 
bure y tracée sur la nappe inférieure du cône B , mais lorsque cette courbe 
y est arrivée au sommet » du cône B, elle chemine sw la nappe supérifpiru 
de ce cône B. .. - . ’ - 

Et en effet : 

La courbe y est l’intersection du cône B et de l'hélicoide gauche or, 
o^te surface 2 est indéfinie et coupe et la nappe inférieure et la nappe sup<!- 
ricure du cône B. . " . ■ . • • ■••t 
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La génératrice K de la surface gauche i te meut sur fave Y du c6ue B et sur 
l’hélice II tracée sur le cylindre A ; pour toute |Kisition de K , située au-des- 
sous du plan Q perpendiculaire à l'axe Y et passant par le sommet*, celle gé- 
nératrice K perce la nappe inférieure du cône B, mais pour toute position de 
la droite K, située au-dessus de ce plan Q, celte génératrice K perce la nap|)c 
supérieure du cône B. 

Et il est évident que les deux branches de la courbe y qui se soudent au 
point * ont même tangente en ce point, qui est, comme nous l'avons dit, Ja gé- 
nératrice G, du cône B, située dans le plan méridien M passant par la généra- 
trice K, de la surface X qui correspond au sommet *. 

On voit donc que la courbe y, avant et après le'point «, sera située d’un mê- 
me côté par rapport au plan méridien M, et sera inversement symétrique par 
rapport au plan méridien M, perpendiculaire- au plan M; en sorte que ce 
qui se trouvera à droite par rapport au plan M,'el au dessous du plan 0, exis- 
tera à gauche par rapport au plan M, et au dessus du plan 0- 

D’après cela,* il est évident que la spirale plane oITre la furinc indiquée par 
la fig. 47. • . . 

Le rayon de courbure au pôle ou tommei de la epirale d’yfrchiméde ett nul. 

On sait que lorsque l’on a une surface développable X ayant pour arête de 
rebroussement une courbe D , si l'on coupe cette surface X par une surface 
quelconque A, la courbe C d'intersection a toujours, pour le point d en lequel 
elle coupe la courbe D, un rayon de courbure qui est nul. 

Par conséquent, toute courbe tracée sur un cône et passant par le sommet * 
de ce cône, aura en ce point « un rayon de courbure qui sera nul. 

'. La spirale conique d'Arcliiméde aura donc, pour le'point situé au sommet du 
cône, un rayon de courbure égal à xéro. 

Et comme toute courbe, ayant en un point * un rayon de courbure nul, st^ 
projette suivant une courbe ayant aussi un rayon de courbure nul au point de 
projection de ce point particuliers; il s’en suit que la spirale planed'Archiméde 
aura un rayon de courbure nul en son sommet, ou pôle, ou origine. 

Et dés lors, la développée de la spirale plane d’Archimède doit affecter la . 
forme indiquée par la fig. 48. . 

e wi - 

* - . * 

§ II. ■ • ’ 

C’est RAcmÊTTi: qui le premier a remarqué que la projection de la 'courbe 
intersection d’une surfoce annulaire et d'un conoide ayant même naissance et 


• ; 
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nridme montée ( épure de coupe des pierres, voûte d’oréie en uur ronde) éUH une 
spirale d’Archimède. , , . 

Mais il a démontré que ceite coiu-be-projection éteit une spirale d' Archimède , 
au moyen de r<uu//yte.;_etcela, en combinant l’équation de la surface annulaire 
avec celle de la surface coDoïde. 

Je me propose d’arriver au théorème que l’on doit à Hachette, en ne me 
servant que des méthodes si simples et souvent si élégant!» de la géonvétrie 
ileecriptive. 

Les géomètres ont donné le nom de /moitié à la suriàce gauche engendrée par 
une droite SC mouvant parallèleroenl à un plan , en s'appuyant sur une droite et 
sur une courbe fermée- 

Mais on donne plus particulièreraeni le nom de cnnoide, dans les applications , 
à la surface que l’on obtient lorsque la droite directrice est perpendiculaire au 
plan’ directeur et que la courbe directrice est tymétrique par rapport à un plan 
lassant par la droite directrice; . 

Les anciens faisaient encore une restriction, il fallait que la courbe directrice 
fût un cercle dont le pian était perpendiculaire au plan directeur. 

Cela dit : . 

1° Prenons le plan directeur pour plan horizontal ,'et désignons-le par T. * 

Désignons par A la droite directrice, elle sera verticale, et dés lors perpeti* 
diculaire au plan P. . ' • . . 

Faisons passer par la droite A un plan Q , êl menons un plan N perpendiculaire 
à la fois au plan Q et au plan P; les deux plans Q et N se coùperpnt suhtant imè 
droite Z parallèle à A. . ' ' ' . 

Décrivons dans le plan N un cercle C7 ayant son centi^ situé sur la droite Z 
faisons mouvoir uiiedroite G parallèlement au plan Pet s’appuyant sur le cercle C 
' et l’axe A , nous aurons le ouiotde connu des anciens. 

' 2* ^nons le plan directeur pour plan horizontal et désignons-le par P; dési- 
gnons par A la droite directrice, et supposons -la verticale, ou, en d’autres 
termes, perpendiculaire au plan P. ’ 

Concevons un cylindre A de révolutioh ayant la droite A pour axe èt pour base 
sur le plan P un cercle Ddo rayon R. ’• 

Menons par la droite A un plan Q cCupant le cyliqdre A suivant une généra- 
trice droiteè, et construisons le plan T tangent au cylindre A suivant la généra- 
trice 3. . ’ 

Traçons dans le plan T un cercle B, ayant son cehtre situé sur la droite 3 ; en- 
roulons le plan T sur le cylindre A, la courbe plané B,^,s« transformera «n une 
courbe à double courbure Ë tracée sur. le cylindre A- 
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(•''aiaons mouvoir une droite parallèlement au plan P et s’appuyant sur la droite A 
<H la courbe à double courbure Ë, on aura leconoTde dont on se sert maintenant 
pour former la douelle des passages ou porte» pratiques dans une voûte annulaire , 
et qui constituent ce que l'un appelle la voûte d’arête en tour ronde. 

Démontrons : 1* que si l'on coupe le premitr candide par un plan quelconque N, , 
mais parallèle au plan N , la section sera une ellipse dont l'un des axes sera tou- 
jours vertical et égal au rayon du cercle C ; 2* (jue si Kou coupe le second conofde 
par une surface cylindre de révolution quelconque A , , mais ayant |K>ur axe In 
droite A , la courbe Ë' à double courbure que l'on obtiendra pour section, se. 
développera sur un plan langent au cylindre A. suivant une ellipse E,' ayant tou- 
jours l'un de scs axes vertical et égal nu rayon du cercle E,. 

. e 

1' Iht conoidr à courbe directrice plane.. ^ 

Soient LT la ligne de terre (jîÿ. 19), A’, A* les- projections de la directrice 
droite A. Traçons dans le plan vertical le cercle Ç ayant son centre en o sur la 
ligne de terre et sur A'. Coupons la surface conoïde par un plan N, parallèle an 
plan vertical de projection. ' ' • 

Je dis que la section sera nne ellipse ayant l’un de ses demi-axes vertical et égal 
au rayon du cercle C, son autre axé étant horizontal et égal à py. " 

Et en cITet : ' ‘ 

Partageons le rayon op du cercle C en a parties égales, on aura : 

t 

Joignant le point A' aux points p, y*, o, un aura les projections horizon- 
tales de diverses génératrices droites du conoïde; ces projections coujMjront la 
droite H"', trac**, horizontale du plan N,, en les jsiints p', x'*, y'*, o’, et l'on aura 
évidemment : 

pV‘=i:*V=ÿV 

El les points x', y de l'espace seront respectivement à la même hauteur au- 
dessus du plan horizontal que les points x, y, car les points x et y et y déter- 
minent deux à deux une génératrice droite du conoïde. 

Cela posé ; 

Du point p comme centre, et avec un raypn ^al à p'y', décrivons sur le plan 
horizontal le cercle S, et du point p menons une tangente à ce cercle 6; la droite 
qm sera égale A pç, et si par les points aé., /, o, nous menons des parallèles à 
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la droite pm , ces parallèles diviseront la droite qu> en des points x y' o tels 
«|iie l’on aura ; . • - - . 


Et chacune des divisions mx"* de la droite qm sera égale à l'une des divisions 
px'* de la droite p'q'. . . 

Si ensuite on suppose qyel’on mène par les divers points x, y, du cercle C des 
parallèles à la droite pm,. on formera un cylindre A ayant le cercle C pour base 
sur le plan vertical de projection. 

Ce cylindre A sera coupé par un plan M, vertical et ayant qm pour trace horizon- 
tale suivant une courbe qui sera évidemment identique à la section faite dans le 
conoide par le plan N,, puisque ces deux courbes sont par construction évidem- 
ment superposables. 

Or : la section faite dans le cylindre A par’ le plan M, est une ellipse ayant pour 
l'un de ses axes la droite qm , et l’autre de ses axes étant vertical et égal au dia- 
mètre du cercle C ; donc , etc. 

Do ce qui précède on déduit le corollaire suivant ; 

Supposons que la courbe C (fig. 49 ) est une ellipse ayant son centre emo et or 
et op pour demi-axes. 

Si un conoide a (xtur directrice une ellipse ayant l'un de ses axes horizontal, 
«t l’autre étant dès lors vertical et parallèle à la directrice droite A de ce conoide, 
on pourra toujours trouver un plan parallèle au plan de l’ellipse directrice qui 
coupe la surface suivant un cercle j et pour trouver ce plan, il suSBra d’inscrire 
dans l’angle pK'q (en supposant que pq soit le diamètre horizontal de l'ellipse 
directrice) une droite p'q' parallèle à pç et égale au double du demi-diamètre 
vertical ro de cette ellipse directrice. 


2o Du conoide à directrice d double courbure. 

Soit ET ( tangente en o au cercle D) la ligne de terre (fig. 50 ) ; traçons dans le 
]>lan vertical do projection le cercle E, ayant le point o pour centre. 

Considérons le cercle D comme la base d'un cylindre vertical, dès lors le pian 
vertical de projection sera tangent à ce cylindre suivant une génératrice ayant 
pour trace horizont.ale le point o. Enroulons le plan vertical sur ce cylindre , la 
courbe E, se transformera en une courbe à double courbure E qui se projet(era 
horizontalement suivant l’arc pq du cercle O, cet arc pq rectifié étant égal en lon- 
gueur à p,q, diamètre du cercle E,. ' . . 

Du point A* comme centre , décrivons le cercle D, concentrique au cercle P, 
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et regardons D, comme la base d'un cylmdre vertical N.^ je dis que ce cylindre 
coupera le conoïde ayant la droite A et la courbe E pour directrice suivant une 
courbe qui, planiüée, sera une ellipse. 

Et en eifet : 

Au point d menons ladroite parallèle à LT, cette droite sera tangente eno' au 
cercle D, ; prenons o'p,' égal à l’arc rectifié dp ; prenons dq! égal A l'arc rectifié dq. 

Les trois points p, p', A* sont en ligne droite par construction ; les trois points 
O, d. A* sont aussi en ligne droite par construction; dès lors les trois poitsp,, p,', 
A* seront en ligne droite , puisque les arcs qui , dans deux cercle concentriques , 
sous-tendent un même angle sont entre eux comme les rayons des cercles. 

Si donc l'on considère le conoïde auxiliaire engendré par line droite horixon- 
tale s'appuyant sur la directrice droite A et sur la courbe plane E. , il sera coupt- 
par le plan vertical ayant pour trace horizontal p,' f,' suivant une ellipse d,. Et en 
enrovlant la courbe E, sur le cylindre qui a pour base le cercle D et l'cllipe é, 
sur le cylindre qui a pour base le cercle D, , on aura deux courbes E et é telles 
que si on lait mouvoir une droite horizontale sur E et 9, elle s'appuiera toujours 
aur la droite A et engendrera le premier conoïde considéré; car ce que nous 
avons dit de la droite pft'K^ae transformant en la droite pp'A*se dira de toute 
autre génératrice horizontale appartenant soit au premier, soit au second conokle ; 
donc , etc. . ' . 

_ On pourra dés lors déduire le corollaire suivant : . 

Si la courbe E, était uneellipse ayant pour ses demi-axes , or et op,, onpourrait 
toujours trouver le cercle D, hase du cylindre vertical qui couperait le conoïde 
ayant pour directrice la courbe à double courbure E suivant une courbe qui, 
planifiée, serait un cercle. 

Pour cela, il suffirait de construire la droite dp.' égale à or (égale au demi- 
axe vertical de l'ellipse E,) et traçant avec AV pour rayon le cercle D,, l'arc dp' 
rectifié serait égal i la droite dp.'- 

Bemarque. Dans la solution du premier problème nous avons transformé le 
conoïde en un cylindre. Et dans la solution du second problème, nous avons 
transformé le conoïde è directrice à double' courbure en un conoïde è directrice 
plane. • ‘ 

La transformation de surfaces en d’autres surfaces est un des modes de recherche 
et de démonttration les plus utiles et les plus féconds en géométrie descriptive. 

On parvient ainsi à reconnaître sur une surlace compliquée une propriété 
qui serait restée inaperçue, mais qui devient évidente en la faisant passer de 
la surface simple en laquelle est transformée la surface plus compliquée, sur 
cette dernière surface. - » • 

16 
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La prÿecHoti de 4a courbe mtereecikm de h etaface amuüaire par le eomUâe à direc- 
trice à double eourbure'ett une tpirale d'Arc/iimdde. 

Supposons (fff. 51 ) quo la surface annulaire est engendrée par le cercle C. 
Prenons pour direciriçe à double courbure du conoïdc , une courbe tracée 
sur le cylindre vertical I) et telle que, planifiée, elle donne l'ellipse E,. 

Cberchons lé cylindre «pii coupera le conoïde suivant une courbe qui, plani- 
fiée, sera un cercle de même rayon que le cercle C. 

(Comme les deux surfaces ont même naissance et même montée, les centres 
g du cercle "C et o de l’ellipse E, sont sur le plan horizontal et le demi-axe ver- 
tical de l’ellipse E. est égal an rayon du cer^ on a donc w=a jê.) 

Pour cela, nous prendrons or =or\ nous mènerons la droiie'l*p,' parallèle 
à oA* et' coupant la droite p,A*au point p,'; nous mènerons la droite p,V parallèle 
à LT et coupant. oA* au point o'\ du point A*, comme centre et avec o'A‘ pour 
rayon , nous décrirons le cercle D,, et le cylindre vertical qui a pour base le cercle 
D, coupera le conoïdc suivant une courlic S qui se transformera en on cercle C' 
de même rayon que C. 

Nous pourrons donc’, au lieu de considérer la courbe E comme directrice du 
conoïde , lui sub.sti tuer la courbe j. ' ", 

Or, l’on sait que pour trouver l’intersection de ces deux surfaces (annulaire 
et conoïde), il faut employer une série de plans boriiontaux', coupant la sur- 
face annulaire suivant des cercles et la surface conoïde suivant des génératrices 
droites. i ' 

La construction de la projection horizontale de la courbe intersection des 
deux surfaces données se réduira donc.à ce qui suit : " ' 

Partager le rayon du cercle C en n parties égales par les points 1 , 2,3(4; et 
décrire, du point A* comme centre et avec A*.4, A*.2‘, A‘.3,A*.4, pour rayons, 
tlivcrs cercles. ' ■ • * . ■ ' 

Partager 1,’arc dg’ en n parties égales par les points 4", 2", 3",' 4" (et il est 
évident que chaque petit arc rectifié sera égal à une des parties du rayon gk 
du cercle C). ' » 

Joinilrc le point A* avec les point; 1", 2", 3", 4", par diverses droites; les cer- 
cles et les droites ainsi obtenus se couperont en les points m , ni, m", ni", qui 
appartiendront à la courbe •/ projection de la courbe d’intersection y. 

Or, il est évident par la construction môme que la oourbe •/ est une spirale 
d’Archiinédc , car désignant par p le rayon vecteur (A* étant pris pour pûle) et 
par a l’angle, on a évidemment ^ con.stante.^ ' 

Si le conoïde, au lieu d’avoir une courbe à double courbure pour directrice. 
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avàil une couiite plane; alors la projection de l’iDleraection seiail une courbe 
dont l'équation serait • • • ^ V • • ' v 

P * . * " ■ * 

‘ — - — == constanlr. - • • 

Ung « . . .... 

Et en effet : , , .■ 

Le conoïde aurait pqur directrice le cercle C', on devrait dpnc partager' le 

rayon o'q/en n parties ^ales par les points 1', 2', 3', 4',, et unissant cès points 

auj)üint A‘, on aurait des droite^ui cuu|M|ûuuI les cercles d^its, autour du 

point A* eomme centre, par les points 1 , 2,* en des poinUn, n', n", qui 

formeraient une courbo düTérenle de y». .r. . ^ 

Et il est évident, par la cqpstruction, que les accroissements de la tangente 

ti'igonoroéiriquc de l’angle w sont proportionnels aux accroissements du^rayOïi 

vecteur P- > 

Et il est évident, par la construction elle-même , que l’une et l'autre spirale 

|Kissent par lu point A* qui sera,teur pèle. ^ 

Ainsi , i’épure de la vOùte d’aréle en tour ronde conduit , suivant les données , 

à une spiniic itAroUmède ou ü une tpiraU umgenUÂde ayant le point A* peur 

pôit. . i • 'J , 

‘ ■ ■ Coiufrùrtroii it la lanjente tn un point de la tpiriAi tAnhim/fde. 

' " * * ." * /* . 

Si étant donnée une spirale d’Arcliitnède yf, on peut parvenir à déterminer la 
sor%oe annulaire et la surface conoide A directrice A double courbure étant la 
courbed’intersection y se projette suivant celte courbe y*, la oonstruction de la 
tangente en un point m* de y* ne sera pas difOcile, puisqu'il suffira dq construire 
la tangente au point m de y et qiJe cette tangente- est l'intersection- des plans tan- 
gents au point m : 1° à la surface annulaire et 2° à la surface conoïde. 

Le problème à résoudre est donc celui-ci : 

Éuml dom»ée mu ipirak d’Artkàmidf, eonstriiifv une turface mudikàrt H mut mu- 
face concide tellee qm leur inuneciion te prqjene suivant un arc de la courbe donnée. ■. i 
. Soient donnée (fig. 52 ) la.spirsde ^Arebiaéde / et son pèle s.et un point m‘ 
de cette courbe. . - . • 

On prendra nn poinla arbitiairesur y*, et Ton mènera ladroitesa:. 

On mènera par le pék t deux droites sp etsq, l’une A droite et l’antre A gauche 
dç s», et fanant avec cette droil^ des angles égaux f on s’arrangera peur que 
le point m* soit compris entre les points, pet q en lesquelles ses droites coupent 
la spirale y‘ ). .. ^ 
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Cela fait : du point t comme centre et arec tp pour rayon ,.on dderira un cercle 
(|ui viendra couper la droite tç en g. • 

On décrira du même point $ comme centre, et avec tx pour rayon, un cercle 
<]ui viendra couper la droite 19 en le; il est évident que le point k sera le milieu 
de qg. 

Du point k comme centre, et avec kg pour rayon, on décrira un demi-cercleC, et 
regardant tg comme une ligne de terre LT, le cercle C sera la courbe méridienne 
de la surface annulaire demandée, la verticale passant par le point $ étant l'nae 
de rotation de cette surfiice. ' * 

Cela fait : au point o, en lequel la droite tx coupe le cercle pog, on mènera op, 
tangente en 0 à ce cercle pog-, et l’on prendra op_ =merc op. 

enjoindra lepointp, aupoint«parladroitep,s, et l'on prendraor'égal au rayon 
kg du cercle C. ' , . 

' On mènera p.p/ parallèle à tx et coupant la droite sp, en p,'. 

On mènera p,'o' perpendiculaire à sx, et du point t comme centre et avec to' 
pour rayon on décrira le cercle D,. ' 

On prendra la droite o'p' pour nouvelle ligne de terre LT, et o» décrira du 
point 0' comme centre et avec op' pour rayon le Cercle C', et le cercle C' sera* la 
transformée de la courbe à double courbure j tracée sur le cylindre vertical ayant 
pour base le cercle D' ; le conoîde cherché aura pour directrices la verticale passant 
par le point s et la courbe i double courbure 3 - 

■ ;La construction de la iangente.au point m* de la spirale donnée / n’dfrira 
plus de difficulté pour ceux qui savent ce que l’on enseigne ordinairement /fa»» 
les cours de géométrie descriptive. . . . 

Coiutruction dtïatangtnU m mpoiiU de ta tpiraU UutgenMide. ' ’ ’ ' 

Le problème sera résolu si l’on trouve la surface annulaire' et le conéïde à 
directrice plane dont l’intersection se projette suivant un wc de la courbe 
proposée. ‘ ' . .. 

On fera les mêmes constructions que précédeniment pour obtenir la sur&ce 
annulaire. 

' Ainsi (figi 58 ), on mènera i droite et à gauche dosai deux droites *p, et iq, et 
l’on supposera que les droites sp, et sq font des angles égaux avec la droite tx. 

Lt pour obtenir la sùrfaoecônoidei on fera les constructions suivante : sur .la! 
cordepqqui coupe *x au pointo, on prendraV'^fllr; on Uaeera r'p,' parallèle 
à *xct coupant la.drOite sp, en p/; on mébera p'q perpendiculaire à tx et çou- 
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pant SX en o'; on décrira da.point o' comme centre» et avec o'p,' comme rayon , 
le cercle C', et l’on prendra ce cercle C' pour la directrice plane du conoide. 

Remarque. Étant donné un problème à réaoudre sur le plan; passer dans l'espace 
lu système à trois dimepsions , dont le système sur le plan serait la projection , et 
résqudre le problème sur le sys^e de l’espace, une méthode fort commune 
en ^n^rie descriptive, et ^ facilite très-smivent la solution du prbbllllftr 
propoéétsur le plan. Car^>*iTive souvent que le problème è résoudre sur le 
tysiém^ trojp dimensions est moins difficile ou qde la solution apparaît plus vite 
à respNl^'qup sf l’on voulait s'obstiner à ne considérer que le système -plwt 
propodiS. • ' 

Ptoüs devons foire remarquer : que pour la solution do problème précédent, 
nous avons eu soin de prendre la droite sx qui divisait en deus parties .égales 
ran^pf< 7 Cony>rise'ntre les droites qui rcpréscnuient les génératrices ex(re>ne« du 
conoide (celles qui sont situées sur le plan horisontal ) , telle qu'elle ne passait 
pas par le point ni* de la courbe yS point pour lequel on voulait construire la 
tan^le. Et cela devait être, car l’on doit se rappeler que la courbe-intersection 
d’une surface annulaire et d’une surface conoide, ayant même naissance et même 
montée , se compose de deux branches qui se croisent au point culminant , lequel 
point culminant n’est autre que l’intersection du cercle culnunant de la stirfoce 
annulaire ffde la génératrice droite culminante du conoide. Or, l’on voit que le 
cercle xk{fiy~ 52 et 53) est la projection du cercle culminant de la surface an- 
nuUiré engendrée par le cercle G, et que la droite sx est la projection de la genci- 
ratrice culminante du conoide. 

Et pou&ne point culminant de la courbe-intersection des deux surfaces , ki 
construction Ae la tangente échappe è la méthode ordinaire, puisque pour ce 
point culminant le plan tangent à la surface annulaire est horizontal , ainsi qu.' 
le plan langent â la surface conoide. 

Les deux plans langenU se Qmfondant en sçul plan , la méthode ordinaire ne 
peut conA^re à la construction de la tangente. 

Toutefois, la construction de celte ungente peut être effectuée par diverses 
considérations géométriques. , • 


9 


Camstructiim is làkmyenU au poiiUeulmiùtml ou wiout au point muUipledtla courbo-inieriection 
d'une surface anautaêre et d'une surface conoide ayant mime n ai ss ance et mime montée. 

S ^ • 

Soit (fiff. 5ê) la courbe y* projection de l' intersection de la courbe y, intersection 
d'une surface annulaire et d'un conoide ayant pour di^|Çlrice courbe une oqurlxî 
à double courbure. 
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-(D'après 'les. données particulières de la quesiiiio, le cercle D, sera la base 
(lu cylindre qui 'coupe le conoide suivant une courbe qui, planifiée, donne le 
cercle B,.) . 

On propose de construire la tangente au point m‘ de y* *. 

Pour cela, on fera passer par le cercle X* wnt A.‘ pour centre, et la drqi 
(j^passant par le point V- ^ .. -* ^ ^ ^ 

X' sera la projection d'un cercle ou parallèle, traoé.sür la surface angulaire eX, 
dont le plan sera distant du plan horizontal d’une quantité égale é 
' G* sera la projection d'une génératrice droite du conoide., dis^p^dtt (danbo- 
rizonlal d’une quantité égale à n.V;. et l’un sait que ’ttu'rsqne^lcfi 

cercles Cet b, ont leurs rayons égaux. ^ .15 

Cela fait : • ■ „ . 

On construira là trace horizontale H' du plan T taiigent'à Iq'sorfuce muté-, 
larre au. point m, et la trace horizontale. H*' du plan T, tangent au conoide au 
même point 01. ^ • . . • , . 

, (On sait construire ces traces) ; et en vertu de la construction , on a : . 


rT* 


«y* = n,*^. = «*y. 


' Or , si ' rdn suppose que la surface annulaire a pour courbe tnéridicnne le 
cercle C' au Heu du cercIc C, et que la surface conoide a le cercle B,' de même 
rayon que le cercle C' au lieu du cercle B, , pour iransfurmëo dé* la cour^ à' 
double courbure qui lui sert de directrice courbe, on aura toujours y‘y'=n,\ . 

^r conséquent , les deux nouvelles surfaces se couperont suivant une. courbe' 
-/ qui aura encore pour projection la courbe y* (*). ' 

Dans la construction de la tangente', àû point m‘ de y‘, on aura donc encore 
la sous-tangente du point y égale à la sous-tangente du point a.', tout conune on 
avait la sous-tangente du point y égale à la sous tangente n.^q, pour le point 
N,; et par suite, égale à la sous-taqgente n^q pour lé point n, dont le p<^nt n, est 
le transformé, ' 

'On doit donc conclure de là que, (lans la- construction de la tangente,' les 
deux lignes «y* ct.n*y doivent être égales sans s’inquiéter de leur longueur. 

Et dés lors, la construction de la tangente au point m‘ de y^ ne devient plus 
qu’une construction plane, puis(pi'clle se trouve fndëpendinte des paramétres des 
deux surfaces annulaires et conoïdes. ' ' , . , 

J . • « ] ' 

J -S , 

(*) j*«i p«biW ims note k dan 1« éê la SiKiété ^hUomali^. la aiaiiee àm 

)2 janvier IB33. ** ' . 
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Par conséquent, la oonslruciion qui donne la tangente au point ni', donnera la 
^ tangente en tout autre point de la courbe / et aussi au point projecUo'h du 
point culminant, car la ligure nous démontre que cq point n'est pas un point 
singulier de la courbe x*, son pôle A* est son seu) point singulier. 

Cala dit : ' . . ^ 

Appliquons la construction précédente au point x* de y* projection du |>oint 
culminant a> dey, cette courbe y étant l'intersection desdeus surnices aniiiilairc 
et conoüle de tliroensiops données. . ' 

1* La courbe y* étoM une spirale cT Archimède ; - 

Nous porterons (Jig. 55) Sur le rayon vecteur AV et à partir du (xjint x*, une 
longueur arbitraire x*»', et nous mènerons par ce |)oint »' une droite H' perpen- 
dicuM^c au rayon vecteur A*x*. ’ 

Du point A* comme centre et avec un rayon convetiable nous décrirons un 
cercle D., tel que l'arc pV reaiHé soit égal au rayon yk du cercle C, courbe méri- 
dienne de la surface annulaire. 

Par le' point o' situé sur le rayon vecteur A*x*, nous inèncrons la droite o'Apei- 
pcndiculaire à ce rayon vecteur, et nous prendrons o'A=x**'. , 

Nous join^ons les points A et A* par une droite, et nous ménenms par le 
point X* une droite x*r. parallèle à oTi et coupant la droite A*A en f. ^ 

Par le point r nous mènei-ons la droite H’' parallèle au rayon vecteur^ A‘x* et 
les deux droites H' et II*' se couperont en un point s. 

Enfin , unissant les points s et xè par une droite 9*, nous aurons la tangente 
demandée.^11^ t -• _ ■ 

Nous avons, dans les diverses figures que neus avotis construites , ransurvé là 
même notation eteeliequej'ai adoptée en géométrie descriptioe, pour que le lecteur 
puisse plus facilement m rappeler, en suivant les constructions, les théorèmes 
géométriques' qui servent de l>ase àcesdiverses constructions. 

2" La courbe y* étant une spirale tnnycnldide, 

L,es constructions seront identiquement les mêmes-, senlement ifiy. .VÎ^ l’on 

inscrira dans l’angle une droite p-’p' perpendiculaire à aV et égale an double 

du rayon yk du cercle C , courbe méridienne de la> surface annulaire, 

Armarqae. -Remarquons qiie (fy. 55 et 56) le rayon vecteur A*x* est égal à la 
droite qA‘, c’est-à-dire à la distance du centre du cbrcle méridien de'ta sur-, 
face annulaire à sou axe A de rotation. Nous pourrons désigner cette distance 
par l, ' 

La drolteo'A* est topjours facile à consU-uire, et nous la «lésignerons pai- (i- 
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Et Comme o'h = W est arbitraire, nous, pourrons représenter ces deux lignes 
l>ar d. ' ' ’ • . '* 

Dès lors , les triangles semblables rji^A* et Ao’A‘ nous donnent : 


d'où 

d'où l’on tire : ' 


a:* A* : AV:: a*r: ob' 
I : t a^r : d 


Et si nous désignons pur a l'angle que la tangenir 6* Ciil avee sou rayon vec- 
teur AV, nous aurons : ; - 


Et comme 
on aura 


X > 

lang « = 77 


d.r f 
‘“"8“'=J7/=T 


Par conséquent, a sera égala un angle demi-droit lorsque l'on aura /=/', el 
aussi lorsque le conoide sera tel que le point o' ne sera autre que te point x*. 

Oe qui précédé nous permet de résoudre le problème suivant : ' . 

Étant donnée une spirale d’ArcMméde, tromaer le ptrint de cette courbe pour lequel la 
tangente et le rayon vecteur font entre eux m angle donné. 

- Lorsque (fig, 5A.) nous avons construit la tangente au point d« la spirale 
en nous servant des plans tangents au cpnoïde et à la surface annulaire , le point 
m* n’était point la projection du point culminant de la courbe à double cour- 
bure y. ' - ’ 

Or, pour ce point m‘, en désignant l'angle A*w*ï par « on a : • 

’ »'m‘ ï’w‘ 

tang. »=^- 7 — ou =— T- . 

$z m r < 

Et comine les deux triangles A‘m*r et AVA sont semblables , on a : 

■ m*r ; A*m* n*A : AV ' • ' 

Or, on peut réprésenter A*«i* par p rayon vecteur do point m* de la spirale 
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Oo peut repréaenler AV par R rayon du oerck base du cylindre qui coupo le 
’coDOÏde suivant une courbe à double courbure qui, planifiée, donne un cercle 
de même rayon que le eerde méridien de la surface annulaire. -, 

Et par construction., on a t'nf—ifh. . 

Par conséquent : _ • i.' 


v=4- 


et long t= -, 


Donc, pour résoudre le problème proposé, on considérera la spirale donnée 
roronie la projection de la courbe-intersection de deux surfaces, funecooolde 
et l’autre annulaire, ainsi qu’on l'a fuit ( j(ÿ. 5i2). . ' > 

La œnstruction de lu )Sÿ. 52 elTe<;taée, on. construira un triangle rectangle 
52 bh) xmy, pour lequel l’Iiypotliémise xy fera avec la base l’nngle i que 
la tangente à la. spirale doit faire avec le rayon vecteur. * . ' ’ . 

Ou prolongera ym jusqu’en p, de manière que l’on ait ypc= R, et' menant pq 
pm^llélci nutj on aura en pq la longueur du rayon vecteur. ‘ 

n suffira donc de décrire, du pôle de 1a spirale comme centre et avec un 
rayon égal à pq,.un cercle qui coupera la spirale donnée au point demandé. / . - , 

' Ce qui précèdie permet de donner une nouvelle construction et assea'simpie dé 

là tangente en un point d'une spirale d'Archimède. .. 

• Et en effet : . • • .. . ■ . • 

Ayant construit,. comme {jig. 52), les deux surfaces dpnt l'intersection se 
projette 'suivant la spirale plane donnée 7*, pour mener la tangente au point V, ' 
on mènera le rayon vecteur /m*, lequel coupe'ra le cercle D, ( base du cylindre 
qui coupe le conoïde suivant une. courbe qui se développe'suivant un cercle de 
même rayon que. le cercle méridien de |a surface annulairej.en un point v. 

Par ' le pôle «*, on mènera <‘u perpendiculaire, sur sW , et L'on prendra 
, . . ■ . . . ' ■ 

On unira les points u et o., et menant par'le point m* de la sptralè une parallèle . 
9 A la.droite as , on aura, la tangente demandée. . , ... ' > ' 


$ m. 


La. spirale d’Archimède peut encore être la projection du la courbe inter- 
section d’une, surface rampenlc connue en coupe des pierres sous lé nom de vit 
et d’un côooide ayant pour directrice une courbe. A double courbure 
qui ne se transforme point en une eIKpsc telle que les points de. contact de ses 
• ■■ ' ■ if ■ 
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deux .tangentes verticales sont situées sur un diamètre bori tentai , eenne 
lorsque l’on a une surface annulaire au lieu d'une vis Saint^iles ; mais qui- se ' 
transforme en une ellipse telle que les points de contact de ses deux tangentes 
verticàles sont situés sur un diamètre incliné é l'horixon. ~ . . ■ 

C’est ce que nous allons démontrer. 

Construisons {fig. 57)^ comme dans le cas d'une surface annulaire , la projec- 
tion horizontale. 

Le cercle C , au lieu d’engendrer une surface annulaire , engendrera une sur-^ 
ft’ce rampante. ' ' ' , ' ’ ' 

Dès lors, chaque point x du cercle C engendrera , non plus un cercle borit ontal, 
mais une hélice cylindrique I et toutes les hélices $ auront même pat. 

Le diamètre aa du cercle C , au lieu d'engendrer un plan horizontal , engen- 
_ drera une surface hélicoïde 1 rectangulaire (surface du filet de vis carré). 

L’ouverture du conoïde étant donnée par les droites oi* et or’‘, nous pourrons 
toujours tracer un cercle B tel que l’arc rectifié soit égal au diamètre aa 
du cercle C. _ . . 

Noua construirons le plan M tangent en i^au cylindre vertical ayant la droite 
A pour axe et le cercle B pour l>ase. v . ' 

Le cylindre ayant le cercle B pour base coupera l’hélicoîde ^suivant unebéticé i 
dont on connaîtra l’inclinaison a par rapport au plan horizontal. 'S / 

Bés lors , en menant sur le plan M une droite r,r,' faisant avec une horizontalp 
vr.' l’angle-a, et construisant sur les deux droites : 4* qn verticale et égale au rayon 
du cercle C ; ef 2<> r,r.' telle que l’on a [r^'. cos a = arc rectifié r*r*] i une eIKpse B, 

( ces deux droites'^ et r.r,' étant des diamètres conjugués de cette ellipse E, ) , eq 
enroulant la courbe’E, sur le cylindre ayant le cercle B pour base , on aura une 
courbe à double courbure E qui sel^ la directrice du conoïde, l’axe A étant la 
seconde directrice de cette surface gauche. ■ ' - ' ■ • 

Et il est évident que si l’on coupe Iccoiioide et la surface rampante par une 
suite d’hélicoïdet rectangulaires paràHéles entre elles et à la surlhco 2, on obtien- 
dra'des hélices sur ja surface rampante et des génératrices droites horizontales 
sur le conoïde qui se couperont en des points qui appartiendront k la courbe $ 
intersection des deux surfaces rampante ^ conoïde.. * . ' 

Efpar la construction , on voit de suite aussi que la projection horizontalë' de la 
courbe { sera Identiquement celle .que l'on obtenait lorsque les deux sur&cès étaient 
l'une annulaire et l’autre conoïde, car l’on est couduit & .exécuter> sur le plan 
horizontaf de projection , et dans les deux cas des constructions identiques, 

La méthode géométrique qui nous a permis de démontrer , avec une grande 
facilité et aussi avec simplicité, que la projection horizontale de l’intersection 
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d'uo couoïde avec we turface annulaire ou avec uue surface rampante était une 
xpirale d'Arciiim^e,' nous conduit à le probléne. '■! .. 

■ Et en effet : ‘ . ... 

Etant donnés un plan bonzonlal H et un axe vertical Z perçant ce plan H en 
un point O, nous pourrons faire passer par la droite Z un plan M et tracer dans 
eo pian M une courbe arbitraire 3, et par un point m de d mener une droite X 
liorizontale et coupant^ l'axe Z en tm point 
Nous pourrons ensuite eoncevoii'un cylintmUc révolution A ayant pour axe la 
droite Z et cou[>ant le plan horizontal H suivant un cercle C dont le rayon K 
égal i la distance mx du point m de la courbe d à l’axe Z. . 

Menons un plan T tangent au cylindre A suivant une génératrice L , et traçons 
dans ce pian T'Vnc courbe f identique à la courbe det telle que le point m' de i 
soit l’homologue du pdint m de é; et qu'ainsi menant dans le plan T et par ce 
fiotnt m' une droite horizontale X', les deux droites X et X' se trouvent à la même ' 
hauteur aujdessus du plan horizontal H. 

Et de plus, concevons que la courbe 3' est placée par rapport à la droite X', 
de la même manière <|ue la courbe d est placée par la droite X, et que par consé- 
quent la tangente 6' en m' à la courbe i' fasse avec l’axe X' un angle égal à celui 
que fuit la tangente 0 en in è la courbe 3 avec la droite X. .< 

Cela fait, enroulons le plan T sur le cylindre A, la courbe plane 3' se trans- 
tbrmera en une courbe 3.' qui , tracée sur le cylindre A , se projettera horizontale- 
ment suivant un arc du cercle C. •' ... 

Imaginons maintenant que la courbe 3 tourne autour de l'axe Z , elle engen- 
drera une surface de révolution X. >' 

Imaginons qu'une droite & se meuve, dans l'espace , parallèlement au plan H 
et en s'appuyant à la fois et sur l’axe Z et sur la courbe à double courbure 3.' ; 

' cette droite G.engendrera un coDoïde i|i. - ' 

'Les surfaces 2 et se couperont suivant une courbe { dont la projection sur 
■ le plan H sera une spiralé d’Archimède ayant le' point o pour ptUe ou origine. 

Et en effet ; ai je divisq la droite X en parties égales à partir du peint m et par 
despoinisl, 3,3,4, etc., et si je divise aussi la droite X' en parties égales à partir 
dq pointm', et par des points 1'*, 3', -3', 4', etc. les divisioils de’ X’ étant égales entre 
elles'et aux divisionsde X , en élevant par les fmints 1, 3,3, 4, etc. des verticales, 
elles cou|>erODt la courbe3en des'points ÿ, ,ÿ,, ÿ,, y,, etc., et les verticales menées 
par les points i’, 3', 3', .4', etc. couperont la courbed' en des points y.', ÿ.', y,',.ÿ,', etc. 

Or, il e»t évident que lès droites X et X' étant considérées comme- axe res- 
|)Cctif des absciéses ponr les .courbes 3 et 3', les ordonnées des poinU ÿ; cl y,|, 
y, et y.', etc. seront égaies entre elles. '' 


-, 
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'.Par eoDS^uent, rir iheliant en projection sur Iq plan Q, les cercles décrits 
par les divers points y,, y,, y,, etc.' de la nourlie -d, et les génératrices droites 
du conoïde'iji passant respectivement parles points y,", y.", y", elç. de la courbe' 
é double courbure i,', et qui sont les transformes des points homologues y,', 
y', y,', etc; d^.la courbe plane les projections de ces (wcles et de ces droi- 

tes se couperont en des points qui appartiendront à la'courl>e laquelle 
SC trouvera évidemment construite de la jtème maniëfê que la spirale plane 
d’Archimède. ' *■ ’ » 

On pourrait encore concevoir le plan H, I ase Z, le plan U, la courbe sou 
|K)int m et la droite 'X , et le cylindre. A passant parle point m,. et mener au 
■ cylindre A un plan T langent au point in , et tracer dans ce pl.aoJE.et par lèpoini 
m une droite horizontale X' et une courbe qui passant par iP^ipt m serait 
_ identique à la courbe 3 et placée, par rapport à la droite* X'f comme la courbe i 
l'est par rapport à la droite X. 

Cela fait : concevons que le point m décrive sur le cylindre A-nua hélice $ fai- 
sant avec le plan horizontal H un angle a. - . , 

Nous tracerons dans le plan T et par le point m une droite X,' faisant avec X' 
un .angle «, et par les divers poinu 1', 2', 3', 4', etc. de X', nous élèverons des 
verticales qui perceront la droite \/ en des points f,', 2.', 3,', 4,', etc.-, et -nous 
li-ansformerons la céurbe plane d' (et dans le plan T) en une courbe j", qui .aura 
pour axe des abscisses la droite X,', pour origine le ^nt m, cl dont les 
ordonnées seront verticales et respectivement égales aux ordonnées de la 
courbe 3'. ■ ■ ^ 

' On enroulera celte courl>e 3" sur le cylindre A, ''et Ton aura une oourbn. à 
double courbure 3,". - • • . 

En disant mouvoir la courte 3 tur l'hélice €,<la .droite X resUat toujours 
horizontale -en s'appuyant sur 'l'axe .Z, l’on engendrera une 'surface ram.-', 
parue 2. . . ' - ' ' • ' ' “ - ' 

_ - . En ^faisant mouvoir une droite .G sur l'axe Z et la courte à double éourbui-e . 
et parallèlement au plan horizontal H , l’on engendrera un , contüde 
'Les deux surfaces 2, et t(i, se couperont suivant une courfao^, dont la préjection 
I,* sur le plan H, serh évidemment une spirale d’Archimède.-: 

Tout ce qui précède tteul-s’appiiquer.à la oonsUuction de là (onyentoïde, con- 
sidérée comme étant sur le plan II la projection de l'iuleraeetion d’un conoïde et ’ 
•d'une aiirlace de.réroluiiou ou d’uue surface rampmue. , . 
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y (moelle coiuiruclitm de la tangente en un point de la spirale d’Arrhimètk. 

* * t ■ 

4 * • * ^ 

• Supposons une spirale d’ Archimède complète, et dès lors composée tic sM 
deux branches E et E' ayant au sommet o, la droite oD pour tangente ()ij. 58)' 

'En considérant la droite D comme l'origine des angles u, l’èquation de cette 
courbe sera : • ' ■ ' 

• (,=3a'j) . (O , • _ 

Si l'on prend un point m sur la branche B , et que du point o comme centre 
elLavec le rayon videur om pour rayon on décrive un cercle venant couper la 
droite P au point p, on aura,^ en désignant l'arc mp par x et om (xir oi ' ' - ' * ' - 



a; : P :: !■> : 1 
X — fi. 'jt 


Blet) vertu de l'équation (l), on aura'; 




De sorte que si au point p ol» élève une jjerpendiculaire à la droite D et égale » rare 
rectifié pni on aura le ppiiit^qui appartiendra à une parabole l'cprésenléc ]iarl' équa- 
tion (3) et ayant dès lors son Sommet an point o, origine de la spirale, et étant raj>- 
portée aux deux axes rectangulaires oD cl (oD étant l'axe des p et o/lr l'axe des x ). 
Cela posé : ' ' • ' . , ' '• • _ ' 

Si l’on voulait constToire la tangente 5 au point m de la spirale, on coaslruiéait 
la tangente tau poinltjf dcla parabole, oi'i Irmisformerail cette tangente (eii une 
spirale hyperbolique -/ ayant le point o pour point àsymptqle et cette courbe serait 
tangente en Ma spiralé d'ArHiimèdo, et dès lors construisant la tangente enm 
la spiral» hyperbolique y, on aurait .la tangente demandée 0; et cela aurait lieu en 
vertu du théorème que iimts avons établi lorsque nousavons examiné les diverses 
propriétés géométriqiias dont jouissait la spirale hyperbolique. 

■ Si l'on distingue deux brauciios sur la parabole , l’une oP et l’autre oP', ces deux 
branches étant considérées -comniu se réunissant au sommet o, on voit de 'suite 
que ht branche P sera la transformée de la brandie E de la spjrale, et que la 
branche P' sera la transibrinéc de la sçconde braitehe E' de la même spiràlt;.. 


• « 


P 


— 434 — 


SitnplifieoUon Amt la eoiutmctioa préeédenle ut nuciplihle^ 

‘Considérons (fig. 59) une branche E de la spirale d’Archimède; supposons 
que son origine soit an point o, et que sa tangente eo o soit la droite »D, cl 
supposons que les angles u seront comptés^ dans la direction indiquée par, la 
iléehe y et à partir de la droite D. ' * - i ‘ . 

Celle droile'O coupera une demi-révolution de la spirale E en dqpxJ^uMt 
o el m. . . 

. St l’on Vedl compter les angles à partir de D, mais dans le sens de la'fléclje >/', 
il Qiudra dans l’équalion : 

^ f, = ao> 

remplacer U par (ir-—w).. 

■Et-l’équation de la spirale E sera dés lors : 


Celte équation pour. . . . 
^ pour. . . . 

ou , en d'autres^erihes , pour 
— — • 'pour 


p = a(i: — w') 

u'=o donnera 
u’=i: donnera 

(ü'=Q on trouve 
u'—K on trouve 


(3)- 


p == Oit 

p=* 

le poipt ni 
le point 0 


Transformant maintenant la spirale ainsi que nous L’avons fait, ci dessus , on 
aura pour l’équalion de la transformée : ■ . ' , . 






(<) 


Cette équation (4) est celle d’uiie parabole qqi passe par l’origine o et par 4e 
point m (*); et qui a pour axe des p .la droite D, et pour axe des x'une ^r^ 




en 181.7, loHquQ j'étoip aous-lienteoant ff*artill«rie a récol* d'applieaÜon de MeU ^ que j*ai 
tfouTé cette ^atuforniition remarquable de la-epérale d!ArcbiiDè<fe. ' •• 

Aurâat , alon inapectedr généra] de runitecaltë , étant rena à MeU , )e loi fia -piitdanMaréaiil* 
tata i anaaitdt H me dit' que cette propriété lui était comme, oiaia qiu'il ne. pouvait me dire dana quel 
«lovrage il Parait Ine; mais que trca-certaiiiement pour lui elle notait pas nonrelle. ' 

Et loDgteaips après cette époque , Aaenti n*a jamais pn retroarer déna aa méoioire |e nom de. Pan- 
tâor qkrleprqniararait doiuié-oette tranalbftnatioB. i r , . 

Jfaia , saiia aucun donte, arantlSl? cette tranaTormatioQ était conxiue, poiaqiie Aupéaa me Pa dit ; 
on coofiatl Pinmense mémoire dont ce éarant^était doné. Le nom de l* 0 tUaiir, il est «rài, était oublié . , 
mais Ps»meiice de la propriété géeméfri^ était restéo dan» sa inémoirs. 
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peod^laire & là droite D; ol qui a le point 0 pour origine de see coordonnéee , 
puisque l'équation ( 4 ). eel 'satisfaite pàrx=0 et P r= O. 

. La parabole et la spirale jouissent, pour le point tu; d’une propriété remar- 
quable : iont lanaeaM l'tne à /'aitfre race point m. 

' Eneffet : * ' ‘ • . ' • . - 

Si , sur le milieu f de la droite om , on mène la droite Iq perpendiculaire à om. 
cette droite- sera l'axe inGni de hi paralmle. ' , ' 

Si donc, on prend /q = 2 .nl, en joignant les points 9 et m on aura la tan- 
gente en m à la parabole \ (puisque la sous-tangente est double de Tabscisse 
dans la parabole). ^ . ■ ' - - • 

Si, au point m on mène la normale à la parabole, tr sera là sona-normale. 
Calculons cette sous-normale; on a : ' 


Or: 


et 


• rt . Jq—lm 

im = ;.om t=ai. p = i. Oit 


ù, = 2.f« = ^- 


L'équjUion (S) donnera donc':' 

. Mais en menant op perpendlbiftaire sur om , on aura : 


“1 ® 

;i/=- 


(5)- 


puisque 


■ op =a 2 . /r 
bn=;4.om . ' 


■ On aura donc : op = a. ^ 

• Or, pour le Spirale, la sons-normale est égale à.o en vertu de réqua’tioA'de 
oëtte. courbe, qui est : peso te'). • . ; ' . ; ' 

.' droite pm est donc. normale 4 la spirale; la droite mq est donc tangente à 
cette même apirale. ' • 1. . 

Si maintenant, au liéude prendre la drdite oD pour origine des angles ^i.', du 
prenait la droitè D', l’équation de la spirale .serait alors. : 

-■ . P ^ 0(B te)- ■ . . 

Et l’on volt que, si l'on transformait la spirale .sur lé rayon -vecteur oqi', 


r 
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t.'onimc on l’a fait pour le rajon vecteur om;. il faudrait , dans tous les calculs 
précédents , remplacer t; par B ,, et dés lors on arriverait au même réaidlUv ea<< 
voir; que la parabole ( ayant pour origine le [joint o', pour axe des p.la droite IV 
et pour axe des, a: une perpendiculaire à D' menée ]Kir le point o) paaterait per 
le point m' et aurait en ce point m' même tangente avec la spirale. ■ • ’ 
Par conséquent, ta construction de la tangente en un point m' d'une spirale 
E, dont l'équation n’est point connue {cette spirale étant donnée par son tracé), 
sera la suivante. ■« ‘ - ■ . 

De l’origine o, oomme centre et avec un rayon of égal à la moitié du rayon 
vecteur om', Oh d&’rira un cercle coupant la courbe B au point b. ' , • j *." 

On mènera par le point /' une per|>endicuiaire à. ont', et on portera .sur cette 
perpendiculaire une droite (q égale uu double de l’arc rectifié fb. . 

Kn joignant les points q' et m', on aura la tangente demandée. - ' 


S V.-. • • , - 

Du- lieu géométrique des fogers des sections^ elliptiques d'un voncide droit 

'OU oblique. , , . . • 

• . . . . i ■ 

• * * * . . . " ' . ^ • 
OoncevQHs les deux plans de projection , lioruonial H et vertical V. 

Traçons dans le plan V un cercle G ayant le point o pour cehtre. 

Menons une droite Z perpendiculaire au plan'll: ; • . ..• W- 

' Concevons par. lé centre o un plan borixon'tal M , et par la droite Z un plan N 
l«aralléle au plan V. • : ' . ’ . 

■a:, cercle C pourra occuper sur le plan V Séux positions spéciales par rapr 
port à la droite'Z; ainsi, élevant par le centre.o uqe dwite-Y perpendiculaire 
au -plan V, cellë droim V pourra s’appuyer sur la droite Z ou ne pas là' ren- 
contrer, ' ■ ‘ 

♦ . ^ •* » t 'V 'e,**. **■. • 

' Bn faisant mouvoir une droite G parallèlement au plan H , et s appuyant pen- 
dant son mouvement sur la 'droite Z et ,sur le cercle C, on engendre la surface 
gauebe connue des géomètres sous le- nom de cono'ide. . ' 

.O conoHlesera dit droit, si la droite Y coupe la droite Z. 

Ge'conolilo sera dit’oé/ii'/iie, si la droite Y ne coupe pas la droite Z. ■ ■ ' 

Cela posé : . ' • ' ' • . • ' ' 

On sait, par ce qui a 'été déniontlë précédemment, que si l'on conçoit un 
plan vertical V' parallèle au plan V et tel que les deux pians V et V' scient - 
également (listants de la droite Z, ce plan V'cKJupera le conoîde‘2 suivant .Un. 
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cerde C' de* mène rayon <{ue le cercle C, et que cela aura lieu que le cottoïde soit 
droit ou oblique. 

L’on sait «ussi, que tout plan P parallèle au plan V coupe le conoïde suivant 
une ellipse dont le grand axe est parallèle & la droite K , si le plan P est situé entre 
les plans V et V'; et suivant une ellipse dont le grand axe est parallèle jt la droite I 
intersection des plans de projection H et V, si le plan P est situé au ddà du plan N 
ou du plan V', par rapport à la droite Z.' , . 

Cela posé : 

l| est èvulent que : 1* désignant par E, E', E", etc. les ellipses sections tAu 
conoïde par les plans P situés entre les plans V et V', le lieu de leurs foyers 
sera une courbe plane « , située dans le plan A lequel passe par la droite Z et b* 
centre o ; et cela aura lieu que le eonoïde soit droit ou oblique. 

2’ Désignant par E., É,', E,"', tHc. les ellipses sections du conoïde, par lès 
' plans P situés au delà des plans V et V'; le lieu des foyers de ces courbes sera 
une courbe plane située dans un plan B , qui passant par le centre o du ccr>- 
de C, sera parallèle au' plan horizontal II ; et cela aura lieu que le conoïde soit 
tirait ou oblique. * ■ ‘ . 

On voit donede suite, que la courbes située dans le plan A' sera une courbe 
femée , et que la courbe 6 située dans le plan B sera une courbe composée de 
deux branches inltnies. V- 

1" La courbe s ett une ellipte. 

Et en effet : 

Désignons pari le point en lequel la droite Z est coupée par Je plan b, et 
(tar G et O' les deux génératrices droites suivant lesquelles le conoïde X est coupé 
par le plan B. _ • . 

. Menons Min pian P' parallèle aq plan V et compris entre les plans \ et V', ce 
plan P' coupera la droite ot qui .unit le point J avec Je centrée du oerçle C, eu 
un |M)int p'et la droite G en un point iy'. 

Ce plan P' coupera le conoïde suivant une -ellipse E' qui aura pour demi petit 
axe la droite pYf et -dont le demi grandaxo sera parallèle à la droite Z (c’èslà diru- 
verlical)etégalaiirayon-RduccrcleC. . 

Le foyer /' de l’ellipse E* aura donc pour hauteur au-dessus du plan boriioo- 
lalH, une droite^^ qui. sera telle que l’on aura : i r ■ ' - ’ï ' 



Désignons par p. l’angle que Ja droite£ fait avec la droite oi; par % l’angle que 
la droite G fait avec la droite y'p'. • •*. - •’ 

18 
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Oo ituradànfi le trianfiJe ipV, ■ t 

P g' : sin P :: ip : sin Ji. . . 


P’où l’on tire :) 


— r-, — T*'» H 

sm i 


(i) 


Portant la valeur p'g'(2)<lan8 l’équation (l),'on aura : 

. .—’sin’u ^ 

Pf =R «P -^-TT. • ' 

*m V 


Désignant dans le plan ( Z , o) ou A de la courbe x , p'f par y cl ip par x , On 
aura : 





’ Celle équation (3) est celle d’une ellipse rapportée aux axes Yetjtangulaii^ 
et Z , le point 1 étant l'origine des coordonnées et en même temps ie nenire de 
courbe. Pans le cas que nous venons d’examiner, le conoïde i est oé/igue. 

Si tes angles p et X sont oomplétoentaires, alors la droite p'y. est perpendiculaire 
sur la droite oi , alors le cOnoïde est droit , et l’ellipse ' a a pour équation 

y’ + x" .Ung’p = R’ ' ■ (é) • 


Ainsi , que leeenoide soit droit ou oblique, la courbe x est toujours une ellipse 
ayant le point i pour centre et scs axes' dirigés suivant les droites rectangulaires 
entre elles Z et oi. 

> L’axe dirigé suivant Z est égal i 2R ou au diamètre da oercleC; l’axe dirigé 
suivant oi est égal i la droite oo^ c’esi-é*dire é .la distance des Centres des deux 
cercles Cei C' situés'dan's les plans V et V'. ' ; 

V La courbe .6 e$t une hyperbole. •• ' ' ' 

'El en effet , désignons par i le point ep lequel la droite Z est coupée par le 
plan B, par G et G' les deux génératrices droites suivant lesqiielles le conoïde 2 
est coupé par ce même plan B.'' 

Menons un plan P" parallèle au plan V et situé au delà du plan V otr du 
plan V', ce plan P" coupera la droite oi qui unit le point i avec le centre o'du 
cercreC en u’n point p" et la droite G en un point y’’. 

Ce plan P" coupera le conoïde 2 suivant une ellipse b" qui aura pour demi 
grand axe la droite g"p", et dont le demi petit axe 'sera parallèle à la droite Z 
et égal au rayon R du cercle C. 
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Concevons l'aréte ciritninaMe du conoMe 2, par rapport ali plan horizon(al 
H ; cette arête, désignée par K, sera ta génératrice de contact du conoïde 1 et 
d'ÜH plan tangent à ce conbïde, mené parallèlement au plan B. 

Cette droite K sera dans le plan A qui passe par la droite Z et le centre o du 
cercle C. 

La distance de cette droite K à la droite oi, sera égale au rayon R du'eer- 
cle C. • . " 

Et le plan P" Coupera la droite K en un point (/"; on aura donc i (i"p" s= R. 
Cela posé : . ■ 

8i du point q", comme centre et avec un rayon égal à p"g", nous déerhions 
dans le plan P" un cercle j, ce cercle j coupera la droite p"g" en un point /“' qui 
sera l’un des foyers de l’elfipse E". • . • . i 

Et l’on aura : ' ' ■ ' ■ 

•- • •'.•77^=r-+-/Ÿ' • (5) • 


Résignons par u l'angle que la droite G lait avec ra.droiteot; par ^ l’angle que 
la droite G fait avec la droite g"p"; , • 

On .aura dans le triangle , - • ■ .. 


R’où l’on tîre’:‘ 


p"g" : sin :: ip" : sin l 


/t H n WOK 


(e) 


Portant la valeur p"ÿ" (6) dans l’équation (5) et remarquant que p"g" z3=^Y't 
on aura : ’ T . _ ’ . • ' _ . 

(7) 




Et désignant dans le plan B, ip" par a etf'g" par y, ' 
'■ On aura : ’ ‘ . 




Cette équation (8) est celle d'une liyperbok rapportée aux axés obliques oi et 
tè-, en désignant par ib la droite menée par' le point i ét danp le plan B et parallè- 
lement à la droité p^ÿ". i ^ ' ' 

. Le'point i sera l’origine des coordonnées et sera en même temps le centre de 
riiyperbole. . , ■ ' ’ ' 
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• 5i les angles et X spot complémenuireà, alors on a : • 

a’ . |ang>— =R’ - , ‘ ^ (») . 

Et dans ce cas, l'hyperbole S est rapportée aux axes rectangulaires oi et ié. 
Il est facile de reconnalire que dans les deux cas, les droites G et G' sont les 
asymptotes de l’hyperbole 6. ' ri m 

Dans le oas du conpide oblique, o^'a pour équation de l'byperbole.S l’^ua- 
lion (8). ■ . 

Dans le cas du conoide droit, on a pour l'équation de l’hyperbole 6 l’éqqa- 
tiôn (»).' . ■ . '.r,. . ^ 

Dans le 1*’ cos : les d6ipi>diamètres conjugués dé l'hyperbole 6, spQl dirigés 
suivant les droites ou axes obliques oi et ib et ont pour valeur, savoir : R pour 

l'axe non-transversc dirigé suivant ifr^ et pour l'axé trantverse dirigé 

suivant oi ; et les points en lesquels l’hyperbole est coupée par le diamètre Irans- 
verse,' iié sOnt autres que les centres o et u' des cercles C et C situés' âaiu' les 
plans V et V'. ' ^ T ’ 

Dans le 2* cas : les axes de l'hyperbole 6, sont diipgés snirant Tes d'roktt'ou 
axes rectangulaires ' of et iè et ont pour valeur,- savoir : 2R pour l’axe non- 

transverse -dirigé suivant ib, et ^^^-pour l’axe 'transverse dirigé suivant oi; et 


les sommets de l’hyperbole ne sopt autres-, que les centres o et o' deè cercles C 
et C' situés dans les pbins V et V'. 



Mouveau coHOUlf elliptiqwe. 



En vertu de ce qui précédé, on voit que si l’on é un plan horizontal A; ai 
par un point i.de ce plan A on mène une droite G, faisant. avec ce plaD.it. un 
angle /i';, et qù’on la projette \)rthogoi)aleéaent sur lé' ‘pian A suivait pae droite 
G‘; 8.1 par le point t On mène dans là plan A une droite Z perpendiculaire i G* ; si 
parcelle droite Z on mène un piui X,.fm8anl>«èc la droite G uoangle-X'tonpoarra 
faire mouvoir parallèlement au plan X, une .droite d’une, longueur conatan|p R , 
.et de tpHe manière qup lliuiedç açaoitréo^lite r.^ainweni U droite G , aoa,.autre 
extrémité r's'ajtpuiq , , . , ' 

On engendrera ainaT, urtconoiA c;; qui jouira de là propriété d’^lrè ôoqpépar 
le p)ap A suivant une eUipae E, ayanUe.j^nt t pour oéntN et sea.axes difjgteaui- 
vanÎMdroitèsG'etZ., ,• j. 
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Lib<lemi<axe dirigé suirani Z sera^alé R, et (e dem-iaxé dirigé suirant G* sera 


cgalà:R~,. 

° onj» 


L’angie V pourra être droit, alors la droite mobile R fera constamment un angle 
droit arec la droite G, tandis que, lorsque l’angle X' est aigu,. la droite R fait eu 
chacune de ses positions dauis l’espace un angle diflcreiu avec la droite G . 

Dans le cas o«i l'angle X' est droit, le demi-axe de l’ellipse E dirigé suivant la 
R • 

droite G* aura pour valeur - ■> 

tMji. 

Et l’on voit desuite que la réciproque est vraie, savoir; 

Que se donnant ; 1* sur un plan K une ellipse E ayant son centre en un point j 
et ses axes égaux à 2R et 2É( l’axé 2R coupant l'ellipse E en l.es deux points r et r, 
et l’axe 2L coupant rellipsc E,en les deux points (et t, en sorte que les quatre 
points r,' /, ( et f seront les quatre sommets de l’ellipse E), et' 2* une droite G pas- 
sant par le point i et située dans le plan U, lequel sera mené par l'axe 2L , «t 
dès fors, perpendiculairement au plan é , et 3° un plan X passant par l'axe 2R ; si 
l’oé fait moavoir une droite K parallèlement au plan X et s’appuyant pendant son 
mouvement sur la droite G et sur l'ellipse E , chaque génératrice K aura sa partie 
interceptée par la droite G et le plan A égal à R, .si toBtefois le pian X et. la droite 
G sontdîrigés dans l’espace de manière à satisfaire aux conditions. ci-après: 

Du point l comme centre, et avec un rayon égal à R , décrivons dahs fc plan U 
* un cercle D , la droite G devra couper ou .au moins tquclier ee cercle D,. 

.La droite. G jcoupant .le cercle D en deux points d ettf, le plan X passant par 
l’axe 2R devra être parallèle à l’une ou à L’autre des droites (U,ou<ft. . 

, El en désignant par X le plan parallèle à la droite dl et par X' lé plan parallèle 
à Ig. droite d'il on voit que'la réciproque est vraie, en vertu de la proposil'ron directe 
énoncée précédemment*, car en vertu do la- proposition directe, on sait qu’en 
faisant mouvoir . une droite d,’une longueur constante R parallèlement au plan X 
ot| au plan X’, l’une de sesextré.mijtés parcourant la droite G, et son autre extré- 
mité s’ appuyant, sur le plan A, le conolde 9 (ainsi engendré) sera éoupé par le 
plan A suivant une èH'ipse E’ ayant le point i pour centre et ses axes égaux à 2R 

«»•»*<• ; • .- • . ; • . - • ; ' ' 

Là proposition rÿdpn)7iie:nous démontre que tant que la dreiic G coupera le 
cercle D , il existera deux conoides du système 9 payant une directrice droite G) 
s’entreceapMi suivant la même ellipse E et ayant pour plan directeur, l’un le 
plan X et l’autre le plan X'. 

Et que si la droite G est tangente au cercle D, alors-il n’oxistera qu’un seul 
conoïde 9;, mais alors les deux pla'ns'X et X’se confondent en un seul plan qui est 
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• / ^ 
)«rpOiJiculairc àla droite G dans l'espace, ouv en d'autres termes ; U génératrice 

droite (lu conokle o se meut en s’appuyant sur l’ellipse E et sur la droite G et çn 
coupant cette droite G sous l’angle droit. 

On soit que si l'on coupe jjg cylindre de révolution par un plan oblique à son 
axe G et de manière à avoi^ pour section un^iiilipse E, en faisant uwavoir une 
droite K sur l’ellipse E et sur Taxe G de manière à cequecette génératrice mobile 
K coupe toujours sous un angle constant y l’axe G, on engendré un conoïde y 
t|ui jouit de la propriété que toutes les parties de ses génératrices droites K inter- 
cepli'cs entre l’axe G cl l’ellipse E sont constantes (*). 

Ce conoïde y a un cène dircr/cw qui est de révolution et qui a pour axe l^axe G 
et dont le demi-angle au sommet est égal à •/., 

Si l’angle y est droit, le conoïdcy n'est autre que le conoïde 9 , pour lequel nous 
avons vu ci dessus que la génératrice droite se mouvait parallèlemonl^ un plan X 

](erpendieulaire à là dfrrcrricr droite G.‘ ' 

Il existe donc trois 'espèces de conoïdes distincts entre eux i ' • 

1' Les conoïdes I ayant une droite et une ellipse pour directrices et un plan 
directeur, et pour lesquels les génératrices droites coupent la direotrice droite 
sous un angle constant et qui est droit, et pour lesquels les parties de génératricès 
droites interceptées |var la directrice droite "èt la directrice" elliptique 'ne sont 
|)oiui égales entre cîles, en d’autres termes varient en longueur de générâtriee A 

génératrice; • ' ' ' '■ ' . ^ 

2^ Les conoïdes <j‘ ayant une droite et une ellipse pour directrices et un plan 
directeur, et pour lesquels les génératrices droites coupent la directrice droite 
sous un angle variable'dc génératrice à génératrice, et pour lesquels les parties 
des génératric(is droites interceptées entré la directrice droite et la directrice 
elliptique sont consiantes'el égales à l’un des démi-axes de l’ellipse direfctrk» ; . 

3* Les conoïdes ayant une droite et une ellipse directrices et un cône direeiehr, 
et pour lesquels les génératrices droites coupent la directrice droite sous un angle 
cxinstant; ét pour lesquels lès parties des génératrices droites interceptées entre 
la directrice droite et la directrice elliptique sont coiïstantcs , sont -toutes égales 
entre elles. 

Nous avons démontré précédemment que les' conoïdes du système 2 jouissent 
d'une propriéte quresircmarq[uable, Savoir que tous les plans poralléles auplan de 
rdlipsc directrice coupent ces conoideS suivant dés ellipsesqui ont un axeeonstant . 


^oyes mon rapport biA. compas k elUps» 'l fiaràdeUe fiït , imprime da«w le nâlletin de U 
Société dVncourayemeiit pour l’industrie nstionale 1 loniê <0* (arrit ^ 
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Cette propriété, pour lc« conoïdes du genre 1 , n’est qu'un cas particuJior 
d’une propriété plus générale, savoir t que si l'un coupe un conoïde du sys- 
tème 2 ou du système 9, par des plans parallèles entre «ux et â la directrice 
droite Z , les courbes de sections seront des courbes de inèiue nature et du 
même genre. 

C'est ce que nous allons déniontror. 

Coqpevons I* un plan V sur le<iuel pn a tracé une courbe arbitraire C; 2* un 
plan H coupant le plan V suivant une droite 1 et sous un angle arbitraire a; 
3* une droite Z, dirigée d’une manière arbitraire par rapport au plan H et cou- 
pant ce plan en un point A, mais cette droite Z étant dirigée parallélehieniau plan V. 

Imaginons une droite G se mouvant parallèlement au plan U en s’appyyaiit sur 
la droite Z et la courbe C. ‘ . * < 

Un engendrera un oonoïde S.' dont le motle de génération est le même que ce- 
lui des conoides elliirtiques 1 . , . 

Menons un plan Q (larallèlc au p|an V; ce plan Q coupera le conoïde £' sui- 
vaot une courbe E. .. ■ ■ 

Je dis, que l'on pourra toujours construire un cylindre A, ayant la courbe C 
pour dirtctrice, et tel qu'il soit coupé par un certain pian (J, suivant une courbe 
E, identique avec la courbe E; en d'autres termes , je dis que les courbes K et 
E, ^ont superposables.- . 

Et en effet X , _ _ • - ■ 

Coiiccvons une suite de génératrices droites G, G', G", G"',,.... de la surlace 

; menons par la droite Z- et cliacune de oee génératrices un plan, nous aurons 
les plans sécants X, \\ qui couperont- le plan II suivant les droites 

K, X', K", K"'r lesquelles passeront tontes (lêr le pointé et eou|>cront fa droite 

I aux pointsp, p', p", p'", et couperont ta droite J fnlersection du plan H et 

du pian Q, -aux points 9, q', 9", q.'"..... ■ ' . . . 

Or, il est évidenLque si les points p, pi-, p", ...... sont -également espacés en- 
tre eux-, les points 9, 9', 9", seront aussi également espacés entio euj, et 

qu’une division pp de I sera i b division correspondante 99' de J , comme hp et 
A9 eu comme Ap' et ftq', etc. sont entre elles. . . 

Il est encore évident, que les plans X , X" couperont 1* le plan \ 

suivant des droites P, P', P",..... parallèles entre elles et éou|ranl la courlie G 

en les* points r, r', rl; et %’ le plan tj, suivant 4les droites K , IS', U", |taral- 

lètea entra elles -et aux droites P, P', P",.,..,, et coupant- U courbe. E aux 
points /, f, r>.... . . . . 

Il est évident que l’oa aura': Iqs rp, <9' ç=r'p', ï'i/” — /'p", piiis<|ue les 
droites G , .G', G", sont parallèles au plan II. . . : 
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Cela posé-: r ■ • '' 

Nous pouvons toüjours concevoir que le plan H sort choisi de telle manière 
qu'il coupe la courbe C etr un point m. > ; ■ - ' 

- Dés lors, désignant par G la génératrice. qui passe par le point ni , eetle géné- 
ratrice sera dans le plan H et les points p et r de la courbe C'^se confondront 
avec le poinl m, et les points 9 et l de la courbe E se confondront en un point 
n qui sera sur la courbe E, et qui sera celiii en lequel ceUe courbe E cqupe la 
génératrice droila G. • . . , • ^ ,, • 

Cela posé : . ' - - 

Menobs par ta droite 1 un plan quelconque H', et décrivons dans ce plan et dn 
point m, comme centre et avec un ravon égal à6 divisions 7' de la droite / (six 
divisions , par exemple )j un Cercle ensuite d'un point jr situé sur la droite I et 
correspondant- à b divisions 'jtp' de cette droite I ( le'même nombre de divisions 
que ci-dessus, et ainsi six divisions, par exemple), menoo’Sune.tangenteTaucarclej 
et touchant ce cercle en on point (. ■ • ' ' -. 1 .. 

Il est évident que la droite misera égale à b divisions ^,.et'quesi par- les 

points pypi p", de L, on mène des parallèles é la droite T, ces droites 

diviseront la droite mi en divisions égales entre elles et à. l'une des 'divisions 

w'. îV" - ' . . . ■ ■ 

Enfin , si l'on regarde la courbe’ C comme directrice d'un cylindre dont les 
génératrices sont paraflëlcs à la droite T, ce cylindre sera coupé per le plen. Y, 
mené par la droite mi parallèlement à la droite Z suivant une courbe f!,.qUx.6era ' 
superposable lavée la «ourbe E , puisque ées deux' courbes auront même ordonnée 
pour-une même abscisse (ayant soin de prendre pour origine des abscisses ( comp- 
tées sur ml), le point m pour la courbe E, et pour origine des a^iscissos ( comptées 
sur J )| le'pointn pour la courbe E]. ■- 

H est évident que tes conoïdesdu système 1; jouissent de là même propriété , 
savoir : que si on éonpe un. de ces conoldes par des plains parâllëlos entre . eux 
et à ladireétrice droite Z;'deux quelconques des sections planes obtenuespour- 
ront toujours être placées dans .f espace de telle manière, quien leurs nouvelles 
positions, on puisfe les envelopper par un cylindre. 

*y» • ' . • 

De ce qui précédé. On fieu t conclure le Tfcéoréme suivant ;■ ■ y "■ 

Toute turface gùuche engendrée par une droite, G le nwuvant paraltéfement d 'un pian 
H en t’dppMyunt sur une droite Z et tur une courbe arbitraire 'à iintpie ou -d double 
courbure C, eU coupée par deux plan* X et X' pardtiêlet entre eux et à la directrice 
droite Z, suivant deux tourbe* E et £' telles gue si’par la droite \\intersootion du pbm 
directeur H et du phm sécant X, on mépe une Suite de plans P, P„ P,, P,..:..-rt par 
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ta courbe Etmetuitede cyVmdret A,, A,, A, ...... aifdat lewt générairices droite* 

retpeclivemenl paralMr* aux plan* P, P,, P, , P On pourra loujour* mener par 

une droite Z, parallèle à -la droite Z et tituée dan* le plan X , une *uite de plan* R ^ R, , 

R, , R, tel* qu'il* coupetit retpectivement le* q/lindre* A , A, , A,, A, *uivanl de* 

courbe*D, D,,D., D,,..,. toute* identique* ou *uperpo*able* entre elle* et à la *ection E’ . 

Mais cet énoncé a besoin d'èire complété en ce qui concerne les cylindres A, 
A;, A, car on ne pourra mener qu'un seul cylindre parallèle à l’un quelconque 
des plans P, P„ P,,.... Et en eflet : imaginons deux plans quelconques Y ct.Y't 
passant par la directrice droite Z et coupant là droite I intersection du plan direc- 
teur il et du plan X en les points a et 6 et coupant. la droite-l' intersection des 
plans H et X' en les points a' et b'. , • 

Sur o6, comme hypoténuse, on construira un triangle rectangle dont l'un des 
cAtés de l'angle droit sera égal à o'é'; on aura’ ainsi un triangle abm. 

En faisant tourner oe triangle auteur deoé comme axe, le sommet m de l’angle 
droit décrira un cercle ^dont le plan sera perpendiculaire à la droite o6 et dont 
le centre sera situé sur cotte même droite ab. 

Ob concevra deox eéqes de révolution ayant ué pour axe commun et le cercle ( 
4 >our base commune, l'un de ces cônes A aura le point a pour sommet, et l’autre 
B aura le point b pour sonunet. ' 

Cela posé : . ' ‘ 

Le plan P coupera le cône A suivant une droite k et le cône fi suivant une 
droite L , les génératrices du cyirndre A seront parallèles à la droite K, et le plan 
R sera parallèle à la ‘droite L. * * - 

Et l’on doit observer que cette construction est bien celle que nous avons 
employée ci-dessus, lorsque nous avons transformé le conoïde général du genre X 
en un cylindre. • ^ 

' - Parmi les conoïdes du genre Z, nous devons faire remarquer le cbnoïde parti- 
culier Z, engendrée de la manière suivante: 

Concevons: l’deux plansVetH se coupant suivant unedroite 1, et faisant entre 
eok un angle aigu 2* une droite Z parallèle aux plans V, et dirigée dans l'espace 
de manière à faire un angle droit avec la droite I, sans couper celte droite et 
perçant le plan H au point A. 

D’un point a situé sur la droite I, décrivons dans le plan V un cercle C d’un 
rayon arbitraire R. _ ’■ '• * 

cela posé '■ ' 

Imaginons une droite G se mouvant parallèlement au plan U en s’appuyaui 
sur la droite Z et sur le cercle C ; on obtiendra un conoïde Z.. - • * 

.Il pourra arriver deux cas : 1* la droite oh pourra être perpendiculaire à la 

1 » 


* 
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droite I , et dans ce cas'le plan H sera perpendiculaire au plan ( Z , o), et 3* la 
droite oh pourra être oblique à la droite I, et dans ce cas le plan H sera oblique 
par rapport au plan (Z, o). 

Nous désignerons par 2,' le premier conoîde et par 2," le second conoide. 

Cela posé : r < 

flous savons, d’après ce qni a été dit ci*dessas, quesi.l’on mène deux plans 
parallèles entre eux et à la directrice droite Z , les deux sections seront des 
VteeÜoiu cylmdrique$. ~ 

Par conséquent , tout plan X parallèle au planV coupera les conoïdes 2,' et 2," 
suivant des ellipses dont les centres seront situés sur la droite ob et dont les axes 
seront respectivement parallèles aux droites I et Z (qui sont rectangulaires entre 
elles). Le demi-axe parallèle à Z sera constant et sera pour chaque ellipse de 
section égal à-B ou au rayon du cercle C. 

Le lieu des foyers 'de ces ellipses de section sera soit pour le conoîde 2,', soit 
[jour le conoide 2." : Îî une ellipse e unissant tous les foyers des sections feites 
|>ar des plans X compris entre les plans V et V' ( le plan V' parallèle au plan V, 
étant distant de ta droite Z , ainsi que le pian V l’est de ç^te même droite Z | ou , 
en d’autres termes , le plan V' coupant soit le conoide 2,', «rit-le conoîde 2." sui- 
vant un cercle C' du rayon B et dont le centre o' sera situé sur la droite oh , et de 
telle sorte que l’on a : ah=o'k ). ' • ' ‘ ‘ 

3* Une hyperbole e,, unissant tous les loyers 'des sections elliptiques données 
par les plans X situ^ au delà des plans V et V'. • • ■'* . ^ 

L’ellipse e sera située dans te plan ( Z , o) ; 
iChyperbolee, sera située dans le plan H < . ~ • 

Cela posé; . _ ^ . 

r II est évident que l'hyperbole e, aura son centra au point k et son axe irans- 
verse dirigé Suivaht oo', et son axe non-transverse dirigé panülèlement à lardroilé 
I , lorsque l’on aura pris le conoide 2,'. " ' ' 

2" Il est évidènt que l’hyperbole «. aura son centre au point h et l’un de' ses 
diamètres dirigé suivant .oo', él son diamètre conjugué dirigé parallèlement à-1» 
droite I, lorsque l’on aura pris le conoide 2, "r • ' ■ . 

' Les cOnoîdes 2/ el-2,'' nous conduisent donc comme les conoides èrmt et Mi- 
que (ceux pour- lesquels les plans V et H sont rectangulaires entre eux), à des ' 
hyperboles construites-, Pune sur ses axes etl’aulré sur un système de diamètres 
conjugués. . ' ' 

Ainsi, les’ conoides 2,’ et 2.", en ce qui concerne' l.’hyperiàoie ne nous-ap- 
preonênt rien de nouveau; mais si nous examinqns"l'ellipsc>, nous arriverons 
è des résultats nouveaux. > • . ■ ' 


‘ ^ 
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. El en '.effet : ' 

Les coDoîdes droit et oblique, ceux pour lesquels les plans V et H étaient 
rectangulaires entre eux , nous donnaient pour le lieu des foyers de leurs sections 
elliptiques, une ellipse rapportée à ses axes, tandis que les’conoïdes 2/ et'Z" 
Cpoor lesquels les ÿians V et H se coupent sous un angle aigu à) nous donnent 
pour le lieu des foyers de leurs sections -elliptiques , une ellipse rapportée à ses 
diamètres conjugués, dirigés L'un suivant Z et l’autre suivant od . 

Ceci nous conduit donc encore à un second nouveau conoïde elliptique, et en- 
gendré de la manière suivante ( lorsque nous considérons l’ellipse e comme étant 

le lieu des foyers des sectiôns elliptiques du conoide ZO- 

, Conêlniction d'un wrontf Rotirrau conoftk eUipHque. 

ÉUnt donnés un plan A et un point i sur ce plan ; menons par ce point i et 
dans le plan A , deux droites M et M' comprenant entre elles un angle aigu €. 

Portons sur M , à prtir du point i,Une longueur im, nous aurons le point m. 

Portons sur M', à partir du pioint i, une longueur im, nous aurons le poiqt m'. 

Construisons sur tm et im'. oomnoe demi-diamètres conjugués une ellipse e, 
ayant le point t pour centré. ’ . ■ 

Menons par la droite M un plan H perpendiculaire au plan A ; traçons dans 
ce plan H, du point m comme centre et avec im conime rayon, un cèrcle 

Menons du point i, une droite 6 située (tens le plan fl et coupant le eercJe 3 
en deux points ç et p'; . 

Si l'on hit iqçuvoir sur la droite G et l’ellipae e une droite d’une longueur 
constante im', cette droite pourra engendrer deux conoides l’un l’autre <f,zle 
premier ayant pour 'plan directeur un plan U, passant par la'droite M' et 
mené parallèlement au rayon mg, et le second ayant pour plan directeur un plan 
V, passant parla même droite M' et mené parallèlement au rayon mg. i ■ 

. Nous retombons donc sur ce qui existait dans le cas où l’on avait pour direc- 
irice.courbe du conoïde 9 une ellipse tracée sur ses axes. •. 

Mais si nous considérons l’éllipse e comme le lieu des foyers des' sections, 
ellrptiques'du conoïde Z"> ùous devons nous rappeler que le plan H n’était plus 
perpendiculaire au plan (Z, o); dès lors,- le nouveau conolde elliptique devra être 
engendré de la manière suivante. ... • 

Étant donné un plan A et uu point i sur ce plan , menons par. ce 'pèjnt i et dans 
le plan A, 'deux droites M et M', comprenant entre elles un angle aigu €. 
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{V>rtons sur M et 4 partir du point -i une longueur im , noua aurons le 
point m. 

Portons sur M' et à partir du point t une longueur im', nous aurons le 
point m'. . , ' ' 

Construisons sur im et im', comme demi-diamétree conjugués , une ellipse e 
ajant le point i pour centre. . 

Cela posé : ■ > 

Menons par le' point m et dans le plan A une droite M" parallèle à M', et par 
le point m un plan Q perpendiculaire à M"; puis ensuite décrivons du point m 
comme centre et avec un rayon égal à im' et dans le plan 0 , un cercle 6 ; enfin , 
imaginons le cône P, ayant le cercle 3 pour ba'se ou directrice et pour sommet 
le point i. ' 

Puis , encore, menons par la droite M un plan' arbitraire P ; ce plan P coupera 
le cône F suivant une génératrice G, et le cercle 3 en. un pfoint p, et le plan Q 
suivant une droite mg\ enfin, menons par la droite. M' un plan C parallèle air 
rayon mg. 

Cela fait : ■ . • ' 

■ ' Si l’on fait mouvoir une droite K parallèlement au plan U et s’appuyant à la 
fois sur la droite directrice G et sur l’ellipse directrice e,' op engendrera un co- 
noide qui jouira de la propriété suivante , savoir : 

Que les parties des génératrices droites K interceptée» entré les directrices G 
et e seront égales entre elles et au demi-diamètre im' de l’ellipse e. 

y réfléchissant, on voit. que ce que nous avons démontré dans ce g V, 
nous permettrait de construire un compas apte à tracer drâ ellipses non-seule- 
ment éur leurs axes, mais aussi sur. leurs diamètres conjugués, et qui pourrait 
encore tracer des hyperboles non-seulement sur leurs axes, mais aussi sur leurs 
diamètres conjugués. ' . . . • / 

• ^ r* « 

•- /■■■• , ' g VI, 

Les «vnoides qui ont 1’ pour directrices -une -droite 2 et une eHipse E, la. 
droite Z passant par le centre o de l’ellipse Ej et ayant un plan directeur U pa»-. 
sent par le point comme les conoïdes i^; ou 2' un cône directeur A et de 
révolution ayant la droite .Z pour axe, comme les conoïdes x'j ces conoïdes <;et 
X, dont il a été parlé dans le g V précédent,' jonissant de la propriété remar- 
quable, savoir : que la partie de leurs génératrices droites interceptée entre les 
directrices Z et E est constante; ces conoïdes, dis-je,' jouissent encore d'une 
propriété assez singulière et qui est la suJvantCi ’ - • *-' . - 
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I. Si, pour les conoides'ff, on trace sur le plan directeur U une suite* de cer- 
cles concentriques D, D', D", ayant tous jxiur centre commun' le point o; 

les cylindres K, K', qui auront respectivement pour bases les cercles 

D, D', D"-, et qui auront leurs génératrices droites parallèles à la droite Z, 

couperont le conoïdo suivant des ellipses, dont les plans passeront ipus par le 
demi-axç ou le demi-diamètre de l'ellipse E par lequel passe le plan directeur 11. 

II. Si, pour les conoïdes x. on imagine une suite de cylindres de révolu- ' 
tion, ayant tous la droite Z pour axe commun; ces cylindres couperont le conoïde 

X suivant des ellipses. ’ - ■ ^ 

. Démontrons d’abord la propriété énoncée pour les conoïdes (f. 

• ■ -, I ■ SKiùmt tllipiiques da coHoidei dv genre f. • • 


Soit l'elMpse e {fig. 60), ayant pour demi-axes ou demi-diamëtres conjugués 
im et W, et le point i pour centre. 

Soit G la directrice droite du conoïde i; et e sa directrice courbe.' 

Le plan (M, G) fera avec le plan de l'ellipse e un angle droit ou aigu. 

La droitevnÿ, sitiiée dans le plan (M , G) et qui sera une génératrice droite du 
conoïde f, sera égale en longueur i R. : . . ... 

Menons par la droite M' un plan P, ayant pour trace sur le plan.(M, O) 
la droite iy,. - ' . • ^ 

Menons un plan X parallèle au plan directeur U, lequel passant par la droite 
M' est parallèle à la droite mg-, ce plan X coupera : 1* le plan de l'ellipse e suivant 
la droite dp; a* le plan (M, G) suivant la droite fp parallèle à m^; et 3" le conoïde 
g suivent la droite ^u, dont la longueur sera égale i R ; et 4* le plan P suivant la 
droite a'p'. . _ 

Or, ip et pa étant les coordonnées rectangulaires ou obliques du point p de 
l'ellipse e, (suivant que im et im' seront les demi-axes ou les demi-diamètres 
conjugués de l’éllipse a); ip' et pV seront les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques du point a de la section e' du conoïde f par le plan P. . .. 

Cela posé : 4ll^ ' ' • ^ 

^kïquation de l‘ell(psc e-sera : •• '-1 , 


. » -I- * = 1 

— .m» • 1» * 

Û ^ 0 .t*: 

Or, les deux triangles semblables <jap et donnent ; 

■ ••• • ■ ■ op : a'p' 


in 


•>. r ,, 
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Désignant ap par x et ap' par x, , on aura : 


^ W .. 

— = ^ = COlUUDtC =1 c 


Car le rapport V %ra constant , quel que soit le point a que l'on considère 
sur la section e'. 

Dans le triangle ipp', on aura aussi : . ' 


•P 


Ou 


= comtante sC. 




' Par conséquent, l'équation (1) se transformera en l'équation 

c.’ . , c . • ' 

- =‘ ' • 




<:elte équation (2) sera celle de la section e' ;* . . 

Cette équation (2) est celle d'une ellipse , donc la courbe è est une ellipse. 

Mais comme le rapport^ est constant, quelque soit le point à considérer sur 
la courbe é, l'on aura aussi le rapport constant ; et comme qa est toujout» é^l 

à R ou h'gm , on aura aussi ça' constant et égal à gg',, c’est-à-dire à la partie de . 
la droite gm interceptée entre la droite G et la trace iy, du plan sécant P. 

Par eonsètpicnt , les droites gg', ça , etc. se projetteront sur lejdan directeur G 
du conoîdc c; suivant un cercle ayant le point i pour centre et wn rayon égal à gg'. 
On pourrait démontrer cette propriété immédiatement et sans employer l'é- 

qüation de l'ellipse e. Et en effet , en vertu de ce que l’on a : ~ =30onstante , on 

a aussi : ^ = constante ; et comme ôn a ^=jrm.= R, .et cela quelle que sojt la 
ça ■ • ^ 

position du point a snr l'ellipse e, on aura (/a' = constante. . ~ 

Par conséquent, le plan P coupe le codoïde ç suivant une courbe e telle que 

.si l'on fait mouvoir sur la droite G et sur cette courbe P^r^l^l^itient an 

pbn directeur G, une droite K, les parties de cette droite K interceptées { en 

ses diverses positions J entre lesdircctricesG et e' seront constantes , seront égales 
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entre elles. La courbe e est donc, en vérin de ce qui a été dit sur les conoides 9 , 

$ V, une ellipse tracée dans le plan P, ayant le point i pour centre et ayant sés 
demi-axes ou demi-diaroètres conjugués dirigés suivant ijr et im'; le demi-axe ou 
flemi-diamétre dirigé suivant iÿ étant égal à iff et le. demi-axe ou derai-diainétrc 
dirigé suivant int' étant égal à ïn?’=ÿ/. 

II. Sectioiu ellipüquet des eoi^Mts du fenrex- . - ■ ■ • ' 

» . ■ ■ • 

Goncavpiis un cylindre A do révolution, ayant pour axe la droite A (Jig. 6 t); 
et coupé par un plan perpendiculaire à cet axe A , suivant un cercle C projeté 
en cé et ayant son rayOn égal é R’. , ' • . ' ' , ‘ ■ 

.' Menons un plan perpendiculatré au plan méridien X, et coupant le cylindre S 
suivant une ellipses projetée sur le plan X, suivant la droite oé. 

laaaginons un oéne droit B, ayant lé cercle C (projeté en cé) pour base et pour 
sommet le point t sitoé sur l'axe A. 

Imaginons la suriace réglée engendrée par.une droite s’appuyant sur l'axe A, 
l’ellipse E et se mouvant paràllélémeiit au cône B. • <. 

Cette surface gauche x Aura da'ns le plan X deux génératrices , savoir : s6 et *,n ; 
tâ étant la génératrice du cône B , et t,a étant parallèle à la génératrice sc de ce 
cône B. ..... 

On aura donc u, = ea, et en désignant lé grand axe ab de l’ellipse E par M , 
et son p^t aM par 2R (se rappelant qU^R est la longueur du rayon du cercle C > 
on aura co’=M* -t-ïp*. • ' ' 

Coupons le cône B par ùn plan l) parallèle au plan du cercle C; ce plan'U 
ooupera le cône B suivant un cercle C^ projeté sur le plan X suivant la droite 
cV parallèle à cé. ’ • " 

El le cylindre de révolution A' qui aura- le cercle- C' pour section droite, 
coupera les génératrices ib et t,a de la suribçe. x en Lee points b' et a , e;l l’on 
aura c'a =ca. 

Qr , si l’on rançoit l’ellipse E' ( projetée suivant sur le plan X ) et ayant pour 
grand axe a'b', et pour petit axe le diamètre c'b' du cercle C'; cette ellipse E' sera 
évidemment une section du cylindre A’. 

Maintenant, 'si l’on engendre une surface réglée x’ par une droite s'appuyant ’ 
sur l’axe A él sur l’ellipse E',' et se mouvant Qarallëlement au cône B; je dis 
que les deux surfaces x Ct x’ ne sont en réalité qu’une seule et môme surface, 
ql en effet : les génératrices de la surface x font avec l'axe A un angle constant et 
qui estégal i celui que les génératrices de la surface x' font avec ce même axe 


bigitized by Google 


— 152 — 


A, c'esl-i-dire égal à l'angle y que la génératrice du cène B fait avec l'axe de ré^ 
voluuon de ce cène; ou , en d'aulrés termes, égal au demi-angle au sommet de ce 
cénc B. Si donc je mène un plan méridien X' coupant l'ellipse, E en un point x et' 
l'ellipse E' en un point x', il faudra , pour que la proposition énoncée soil vraie, 
que la droite xx' fasse avec l'axe A un angle y; ou, en d'autres termes, il feudra^ 
que la génératrice »b en passant du plan X dans le plan X' soit descendu le long 
de l'axe A de la même quantité pour les surfaces x x'- 
Concevons dope le côaé dlrecteum de révolution {Jig. 61 ) ajant son sommet ên t 
sur l'axe A ( cet axe A étant vertical ). .• * 

Prenons pour plan vertical de projection le plan méridien X. . , - ' 

Coupons le cène directeur par deux plans horizontaux, et dès lors perpendi- 
cidaires à son axe A , nous aurons les cercles C et C'. 

Regardons ces cercles comme les sections droites de deux cylindres B et B' de 
révolution et ayant pour axe commun l'axe A. . 

Coupons le cylindre B par un plan perpendiculaire au pian vertical X , nous 
aurons niie ellipse E dont la projection horizontale E* ne sera autre que le cercle 
r.‘ et dont U projection verticale E' ne sera autre que la droite ab. 

('euponS'Ie çéne directeur par un plan, nféridien X'^ nous obtiendrons dans ce 
rùnc et ]>our section une génératrice dont les pi-bjecüons seront sx,’ ( projection 
verticale) et A*x* (projection horizontale). . • ^ - 

Descendant celte génératrice parallèlement à elle-ntême jusqu'à ce que le 
|M>int X, situé sur le cercle C se trouve gn x sur l'ellrpse E, on aura la généra- 
trice du'eonoïde x, Pt dont les projections seront px' ( verlicalé) et aV( hori- 
zontale). * . 


-Pour une évolution, égalé à deux angles droits, autour de Taxe A, la génératrice tb 
du cène directeur prendra la positionne,' et. en la descendant parallèlement à elle- 
même d'une quantité égale à ca, on aura en s'a la génératrice du conoïde x. 

Ur , l'on a : ca=ce'\ 'donc en menant la droite ab' on aura la projection ver- 
ticale de l’ellipse E' intersection du conoïde x, si toutefois les trois points a', x" et 

A' sont en ligne droite. ' " ' 

* ' * . * 

Et en effet ; ces trois points sont en ligne droite. 

Car, menant dans le plan vertical X et par les points x' et x"des perpendi- 
culaires à l'axe A, on aura , ca •. qa i \ cb i qx', puisque les trois points a, x’ et 6 
sont en ligne droite. ‘ ’ 

' Pour que les trois points d, c” et 6’ soient en ligne droite, il faudra que 
l'on ait aussi. . . . 
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Or : . . • 

, . , . cac:sca et cq — c'q =tpz=x,''x" =x'x". 

La proportion (1) pourra donc s’écrire ainsi : 

ca : qa :: e'b' : (2). 


Mais, par oonslmction , on a : 

' . i 

. , <fX := ex, • , - . * 

i • * . . * • 

La proportion (2) pourra donc s'écrire ainsi : 

• . -, ca ; qa t: <^b' : c'x'"' '■ (3) 

Mais les ti^is points f , x," et x,' étant en ligne droite' , on a : . . 

• ■ cb' : ex,"' :: cb : ex,'.' ; • ' , . • 

La proportion (3) pourra donc s’écrire ainsi ; ' * ' 

• . , ; . ; ^ ^ . ca : qa :: cb : ex' (4) 

Mais ex,’ = fit' par construction , on a donc : ‘ • ' ' • 


/ ■. ca : qa : : _ob qx' (5), 

. . ■ •• *' -* 

Ainsi , en posant la proportion (1) on retombe sur la proportion (5) qui est 

vraie, la proportion (1) est donc aussi vraie ; ainsi les trois points et b' 
sont en ligné droite. ^ ■' 

Ainsi,, il est démontré que le conoïde x ®s* coupé suivant des ellipses, 
non semblables entre elles et non situées dans des plans parallèles , par une 
suite de cylindres de révolution ayant l’axe A pour axe commun. 



ADDITION AD s ni DU CHAPITRE II . 

I ‘ 

. A la fin du $ III de ce second chapitre(page 132), j’ai ditque la construction delà 
umgmtiide pouvait être déduite en considérant cette courbe comme la projection sur 
le plan horixontal H de l'intersection ;.l* d’ufie surface de révolution ayant pour 
courbe méridienne une courbe arbitraire C et d’un conoïde ayant pour directrice 

30 



- .-y 
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courbe, une courbe identique à celte meme courbe plane C ; et 2<> d'une surface 
rampante et d'un conoide construit d’apr^ les considérations géométriques et 
générales exposées au sujet de la ipirale d'ArcUmède dans l'article qui terminait 
ce § III. 

Au. sujet de la imgeaioide, nous croyons devoir entrer dans quelques détails , 
crainte de n'avoir pas été bien compris. 

Étant donné un axe A perpendiculaire au plan horizontal H , menons par cet 
axe on plan , et traçons daqs ce plan une courbe arbitraire G et une droite X per- 
pendiculaire a l'axe A, où, en d'antres termes, horizontale et coupant l'axe A au 
point d èt'la courbe C en un point m. 

Concevons le cylindre de révolution B ayant pour axe la droite A.çt pour section 
droite le cercle D décrit dans un plan horizontal , et du point d comme centre 
-et avec md pour rayon.' ' • ■ 

Menons au point'm un plan T tangent au cylindre B , et traçons dans ce plan 
. une droite L passant par le point m et fiûsant avec le plan horizontal H un 
angle a. ■ ' 

^ Plions la droite L sur le cylindre B, nous aurons une hélice et en faisant 
mouvoir le plan de la courbe C autour de l'axe A , le point m décrivant l'bélice { , 
la courbe C engendrera une surface rampante hélicoïdale 2. . 

^ Cela fait : menons dans le plan T et par le point m une droite Y parallèle au 
plan horizontal H. 

Faisons tourner le plan de la courbe C. autour de la génératrice droite J du 
cylindre B et passant par lé point m, pour le recoucher sur le plan T, la courbe 
C viendra prendre la position C'etla droite X se superposera sur la droite Y. 

Cela fait : concevons la surface de fdet de vis carré Y engendrée par une droite 
se mouvant parallèlement au plan horizontal H en s'appuyant sur l’axe A et l’hé- 
lice celte surface V sera coupée par le plan T suivant une courbe i^qui ne sera 
autre que la courbe décrite dans le premier chapitre (fig. 17 ). 

Cela dit : partageons la droite X, et à partir du point m, en parties égales par 
les points 1 , 2,3, 4,.... etc. ; considérons les droites X et J comme les axes des 
coordonnées rectangulaires' de la courbe C , 1e point m étant l’origine des coor- 
données. Aux points 1,2, 3, 4,... correspondront les ordonnées verticales y,, y., 
y,,.... de la courbe C. 

Partageons la droite Y, et à partir du point m , en parties égales entre elles et 
aux parties de la droite X, par des points 1', 2', 3',.... etc. Le point m étant l’o- 
rigine des coordonnées et les droites J cl Y, les axes des coordonnées rectangu- 
laires de la courbe C'; aux points 1', 2', 3',... etc., correspondront les ordonnées 
verticales ÿ,', y', y,',... etc., et l’on aura, puisque les courbes Cet C'sont iden- 
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tiqu««ÿ y,=y,'t ÿ.<= 9 /fv ^c> ; Jes verticales passant par les points M, 

S',... de la droite Y, couperont la courbe 9 en des points 1", 3", 3",.... etc. ; et 
si , à partir de ces points, on porte sur les verticales des longueurs y,''=y,', y,",=y.', 
y"asy',.... etc. , on déterminera une courbe plane C" située dans le plan T. 

Cette courbe aura ses abscisses curvilignes comptées sur la courbe ^ et à partir 
de l’origine m, et ses ordonnées rectilignes comptées sur la droite J , et aussi à 
partir du même point m. 

Cela posé : 

Si l’on fait mouvoir une droite G parallèlement au plan H en s’appuyant sur 
l'axe A et sur la courbe plane C", on engendrera un conoide 2'. ' 

Et il est évident, si l'on se rappelle ce qui a été dit au sujet de la spirale it’Ar- 
cMmède, que la courbe intersection de la surface rampante 2 et du conoide 2 ' se 
projettera sur le plan horixontal H suivant une (am^loide. ’ 


CHAPITRE III. ; 

ESSAI DE NOMENCLATURE GRAPHIQUE DES CONIQUES PLANES DU 4* ET DU 3* DEGRÉ; 

* CT 1UIIOITK 

DE .L'uTaiTÉ .BT DE l’eHPLOI DES COURBES d’erREUR. 

' Je me propose d’abord : . . 

1* De donner la construction des nœuds et des points de rebroussement (pjo 
peut présenter dans son cours la projection horizontale ou vertieaU de la courbe 
intersection de deux surfaces en général , ce qui me conduit à un essai de no- 
menclature graphique des coniques planes du quatrième et du troisième ilegré , 
appelant conique à double courbure, la courbo>inter$ection de deuk cènes , du second 
degré , et conique plane la projection sur un plan de la conique à double courbure. 

2* De déduire de la construction de ces nœuds, celle du point en lequel la 
génératrice ‘droite d'une surface développable se trouve tangente à la courbe de 
contact d'une suriiice donnée et de cette même surface développable. 

- ^ Je me propose ensuite : 

3* De construire la tangente à la projection horizontale ou verticale de la 
coiirbe-intersection de deux surbces données, cette tangente étant construite 
parallèlement i une droite donnée sur le plan de projection. ,. 
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40 De déduire de la conslruclion de celle tangente parallèle à une droite, celle 
d'une tangente commune à deux courbes situées daqs un même {dan , et par suite 
de montrer l'utilité et l'emploi des courbet d’erreur, {Mur la stdulioa de divers 
autres problèmes. 

Ces divers problèmes ne sont {>a8 sans intérêt , sous le point de vue graphique ; 
puisqu'il faut , après avoir construit les divers |>oints de la projection de la cOurbe 
d’intersection ou de contact de deux surfaces, unir les points par un trait contino 
et arriver ainsi à obtenir, le plus approximativement que faire se [>eut , le tracé 
rigoureux ou géométrique de la {trojection de la courbe de res(>ace. 

Pour obtenir un semblable résultat, il faut donc employer tous les moyens de 
vériljpation que les méthodes de la géométrie descriptive mettent à notre dis(w.> 
sition. - - 

On doit dûs lors concevoir que la détermination des («oints singuliers et des 
points limites , dans certains cas , de la courbe-intersection de deux surfaces doit 
être utile et nécessaire pour que l’épure soit aussi exacte que possible , et qù’ainsi 
les erreurs soient peu considérables lorsque l'on passera de l’épure au tracé ou à 
la construction en grand et à l'échelle réelle soit sur le terrain,. soit dans l'es()ace;. 
ou,' en d'autres termes, lorsqujoa se servira de ï épure qui est toujours exécutée 
à une [>etite échelle |>our construire le relief de grandeur naturelle. 


Coruiruciion des nœuds et des points de rebroussement que peut présenter la pnjection 
horizontale ou verticale dé ta courbe-intersection de deux surfaces. 


. Concevons deux surfaces 2 et 2' se coupant suivant une courbe C; désignons 
par C‘ la projection horixontale de cette courbe C , etpar C’ sa projection verticale. 

Si C* présente un noeud , c’est que deux («oints m et n de la courbe C se projet- 
tent horizontalemênt en un seul et même («oint. 

Pour déterminer les nœuds de la courbe C\ il faut donc chercher les («oints 
de C tels que m et n et (>our lesquels la corde am qui les udU se trouve verticale. 
. Si l’on conçoit toutes les cordes verticales de la surface 2 , et qu’On prenne le 
point milieu de chacune d’elles, tous ces («oints milieux détermineront une sur- 
face 3 qui sera la surface diamétrale de 2 et la surface 3 («assers par le («oint o 
milieu de la corde mn. - ' 

Si l’on conçoit de mémo toutes les cordes verticales de la surface 2', et qu’on 
prenne le^{«oint mitieude diacune d'elles, tous ces («oints mideux détermineront 
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une surface J' qui sera la surface diamétrale de et 3' passera par le point o 
milieu de la corde mn. 

Les deux surbees 3 et 3' se couperont suivant une courbe y qui passera donr 
par le point o milieu de mn. 

Par conséquent , / passera par o* qui ne sera autre que la projection bori- 
zontale des deux points m et n. 

La courbe y* coupera donc la courbe C* aux points qui seront les nœuds 
demandés. ' 

Si y* ne coupe pas C% c’est que cette projection C* n’aura pas de noeuds. 

Par une méthode analogue , on trouverait les nœuds qui peuvent exister sur la 
courbe C; ces nœuds seront situés sur la courbe X’ projection verticale de la courbe}, 
intersection des deux surfaces diamétrales A et A*, la première A pour la surface £ 
par rapport aux cordes parallèles entre elles et perpendiculaires au plan vertical , 
la seconde A' pour la surface £' par rapport aux cordes ayant aussi leur direction 
perpendiculaire au même plan vertical de projection. 

'Si l'on considère le cylindre V qui projette horizontalement la courbe y inter- 
section des deux surfaces diamétrales 3 et 3", on voit de suite que ce cylindre V 
coupera la surface Z suivabt une courbe U et la surface Z' suivant un courbe U', 
et ces deux courbes 0 et IT seront telles que les |>oints en lestfuels elles se coupe- 
ront ou se toucheront, apiKtrtiendroni à la courbe, C intersection des surfaces 
Z et Z. ■ • J 

Les deux courbes U et U' ne pourront donc sc couper qu'en un nombre de 
points, tels que ^ deux à deux ou trois è trois ou n à n-, ils seront situes sur des 
verticales dont les pieds sur le plan horizontal seront les nœuds de lu 
courbe C*. 

Les deux courbes U et U' peuvent sc toucher en on ou plusieurs points, -et 
pour chacun de ces points la tangente commune è (J et U' sera verticale; |iar con- 
séquent, si l'on considère le cylindre vertical U tangent à la surface Z suivant 
le contour apparent À et le cylindre vertical B' tangent à Z' suivant le contour 
apparent A', les deux courbes A et A' se croiseront au poin( de contact p des 
courbes U et l)'. - 

Dès lors, les projections A* et A'* des contours apparents des deux surfaces Z 
et Z' sur le plan horizontal se couperont en un point p* projection du point p, et 
ce point sera un point de rebroussement de la courbe C*. ‘ 

La courbe C* aura donc autant de points de rebroussement qu’il y aura de points 
de contact entre les courbes U et L'. 

Si pour le point p les deux surfaces Z et Z' avaient même plan tangent, alors là 
courbe C aurait un nœud ou point multiple en ce point,* pet les deux branche» 
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de C‘ qui passent par p* auraient en ce point p‘ même tangente ; les courbes A 
Pt A'‘ seraient aussi tangentes en p* et entre elles et avec C*. 

Le point p' offrirait donc pour C* un neeud, mais d'une espèce particulière; les 
deux branches de la courbe ne sc croisant pas en ce point p*, mais étant tangentes 
l’une à l’autre en ce point ; et ce point sera dit meud simple. 


/tpplications à quelques exen^Ut. ^ 

V 

•4 

I. Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se coupent. 

Supposons que l’axe de rotation de l'une des surfaces soit vertical, et que 
le plan des deux axes se trouve parallèle au plan vertical de projection. 

La projection verticale C* de la courbe C intersection des deux surfaces ne peut 
présenter de noeuds, car les deux surfaces diamétrales A et A' ne sont autres que 
le plan des axes, quelles que soient lés courbes méridiennes des deux surfaces dé 
révolution. 

Dès lors, la courbe > peut être une droite quelconque située sur les deux plans 
confondus A et A'; il y a donc une infinité de noeuds, car chaque point de la 
courbe C peut être considéré comme un nœud, en ce sens que chacun des points 
de cette courbe C' est la projection verticale de deux points de la courbe C ; ainsi , 
la courbe C’ ne peut, en aucun cas, présenter de nœuds réels. 

. Examinons la projection horizontale C* de la courbe C. . 

-Si l’on construit la surface diamétrale par rapport aux coédes verticales pour 
l'une et l’autre surface de révolution, la projection sur le plan horizontal de la 
courbe y intersection des deux surfaces diamétrales j et 3' coupera ou ne coupera 
pas C*. ' -, 

Si y* coupe C‘, elfe la coupera en un nombre pair de points, parce que le plan 
des axes coupe chacune des deux surfaces de révolution en deux parties symé- 
iriques^ 

Et l’on voit aussi que la courbey sera symétrique par rapport au plan des aaes , 
car ce plan coupera en deux parties symétriques chacune des deux surfaces dia- 
métrales j et d'. ' • 

Ainsi , les nœuds de la courbe C* seront symétriquement placés par rapport à 
la trace horizontale du plan des axes et seront situés deux é deux sur des perpen- 
diculairos^à cette trace. ' 

Il faut, pour obtenir l’intersection y des deux surfaces d et ÿ, définir le mode 
de génération de ces deux surfaces , il faut pouvoir et savoir écrire graphiqu ement 
ces deux surfaces. • 
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Or, en supposant que la surface de révolution 2 est celle dont l’axe est 
vertical , tandis que l’axe de la surface de révolution 2' est oblique par rap- 
port au plan horizontal, tout en étant parallèle au plan vertical de projection, 
on voit de suite : . ' * • 

1* Que la surface diamétrale 4 prise par rapport aux cordes verticales, sera 
une surface de révolution dont la courbe méridienne M s’obtiendra en menant 
dans le plan méridien de la surface 2 et qui est parallèle au plan vertical do pro- 
jection, une suite de cordes parallèles à l'axe de révolution et prenant les points 
milieux de ces cordes. - . « 

3* Que pour déterminer la surface diamétrale 3', prise par rapport aux cordes 
verticales de la surface 2', il faudra imaginer une suite de plans parallèles entre 
e^ et au plan vertical de projection, tels c^ue Y, Y',^Y" etc. lesquels cou- 
peront la surface 2' et respectivement suivant des courbes X, X', eto,: 

et que prenant les milieux des cordes parallèles à l'axe de la surfaee 2, et tracées 
dans les plans des diverses courbes X , X', X", etc., on aura successivement les 

courbes a, a, a", etc. lesquelles courbes déliniront la surihee dismé- » 

traie 3'. 

Ainsi J dans le cas qui nous occupe, la surface diamétrale 3 de 2 est une sur- 
face de révolution définie par sa courbe' méridienne M et son axe de révolution 
qui n’est autre que celui de 2 et la surface diamétrale 3' de 2' est définie par une 
suite de sections planes a, a, etc. parallèles entre elles et au plan vertical ' 
de prtqection. • 

. Les deux surfaces diamétrales 3 et 3' étant complètement définies, ainsi qu'on 
vient de le dire , il faut construire leur courbe d'intersèction y, en d'autres termes 
il faut construire par points les projections / et / de la courbe y. 

Pour trouver l'intersection de deux surfaces, l’une de révolution et l'autre 
définie , par une suite de sections planes et parallèles , il faut absolument con- 
sidérer la surface de révolution comme étant définie aussi par une- suite de 
sections planes et parallèles; les plans des sections faites dans la surface de 
révolution ayant même direction que ceux des sections faites dans la seconde 
surface. ‘ . 

Il vaut donc mieux considérer tout de suite la surface diamétrale 9 comme 
définie de la même manière que la surface 3*. • . ' ^ ' ' 

Dés lors, on coupera les deux surfaces 2 et 2' par une suite de plans verti- 
caux parallèles entre eux et au plan vertical de projection, savoir : V, Y", 

etc., lesquels couperont la surface 2, et respectivement suivant des 

courbes parallèles entre elles, savoir ; E, E', E", etc. et aussi la surface 2' 

suivant des courbes parallèles entre elles , savoir : X, X', X", etc. 
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On prendra les miiieax des cordes verticales pour cbacune de ces courbes, 
OQ aura donc : . . . > 

La courbe e, diamètre de E. " . . 

— ê — E', etc. 

- , — , . ‘X. . 

a' T— X', etc. 

Les courbes e, e\ e", etc. définiront et représenteront la surface 3. ' 

Les courbes a , a', a", etc. définiront et représenteront la surface if. 

• Les courbes e et a , e' et a', e" et a",..... etc. se couperont en des points qui 
détermineront la courbe y intersection des surfaces 3 et 3'; et la projection 
y contiendra les nœuds de la courbe C*. 

Le mode de construction que je viens d’exposer est celui que l'on devra tou- 
jours suivre, lorsqu’il s’agira de deux surf»»s 2 et 2'' quelconques; quel que 
soit, d’ailleurs, le mode de définition et de représentation de ces deux surlaces. 

Il . Iniersection : 1° de deux surfaces cylindriques, ou 2o de deux surfaces coniques , 
ou 3° (Tune surface cylindrique et d'une surface conique. 

Il est évident ; 1* que la surface diamétrale d’un cylindre est aussi un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à celui de la surface donnée ; 2° que ls surfece 
«liamétralc (Pun cène est aussi un cène ayant même sommet que la surface donnée. 

Cela posé : 

Étant donné un cylindre 2, pour avoir le cylindre diamétral d par rapport aux 
cordes parallèles et perpendiculaires au plan horizontal de projection, il faudra 
construire la trace verticale V de ce cylindre 2 et construire la courbe P, lieu des 
niilieux des cordes ( de la courbe V ) perpendiculaires à la ligne de terre. 

Cette courbe P sera la directrice du cylindre diamétral d. 

Si l'on veut avoir le cylindre diamétral A par rapport aux cordes parallèles et 
perpendiculaires au plan vertical de projection, il faudra construire la trace 
horizontale U du cylindre 2 et construire lacourhe Q lieu des milieux des cordes 
de la courbe II et perpendiculaires à la ligne de terre. Cette courbe Q sera la 
directrice du cyjindre dûimétral A. 

Si l’on donnait un cène 2 , on ferait les mêmes constructions pour obtenir les 
dircctrices des deux cènes diamétraux è et A. . , 

Cela posé : . \ 

Concevons deux cylindres 2 et 2' se coupant suivant une courbe C dont on a 
construit les projections C* et C’. 

Construisons les nœuds et les points de rebroussement de la courbe C*, si toute- 
fois ils existent. 
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D'nprôs leul ce qui précède, il faudra: ^ 

!• Construire les traces vcriicales V cl V' des dtHix cyliniircs Z et 1'; , 

2* Construire les courbes P et P' lieux des milieux des cortles des courbes V 
et V', cos cordes étant perpendiculaires à la ligne de icrret 

3" Construire la courbe •/ interscaion des deux cylindres diamétraux ayant 
respeetivementjwur traces verticales les courbes P et P'. 

Et la courbe / coupera la courbe C* eu des points qui seront ou des nœuds 
ou des pomts de reti)ou4»rmrnt. t ' 

Il n’y aura évidcmincnl ni nœuds ui^Joinls de rehr<mtsemciii , si les deux. cour- 
bes y* et c* ne se coupent pas. 

Examinons maintenant comment nous ^wurrons ret;onnaUre si les points com- 
muns entre les courbes y* et C* sont des nœuds ou des pointsde rebroiissemeni. 

-Nous cbcrchcrons les deux courbes intersection des doux cylmdrcs.Z et X P“' 
le cylindre K qui projette horizontalemcntrla courbe y. 

Désignons [Kir U l intei-section du cylindre Z par le cylindre K, et [Kir C l’In- 
tersection des deux cylindres Z' cl K. ’ 

1* Les deux courbes U etU'secouperonten de» pointsqui seront deux à deux, ou 
trois à trois, ou quatre à quatre, etc., sur dc-s perpendiculaires au plan horizontal. 

Ce^ lioinls d’intersection se projetteront sur le plan horizontal et suivant 
dmnœiuls ou des points multiples double, triple, quadruple, etc., ainsi nommés 
parce que les deux, ou trois , ou quatre branches de la courbe C” qtii [Kissent par 
chacun d’eux, ont chacune et en cliacun de ce» points une tangente distincte. 

2* Les deux courbe» U et li' se toucheront en un ccrhiin nombre de points, 
mais pour eliacun de ces points de contact la tangente comiiuuie aux deux' cour- 
lies ü et U' sera verticale. 

Ik» projection horizontale dç'cha.cun do ces points de contact donnera lyiur 
C*, un point de- rebroussement, ■ ’ ' 

3* Il pourra arriver que pbur un point de contact des deux courbes ü et II' 
les deux cylindres Z'Ct Z' aient même pion tangent, plan qui dès lors serait per- 
pendiculaire au plan horizontal •, dans eeeas le point de rebroussement scéailcdiangé 
sur la courbe C* en un point multiple simple , ainsi nommé parce que les branches 
de la.courbc C* qui passeraient pree [loint auraient en ce point même tangente. 

Itemarque. D’après ce i|ui vicntd'ètre exposé ci-dessus (2” ctr'3*), on voit que les 
courbes C et y peuvent se couper ou non ; mais l’on voit aussi qué les points en 
lesquels la courbe C (intersection des deux cylindres Z et Z', est coupée par h 
courbe y inter^'ction des deux cylindres diamétraux 3 et i') se projettent toujours 
sur C* en des (loints multiples shnpies si- les cylindres Z et Z' ont en chacun de ces 
points un plân langent commun, ou pn des pomts.de rebroussement si 
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* » 
coarbvs U et 11' ont en chacun de cas points une tangente commune et perpendi- 
culaire au plan horizontal.' ' 

Nous Gérons usage plus tard de cette rcinar<(ue. ‘ . . ' 

On voit de suite que tout ce qui précède s'appliquera moi pour mot à l'inter- 
section de deux cènes ou d’un cène et d'un cylindre, quelles que soient les 
■* courbes directrices de ces surfaces. 

. I - . • 

lll. Application à deux aines du iecond degré. ■' i - 

Pour un cène du second dcgi-é, on sait que la surface diamétrale est un plan. 
Ainsi, étant donnés deux cènes du second degré 1 et 2', et ayant construit la 
courbe C intersection de ces deux cènes, ayant par conséquent construit par 
points les projections C* et C' de la courbe C, on demande de déterminer des 
ttOeudf et le&points de rcèroussemeitt que la courbe C* peut présenter dans son cours. 

Les deux surihees coniques diamétrales j et $' deviennent deux plans , lesquels 
■weoupent suivant une droite y.. ’ 

. Le cylindre K est donc un plan perpendiculaire au plan horizontal de projection 
et ayant -/ pour trace horizontale. 

Leplan Keonpe donc les deux cènes 2et£'suivantdeux'$ectionsconiques U et U'. 
Cela posé, deux.'sections coniques peuvent; ; ■ , 
i" Se couper en quatre points. • ' • • * ‘ 

Lacourbe-C* peut donc avoir deux noeuds ou points multiples doubles, et ne peut 
en avoir davantage. ' , - ' ' ' 

2° Se couper en deux points et se toucher en un point. 

■ La courbe C* peut donc présenter un nœud double et un point de rebroussement , 
si, pour le point de contactées' courbes U et U', les deux cènes n’ont pas un plan 
tangent commua; ou un nœud double el un nœud simple, si, pour le point de contact 
des courbes U et 1)', lés deux cènes ont un plan tangent commun , auquel cas ce 
plan tangent sera perpendiculaire au plan horizontal de projection. 

3° Se' toucher en deux points. • ’ . ' . 

'Alors la courbe C* peut présenter deux points de rebroussement r ou préseiuA. 
un point de rebroussement et un noeud simple. ■ ' 

V Se loucher on un seul point. - 

•l>a courbe C* peut alors présenter un seul nœud simple; ou présenter un seul 
point- de rebroussement. 

• .V Se couper en deux points. r- 

La courbe C‘ peut alors présenter un seul nœud double. . ' ' '■ 

. D'après ce qui précède, on voit que la projeotiôn C*ou C’ de la courbe C inter- 
section de. deux cètiesdu second degré ou de deux cylindres du second degré ou 
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dfn cùùe du second degré et d'un cylindre du second degré, ne pourra janais.* 
présen ter trois noeuds doubler ou trois poi nis étrebroussemenl ou deux nœuds simples . 

* SoMnclal^e des amiques planes du qut^éme et du troisième dejri. 

La dise attira ~pécédonié n’est pas sans intérêt, car elle ti4Ke son applicatioii ^ 
lorsque l’on veut Taire la» nomenclature des coniijuus planes du quatrième eî t|ii ' 
troisième degré , désignant ainsi la projection de la courbe intersection do dcuii 
cènes du second degré, courl>c qui est une eourbedu quatrième ou du troisième 
degré. Suivant les diverses positions que les doux cènes peuvent alTecterl'un par 
rapftortà l’autre dans l’espace, cette projection peut présenter toutes les formes 
diverses que peutafTecter la conique plane du quatriéine et du troisième degré. 

■Nous pourrons donc ,d’uprèace qui précède, afDrmer qu'une conique platie 
duvquatriéme degré peut présenter et ne peut présenter dans son conrsque:. 

1° Deu.x points multiples doubles; . 

‘2° Deu.\ points de rebroussement; • • 

3* lin point multiple double et un point-do rebroussement ; '' ' " 

VLn point multiple dqublect un point multiple simple; ' ' 

. Un point'multiple simple et un point de rebroussement; . ■ *• 

6” .Un point mnlti]>le double; * * ' 

7° Un-pOini multiple simple; > 

• 8° L'n.point de rebroussement. , ' ' • • ‘ 

Si nous nous rappelons que’ la courbé intersection de deux cônes du second 
degré peut être composée de plusieurs brandies offrant chacune Tune des trois 
formes suivantes, ou 1* une branche fermée dite elliptique, ou S’ une branche 
infinie dite parabolique et sans asymptote, ou 3" une branche infinie dite byperbo- ■ 
Uque et ayant une asymptote; et si l’on remarque en construisont l’épure de la 
branche hyperbolique que.si l’on prend sur cette branche un point 'divisant en dcu,v 
arcs infinis la branche hyperbolique , aes deur arcs ont pour asymptote commune 
l’asymptote construite, nous voyons de, suite que la eçurbe intersection <b;dciix 
cènes du second degré peut être composée ainsi 'qu’il suit : , 

I* De qiiltre brandies hyperboliques; . ’ ■*■ . 

2“ De doux brandies hyperboliques et d'une brandie parabolique; ' 

3-° De-deux branches paraboliques; ' ’ < , 

■t* D’une branche parabolique et d’une brandie elliptique; * . 

5° De deux branches hyperbolique et d’uné branche elliptique; 

6* De deux branches elliptiques; • ' 

7* D'une seVlc branche elliptique. • • • ■ • _ 

Mais dans chacun de ces sept cas,' la courbe 'd’intersection des deux cônes 
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"jH^ria-l-elIc pi-cMnlprifll^nœuHR doiilil(^ ou simplo8, el des points de rclti'ofc- 
I Mnionl; 0^ i# présentera-t-elle auoBn do ces pokils Singutiof»? ' • 

Et ainsi , exis(e-I;il K fois 8 c^rbes'de foriiics diverses , U ainsi Ô4 oMrbes? 
C’est ce que iious^ examinerons et discuterons ri-nprés ; 

^ ‘‘Et d’abord, il^f^urrail arriver que les asymptotes si la courbe de l'espace ne 
fussent pas toutes inclinées pur rapport au plan horizootal, uneiTentre elles et 
une seule pourrait être verticale. 

f)ês lors, la projection liorirontale de la courbe de l'espace passerait, par le 
pied de cotte asymptote; et en ce point qui serait la projection bolAxontalc des 
deux points situés ù l'inlini sur la cotiHtu hyperbolique de l’espace, la prqjeeliou 

. Iierizontaledo la courirc de l'espace aurait un rayon de courlwire nul. ' ' *• 

. Et ce |X)int remarquable ne serait pas un pointdc rcbroussoincntvmais, 4* un 
lioifit d'hi/Ifihii timpte, ou 2° un point mpu tel ipie la cottriic avant cl après ce pohil 
serait situéëd'un même côté de la tangente (*). t ' 

■Pour que ce point existd^il faut que l'une dos asymptotes soit verticale, et 
comme Onc cule des asymptotes peut-être verticale, on voit que la courbe du 
quatrième degré ne pourra jamais avoir qu'un scul,]K>inl tel que celui i|ue noms 
venons d'indiquer, el que ce point ne pourra exister que surla projection d’tine 
courbe hyperbolique. ' • 

On ne pourraxionc combiner que les quatre cas où les branches hyiierboliqucs 
se prcscnlcnl avec ceux des huit cas où l’on a des nceuds doubles et des points 
rebroutsefnent , attendu que le noriid simple exclut le joint indiqué précédem- 
ment; et en cITal : 

Le nœud simple est la projection du point multiple de la courbe de l'espace 
Jorsquo les deux cènes ont en ce point multiple un plan langent commun per- 
jicndiculaire'au plan horizontal. - 

Or, il est bien- évident que si les deux cônes ont un plan tangent commun 
vertical, ils. pe |>ourrbiU pas, lorsqu’on superposera -leürs- sommets, se couper 
suivant des génératrices telles que l'une (Telles soit verticale.' ' , ■ 

Pourrons-nous combiner les ttoi's cqs ht/perb^lUptes avec les cinq cas où Tonit’a 
que des nœuds doubles ou des points àc.rebrousseiiteut, el avec celui où ces-points 
singuliers n’existent pas ? • • , . . 

Et dàs lors la courbe du quatrième degré peut-elle alTccter dix; huit nouvelles 
formes? . ■ . » ■ ■ ' ' 

. C'est ce que nous examinerons et disculocops cl-aprés. ' ■ >. '■ 


(*) rayez dins le chapitre Vil lo discuasion relatiTe aux pointa siognlien , qu'one oourbe plan^^MUl 
présenter dans cours; disouaàion qnrest établie on regardant une courbe plane comme la projection, 
sur OIT plan , d'une courbe à double courburiT. • ‘ • 


Digitized by Google 


y 





• Si-, enfin, oiTfemaniu^u’uno courlic de l'espace peut iirelclle que pour un 
ses poiiit9( celui pour lequel la Uiu;;enle n'drt pas Tcrticalcfîe plan osculaleur 

^ul élre. Vertical; on voit que lîf projection liorizontale doucette eourbiMfrêsen- 
tera un point pour lequel le tayou do courbure scra^infini, ce poinl^^rrait 
être, r un point d’inflexion double, ou 2* un point nu'p/at. 

_ Pour compléter la nomenclanire ÿropbitjue ilflt coniques planes du quatriéiiie 
(Icgré , il faudrait donc rechercher sj un senihlahic point peut exister sur 4a pru- 
jeclion (le la courlie intcrscctiq^dc deux cènes, et combien cette -courbe de 
l'espace peut en présenter lorsque les deux Cônes sont du second degré èt enfin 
voir si un pareil point peut coexister avec les divers points singuliers dont nous 
avons |tarlé plus Iwiii. ^ ■ 

Par ce qui précède, on voit donc que, quoique le travail doive être long, la 
géométrie descriptive permet de donner.la noincnclaturc graphique et coinplcte 
des coniques planc^ du quatricinc degré , celte' nomenclature étant fondée sur 
des dilTéronces essentielles de fornae; la collection des tracés de toutes les conhpies 
planes du quatrième degré ne serait pas , je crôis , sans intérêt [tour là géométrie 
des courbes. ‘ 

Examinons etdiiscutons maintenant les deux questions posées ci-ticssus. 

Première question. Les sept combinaisons que l’on peut faire entre les branches 
elliptiques, hyperboliques et paraboliques, pouvcnt-ollcs coexister avec les huit 
combinaisons qni. peuvent, avoir Jieu entre les trois points singuliers, noeud 
double, noeud simple et point de rebroussement? 

Pour résoudre cette question , concevons la droite y intersection des deux plans 
diamétraux 3 et 3', construits par rapport aux cordes verticales; cond6vons le 
plan K mené par la droite y et perpendiculairement au plan horizontal. ' 

Imaginons enfin les deux sections coniques U et II' suivant lesquelles le plan K 
coupe les deux cônes du second degré. ' • 

. Mous [Miirrons toujours représenter les deux cônes- en imaginant hors du plan 
K deux i>OH)ts S et S', lesquels seront respectivement’ les som'mets des Cônes 
ajtant les courbes U et ü'pour directrices ou bases ou traces sur le plan K. 

' Les deux cônes (S, U) et (S', L' j Se couperont suivant une courbe C’idont la 
projection C'sur tout plan’P perpendiculaire au plan K sera du quatrième degré. 

• Kappelons-nous que pour que la. projection C' sur le plan P alTectc dans son 
cours les divers points singuliers, noeuds et points de rebroussement, il faut'que 
les deux -.courbes U et U' se coupent : 4* en quatre points ou en deux |K>ints situés 

■ denx à doux sur une perpendioulaireau plan P, ou 2''^ se touchent en deux points 
ou en un seul point pour chacun desquels la tangente soit pcrpendiculfiire au 
plan P, ou 3°. se coupent en d.cux points et se touéhent en un point, tels <pie la 
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tangcDic au poinl de contaclsoil perpendiculaire au pidn P ctparâllèle à la droite 
<|ui unit les dcual^intsd'intcrseilion. ^ 

Et tat^cluns-no(MP encore que. si nous prenons Je milieu des corde» de la 
cuurM; Uyinsi que les milieux des cordes de lu courbe U', ces cordes étant pour 
l'une e't l'autre courbes dirigées |KTpendiculatreincni au plan P, ces poinismilieux 
seront sur une seule et mémé droite, qui ne sera autre que la droite y. 
cela posé : ' 

Supposons que les deux courbes X< et U' sont deux ellipses; imaginons {a droite 
qui unit les sommets S et S' des deux cènes donnés; et désignons par p le point 
en- lequel cette droite perce le plan P ; concevons que le cène (S', l)'| reste fixe 
et que le cène (S, U) se meuve paralléleaient à lui-mème, son sommet parcourant 
la droite (S, S') qui unit les deux sommets S et S' jusqu'à ce que le sommet 
mobile S se superpose sur le sommet fixe S' ; et désignons par E" la courbe-sec- 
tion du cène mobile ( en la position où les sommets S et S' sont superposés) par 
le plan K. . ; - 

;1æs deux courbes U' et, U" seront semblables et semblablement placées par 
rapport au point p qui sera leur pèle de similitude. 

Ees deux courbes U' et U" sorbnt donc deux ellipses: 

Comment Ü' cl U".pourronl‘-eileS se comporter. l’une par rapport à l’autre, en- 
vertu des positions.rcspectives des courbes U ql E' ? 

1" Si le» deux courbe» ü et E' *e coupent en quatre poiutt, les deux combes E'-cl 
E" |>oürron1 : • . ' i 

1* Se couper en quatre points; -, ■ • . . 

if Se couper en deux points et se toUcher en un point; , ' • , 

3” Se couper on deux points 5 , 

■ -4* Se toucher en un point ; ' 

5* Savoir aucun point commun ; ^ . 

6“ Se toucher en deux points. ' • 

I.es deux courbes E' et E" oe pourront pas avoir un seul point d’intersection f 
par conséquent la courbe du quatrième degré ne pourca , dans aucun cas,. être 
composée d'une branche hyperbolique et d’une' branche elliptique. '■ . , 

.'Ainsi, avec deux nœud» doubles, on a sept Courbes distinctes. , - ^ 

‘i" Si le» deux courbe» E et E' se coupent en. deux pointe et æ touchent en un point r 
les deux courbes E' et E"'présontcronl les mêmes. positions que celles indiquées 
ci-dessus, n* 4. ^ . 

^ Ainsi, avec un nœud double et un poinl de rebroussement , on aura sept courltcs . 
disiinctes, . ’ - , 

■V Si le» deux Aurbes E et E' *e coupent en deux point» et, te touchent en un point , k 
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poini P pourra £lre placé sur la langciilc verticale au point du contact des deux 
eourbus U et U'; dans ce cas , le point de rebroussement devient un nœud timpU- 

Pour cetta 4 >osition particulière du point p, les deux courbes U' et ü" peuvent 
aflécier les positions indiquées ci-dessus, n* 1 et n° 'I. 

Ainsi , avec un nœud double et un noeud simple la courbe du quatriènte dçgré ne 
|>eul i>as être conqMsée d'une branche hijperboluiue et d’une brandie elliptique; 
un aura donc sept courbes distinctes. 

1* Si le» deux courbe* U et U' se coupent en deux points, les deux courbes U' et U" 
pourront présenter les mêmes relations de position que celles indiquées dans 
les numéros précédents; ainsi, on aura encore sept courbes (fistinctes. 

Pour tous les autres cas, on ferait les mêmes remarques. 

Ainsi, l'nii |)cut affirmer que la conique plane du quatrième degré peut tou- 
jours présenter l’un dts huit cas pour les points singuliers, nœud double , nœud 
simple et |Kiint de rebroussement, avec l'une quclcon(|ue des six combinnisons que 
l'on petit faire entre les branches hyperboliques, |>araboliqucs et elliptiques, oA 
•mira donc huit fois sept courbes ,.ou cinquante six courbes préseiitani des points 
singuliers tels que naaid double, nœud simple et [loinl de rebroussement Cl sept 
courbes ne présentant aucun de ees points remarquables, et dés lors en tout 
soixan^o-trois courbes distinctes. 

Maintenant, examinons et discutons les cas où une d^ asymptotes do la courbe 
intersection des deux, cènes du second degré sera perpendiculaire au plan hori- 
zontal P. 

On sait que tout plan parallèle à une génératrice- du cône du second degré 
eoupe ce cène suivant une .courbe qui est ou une pambole ou nnè . hyperbole-, on 
sait aussi que si la génératrice du cène u'c‘st pas jiarallèlo ù une ligne de plus 
grande |icnte du plan sécant , la section est une hyperbole, et que si celle généra- 
trice est parallèle à la ligne de plus grande pente du']dan sécant, la section est 
une parabole. ^ 

Si donc nous concevons deux génèr.iirict«, l’une G du cène <S, L) «i l’autre G, 
du cène(S', G') tellcsqu’clles soient parallèles entre elles et de pbisperpcudioulaires 
au plan horizontal P, Ic'plan K qui coupe les deux cônes suivant les courbes L et 
G' étant vertical , les deux génératrices G et G. seront parallèloo au plan K. 

• Dès lors, le plan kcou|>cra le cône (S, -G), suivant uau hyperbole ou unoparabole, 
et oe mêmctilan K coupera le cône (S', G') suivant uno hyperbole ou une parabole. 

On peut toujours concevoir que le plan k coupe les deux cônes suivant des 
hyperboles, car on peut toujours, sans . cliauger la Iwse des Jeux cônes, faire 
varier de position dans l'espace les sommets des deux cônes pour que cela ait lieu . 

Ainsi «admettons que les deux courbes G et G' seront des hyperifoles'. 
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Mais lôrsqu'un plan esl parallèle à deux génératrices d’un cône du second degré, 
la courbe hyperbole de section a scs asymptotes parallèles aux deux génératrices. 

Par conséquent-, les deux courbes € et U' auront une asymptote commune 
qui sera verticale et |)arallélc à la fois aux deux génératrices G du cône (S, U) et 
G, du aine (S', l)'). 

ttr : 1* deux hyperboles qui ont une asymptote commune ne peuvent jamais se 
couper suivant quatre points ou deux points situés deux à deux sur des droites 
parallèles à l'asymptote commune; ainsi la projection sur le plan P de In courbe 
intersection des deux cônes (S, 'G) et (S', G') ne pourra pas, dans ce cas, présenter 
de noeud dotéle. ' ' , 

Or : {2° deux hyperboles qui ont une asymptote commune ne peuvent jamais 
être cil contact par un ou deux points tels que la tangente en chacun de ces 
points soit parallèle à' l’asymptote commune. 

• Par conséquept, l’asymptote commune aux deux hyperboles G et G' étant vet- 
licalc, ces deux courbes G et G' ne pourront pas être en contact par un ou deux 
points tels qü’en cés points la tangente soit verticale.’ ‘ ■ 

Ainsi , la projection de la courbe intersection des deux cônes (Sj G) et (S', G') 
ne pourra pas présenter de noeud simple, ni de point dé rebroussement. 

Dés lors, toutes les fois que la conique plane du quatrième degré offrira un 
point pour lequel le rayoB' de courbure sera nul , elle ne pourra offrir de points 
tel$que noeud double, nœud simple, et point de rebroussement. Et comme ce point, 
pour lequel le rayon de courbure est nul , ne peut exister qu’aulant que la courbe 
d’intersection des deux cônes se trouve composée de branches dont une au moins 
soit hyperholiffue , et que trois cas seuls oITront des branches hyperboliques , on voit 
que la courbe du quan-ièrae degré présentera trois formes diverses pour lesquelles 
IC'paint singulier que' nous venons- d’examiner subsistera, et subsistera à l’ex- 
clusion de tout autre point 'singulier tel que nœud double, nœud simple, point de 
rebrtmssrnunt. 

Aimi, la conique plane du quatrième degré peut présenter soixante-six formes 
variées et esschtiellemont dk'inctes-. '. 

Il resterait maintenant à examiner si la‘ courbe intersect’ion dc'deux côncs dit 
second degré ne peut pas présenter dans son cours un point situé & distance 
(inie pour lequel la tangente ne serait pas verticale , et tel que le’plan oscillateur 
de là courbe de Tespaec et en ce point fût perpendiculaire au plan horizontal , 
aUipiel cas la projection horizonlalc de la courbe intersection des deux cônes 
aurait un point pour lequel le rayon de courbure serait infioi. 

^ous aVohs vu précédemment que la çourbe intersection de deux cônes du 
second degré pourrait avo'ir un plan osculatcur perpendiculaire au plan liOrjzbntal, 
mais, dans les cas examinés, la tangente au point considéré était verticale. 
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Qn peut facilement 'résoudre la rpiistion par la considéraiion sui«an(c:' < 

' imaginons deux sections coniques L et V situées plan vertical; on 

l>eut toujours concevoir que ces deux courbes auront un coiftact du second ordre 
en un point a;; on pourra toujours aussi concevoir que ces deux courltes sont res- 
pectivement les bsoes de deux cônes, l'un (S, L) ayant son sommci'en un point $ 
^ de l’espace et ranlrc (S', .L') ayant soh Sommet en un autre point S' de l’espace. 
Il est bien évident que les deux cônes (S, L) et-(S'vL') se ‘cotiperont suivaiif 
une courbe I du quatrième degré qui passera par le point x, et que cette courbe I 
. aura en ce point x‘ nn contact du second ordre soit avec la çpurl»c L, soit avec 
la courbe L'.* •' • S '' ‘ ■ 

Par conséquent, la projection. I‘, sur le plan horizontal, de In courliol aura 
(>our le iiOint'x' Un rayon do -courbure infini. • '• ' 

La conique planc du quatrième degré peut donc, dans certains ca5,'préseptcr 
un poinTpour lequel le rayon, de courbure est in6ni.' 

Cela dit: - . ' ' 

On pourra toujours placer les sommet S et S' dans l’espace de manière à ce 
que les deux cônes SC coupent : - . • •••'** ' ■ 

1* Suivant quatrc'branches hyperboliques; ’ ‘ • V. 

2* SuiSànt deux brandies hyperboliques et une branche parabolh|ue; ‘ - 
3* Suivant deux branches hyperboliques et 'une branche eHiptiqiic;ti||h', ■ 

4* Suivant deux branclies-paraboliques ;' 

. 5* Suivant une branche parabolique et une brandie cUiptiquo; 

A* Suivant deux brandies elliptiques. 

On ne pourra pas avoir unO' seule branche elliptique ou courbe d’anaehemimi , 
parce que, de quelque manière que l’on coupe ces deux cônes, dans le cas-par- 
tkulier qui nous occupe once moment, par un (dan,' les deux sections ne 
pourront s’envelopper, et dès lors le contact du sçcom] ordre ne. pourrait 
exister. . •' , • • . 

„ ;On aura doncencoté six nouvelles courbes dti quatrième degré., < 

Ainsi, on trouve soixanlè-douzc courircs du quatrième degré ou coniques 
-pianes. . ■ • . 

. Je n'ai pueneern-iarvèDir à démontrersi.lc point pour lequel le rayon de oom - 
buro est iniini pouvait coexister, avec les points singuliers dont l'existence a été 
rcronnue, anyoi^ noeud doi^e, ntéud timple, point de rebrout»emeiti. r 

Mais j’ai pu démontrer que lorsqu’il existé un point pour lequel le rayon' de 
courbure estdnflni , U ne peut pas exister de point pour lequel le rayon de cour- 
bure soit nul. ^ y 

_ Et en cflèt : les deux courbes L «1 L'. situées dans' un plan, vertical et ayanlan 

3ï 
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point X un contact du scconil ordre no peuvent être que des ellipses ou .des 
hyperboles., puisque deuiyiaraboles osculatrices se confondent, ^isqu'il n’esiste 
quHino seule parabole osculatrice en un point d’une ellipse ou d'une hyperbole. 

Or, pour, qu'une asymptote soit verticale, il faudra quoie plan des deux 
courbes L et L' coupe les odnes suivant des paraboles;- les deux courbes L et L' 

$o' confondraient dans ce cas en une seule' courbe, en une |iarabulc qui serait 
fllle-mâino la couri>e 1 intersection des deux cdnes; la projection I* serait donc * 
une droite, la courbe du quatrième degré ne serait donc autre, diunscecas, qu’une 
droHo. - ■ ■ . 

•Los courbes L et V peuvent avoir un contact dti troisième ordre, et elles ne 
peuvent avoir entre elles un contact d’un ordre plus élevé ; par conséquent , la^v- 
nrque plane du quatrième degré peut présenter un point pour lequel la tangente 
a un contact ihi troisième ordre avec la courbe. • . . • 

Et il est évident qu’il n’existera pas , sur la conique plane du quatrième degré, 
de point pour lequel I9 tangente ait un contact plus élevé que le troisième ordre. 

ÎSous pouvons encore avoir siv courbes prèseatant-cettè particularité : ainsi 
nous obtenons soijpanto-dix'buit courbes dilTércntes représentées paf l’étptaiion 
du quatrième degré qui,-commcon lésait, renferme liiiit constantes arbitraires. 

Je vais' maintenant démontrer que la conique plane du quatrième degré peut, 
avoir deax points pour chacun desquels le rayon de courbure est infini. . ■ 

. El eacITct: ' . , • ’ 

Coneevons deux plans verticaux -R et R* se- coupant suivant une droite vcrti-<. 
cale Z. ' . V - V 

Concevons dans le plan Rntnç courbe du second degré U coupant la droite Z 
aux -points m et'n. . >-.■ 1 

Concevons dans le plan R' une courbe du second degré U' coupant la droite Z 
aux mêmes points m etvi. . ' . • 

Imaginons une section conique X ayant avec la courbe U un contact du second 
ordre en un point x, et désignons par p et q les points en lesquels la courbe X 
coii|>c la droite Z. ‘ . 

' On peut toujours iin.aginer une courbe X' osculattièc du second ordre en.uif 
certain point x ('‘)à la courbe U' et passant par les points pet q; car cinq points 
déterminent une section conique plauc lorsque ceSoinq pomur sont deux à detix 


. (0 Je du un cerlâiu point x'j cor on ne peut pu fixer Ja poaiUbn de ce point à ravance. Le problèQie : 

faire paaaer par deux pointa donnêa une aeclion conique oaculatrice' du troiaieme ordre à une !tectîon . 
conique dotmée, e*t un problème d^ferniùu; qui n’txqn'uo nombre limite de aolutionj. . 
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’ sur des droites diiTérontes, lorsque ces cinq points ne eo^ligne droite 

trois à trois. ^ ‘ * 

Or, le contact du second ordre établit que la courbe X'a trois pointe successifs 
et iiiliniment' \oisins, communs avec la courbe li'; par ces trois points (qoa ea 
ligne droite ) et les deqx points p cl y, t>n pnut donc toujours concevoir une sec- 
tion conique plane \‘. n 

Or, par deux courbes du second degré qui ont uoc cordc commune , on peut' 
toujours lûrc passer deux cènes du second degré, nous prtiirrons donc toujours 
envelopper les deux courbes U et II' par un cône 1 et les deux courbes X et X' par 
% un cône 2'. 

Et comme nous pourrons toujours nous arranger pour que les |>uinlB'a; et 
tpient placés , lé [tremicr sur la courbe U et le deuxième sur la çourbe U' de lellë 
manière que la tangente en a; ii U ne soit j>as parallèle à la tangente en à U', il est 
évident que les deux cdnes'2..et 2' n’auront pas une génératrice commune ; par 
conséquent, il» se couperont suivant une courbe I passant par les points x. 
eti'. , • •• 

La conique-plane du ajuatrième degré peut donc présenter dans son courâ deu» 
points pour lesquels lé raj'on de courbure soit infini ; et cette çourbe ne pourra 
en présenter davantage, parce que deux sections coniques qui ont une corde 
eomniune ou ujie tangente commune déterminent un. cène du second degré,- et 
suflisent pour le déterminer. ‘ ’ 

• Ainsi, on aurait encore de nouvelles fbrmes de la eonique plane da quatrième 
degré, qu'il faudrait ajouter auxsoixantc-dix-huit formes précédemment trouvées. 

Je n'ai pu, dans le cas de deux points pow lesquels le rayon de courbure est 
inübi, déterminer le nombre des formes qne pourrait présenter la conique 
plane du quatrième degré. . 

' La démonstration précédente pouvant ne pas'parattro rigoureuse, et donner 
heu dès lors é des objections , je crois devoir exposer la démonstration suivante, 
contre laquelle auounc.ohjection ne peut étrè'clevée. . . V; 

■ Concevons-dans un plan R une section conique U ; construisons en un point* 
de la courbe U la section conique X ayant avec U et en cç point x un eonlael du 
.second ordre. ’ . ^ . 

Construiaans en un autro point g de la eeurbe U une seconde section coni- 
que Y ayant en ce point g un contact du-sccond ordre avec cette même courbe U. 

Commel’on peut, pour un point d’une courbe du second degré, construire une 
inlittilé d’ellipses ou d’byperboies osculairices du second ordre'de celte courbe 
proposée, on pourra toujours se procurer deux courbes-X et Y telles qu’elles se 
oonpcnt en deux points P e(^. 
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Cela posé: , 

Faisons passer |Vir la droite K un plan R' coupant la courbe U en deux {>ulnts 
' m et n. • 

Nous |x>urrons toujours tracer dans le fjlan R' une section coni(|ue U' passant 
parles points m et II. » 

■ Les deux courbes U cl ü' ayant une corde commune mn pourront être enve- 
loppées par un cône dont je désigne le sommet ps S.- 
Cela posé : 

Concevons la génératrice Sy de ce cône; elle coupera la courbe ü' en un *' 
point*'-. ' 

~ Et si nous imaginons un secpnd cône ayant pour directrice la courbe Y el 
pour sommet le point S , ce cône sera oscillateur du cône (S, -li) tout le long de 
la génératrice Sy et l'osculation sera du second oi^re.' 

. Par- conséquent, le cône osculaleur (S, Y) sera coupé par le plan R' suivant 
uqc courbe ayant une osculation du ^cond ordre au point*' avec la courbe ÜV 

et celle courbe X' passera évidemment par les points p et y de la courte lesquels 
sont situés sur la droite K. . , . ' . 

Les deux courbes X et X' ayant une corde commune pq, pourront ètre enver 
loppées par un cône du second degré, lequel aura évitlemment pour sommet un^ 
point autre que le point S, et que je désigne par.S'. . ‘ 

Les, deux cônes (S, li)cl (S', Xj n'auront donc aucupe génératrice commune 
soit d'intersection I soit de contact. 

Désignant pr x, s', s" -|es trois phiia successifs qui forment le contact du 
second ordre au point * entre les courlies U et X , et par x, x,', x," les trois points 
successifs qui furment le contact du second ordre au point *' entre les courbes 
D'.ei X', on voit que les génératrices Sx, Sx', Sx" coupront respectivement les 
génératrices S'x, S'x', S'x", 'aux pojnts x, x', t" y pr conséquent, la coqrbo I in- 
tersect'ion des cônes (S, U) et (S', X)pssera pr les pints s, x', x". U en sera de 
même pour les pints x,, x/, z/'; dès lors, il. est bien évident que la courte 1 
pssera par les points x et *', et aura eu ces pints un contact du second ordre 
avec les courbes U cl ü'. . - 

Par conséquent, les plans R et R' seront des plans osculateurs de 4a courte I 
pur les points * et *'. . v ' ■ 

,Si donc on projello la courte I sur un plan perpendiculaire à la droiie'K in- 
terseolion des plans R et R', la projeeliob .aura deux pints pur iMquels le 
rayon de courbure sera infini. • ■ ' 

, Ainsi, une cxmiqiie plane du quatrième degré peu j présenter dans Son coüra 


» 
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deux poiaU pour lesquels la tangente se trouve avoir uo coottpt du second ôrdr** 
avec la courbe. , » ^ _ 

Peut-être |>arvicudrai-je plus tard à résoudre loiltcs les questions et à com- 
pléter ainsi la nomenclature graphique des coniquos planes ■ du quatrième 


Toutefuis, Je dois faire romarq'uerK]uo la nomenclature fournie par les con- 
sidérations géométriques qui sont propres à la géométrie descriptive me patait 
devoir être préférée à celle donnée par les considérations ; et en effet , 

c|u’est-ce qui peut mieux caractériser les différences essentielles qui distinguent 
. plusieurs courbes fle la même famille, ou , en d'autres termes , représentées par 
une équation du même degré, si ce n'est les variétés.cssentiel|es que peut pré- 
senter la forme de la courbe? Et qu'esl-ce qui modifie la . forme ? Les points.singu- 
licrSÿ sans aucun doute. 

. De plus, combien il serait diOieile d'cflectuer les tracés des diverses coniques 
planes du quatri'éme degré d’après leurs équations;, tandis <pie la gé*ométFie 
descriptive fournit un moyen simple de les construire, puisque pour avoir cba- 
ouné d’elles il sulBt dé construire la projection iiuriaunlale de rintcrscction de 
_ deux cènes ayant pour bases des .sections coniques, et qu'il sera toujours facile, 
en vertu de ce que nous avons dit précédemment, de déterminer les données de 
l’épure pour chaque cas. . . 

Aussi, la géométrie' descriptive me parait -elle (K>uvoir permettre un jour 
d’exécuter avec quelque facilité une monographie coiu{)létc, non-seulement des 
coniques planes du quatrième degré, mais même de toutes les courbes du qua- 
trième degré; car les coniques planes ne forment qu'une classe, puisque l’éqna- 
tion générale des courbes du quatrième degré ■ renferme quatorze constantes 
arbitraires, et que l’équation de la coniqpe plane du quatrième degré ne reiifurm<‘ 
que huit constantes arbitraires. . . . • 

On. peut’, par des considéra lions géométriques analogues à celles qui précèdent, 
parvenir à. déterminer la oomeoclatare des- coniques pianos 'du troisièinc degré 
qui sont repré^nlées par .l’équation dé q'iatriérac degré renfermant huit con- 
stantes arbitraireslorsque cette équation |)cut être déeomposée en deux facteurs ,. 
l’uD-du troisième degré et l’outre do premier degré. 

. £.t en effet , on (veut , dans ee cas , concevoir deux cônes ayant une géncrairiee 
commune G ; cesdçux'cônes sé cpupCront alqrs solvant la droite G et une courbe I 
qui sera du troisième degré. , ' 

Les deux bases B et B' des deux cônes (S, B) et (S', B') donnés auront do'nc 
dans ee cas un point commun ni,. lequel sera la trace liorhontale.de la.généra* 
triceG., .laquellu contiendra les deux scuomelsf^el.S.'. . 
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Les deuxcourlMB Bel B' pourront, 1° se couper au point m,2° 6 lre tangentes 
an point m. , ' . * • 

Dans le premier car, si l'oif fait glisser le sommet S' le long de la droite G pour 
*eiiir se superposer sur le sommet S, auquel cas le cdne mobile sera coupc en sa 
nouvelle (Msition et par le plan horizontal suivant une courbe B" semblable à la 
courbe B par rapport aupoint m considéré comme pôle de similitude, on voit de 
suite que les deux courbes B et B" se croisant au point m pourraient ; 

1” Se cOuper çn un second point; 

2* Sc couper en trois autres points ; ' ■ . 

3° Se couper en un second point et être en contact par un jlbiot. .r . 

La conique plane du troisième degré pourra donc être composée de;- 
rUne branche liyperbobquc; : < 

y Trois branches hyperboliques; - . 

3* Une branche hyperbolique et une branche parabolique. 

El dans tous ces cas, la droite G représentera une branche hyperbatiqne de l'in> 
terseclion totale. . . 

Dans le deuxième car , les dcux courbes B et B'' seront tangentes l'une à l’autre 
au point m ; elles pourront donc : ->7 ■ ' 

L” Se toueber en un- second point ; • ' 

2" Se couper en deux points; u . • 

3’ N’ayoir que le point jn commun.. ■ . 

Dès lors, laconique plane du troisiétne degré. pourra être composée: ' ' - . 
d* D’une brandie i»raboliquc; ’ ■ . ' 

3* De deux branches hy|)crboliques; ' • ' ‘ ' 

y D’une seule branche elliptique. ' ' . ’ '. 

' Et dans les trois cas la droite G représentera une branche parcéolique de l'ih- 
terseciion totale. • • . . ^ . • • 

' La conique plane du troisième d^ré peut donc alTeeter six formes différentes. 

- Examinons iqaintenant de qudic iTatnresoni les points singuliers que la coni> 
<;ue plane du troisième dégré peut oirrir,dans son cours. ' 

• Imaginons les plans diamétraux des deux cènes par rapport aux cordes verti- 
cales; concevons le plan vertical R passant par. la droite y intersection 'de' ces 
deux plans diamétraux et coupant les cônes suivaiTt les deux courlies V et uVet 
rappelons-nous que ces deux sections coniques D et. ü' ont chacune un diamètre 
dirigé suivant la droite y. ' " 

Dans le premier oçts, les deux courbes U et II' se couperont en un j>oint lequel 
«ira le point de rencontre de la génératrice G et du plan R ; puisque les deux 
.cônes U et D' ont chacune un diamètre dirigé suivant la droite y,- cesdeux cenrhes 
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ilevroBi néccssairemeDt se couper en un second point a tel que les points n et a 
soient situés sur une verticale; dés lors il |M)urra arriver : 

1 * Que U et 11' n’aient en commun que les points a ef'a, dt alors la conique 
plane du troisième degré n'oITrira aucun point singulier; 

T Que U eàto'sc coupent en deux nouveaux points nécessairement situés sur 
une verticale, et alors la conique plane du troisième degré offrira un nœud doub(e; 

3° Que U et U' se touclient en un point pour lequel la tangente sera nécessaire- 
ment verticale , et alors la conique plane du troisième degré offrira un point de 
rebroMiemenl. 

Ainsi, dans le premier cas, on peut avoir neufeourbes différentes; on ne pourra 
* |>as avoir de noeud smpie, [>arcc que la'courlte-intcrscclion des deux cènes devrait 
offrir un point multiple pour que le nœud simple pùl exister ; ce qui est évidemment 
impossible. ■ • • 

Dons le deujciime cas, les courbes U et li' se toucheront en un point b quî'sera 
celui en lequel la droite G est coupée |iar • le plan R ; et forcément ces deüx 
courbes se toucheront en un autre point b' situé avec & sur une verticale. 

Duos ce cas, les courbes du troisième degré n'ont aucun point singulier; mais 
l'on peut toujours concevoir que le plan tangent commun aux deux cènes le long 
de la droite G soit vertical, alors les deux courlies l> et U' auront une tangente 
commune et verticale; dès'Iors les points b et b' se réuniront en un seul |)otnl. 

Dès lors., les deux courbes U et V pourront : 

tt Se couper en 'deux points , et alora la conique plane du troisième degré 
offrira un nœud double; 

2* Se touclier en un second point pour lequel la tangente sera verticale, et 
alors la conique plane du troisième degré offrira un point de rebroussement. < f 

La conique plane du troisième degré^te pourra présenter de noeud simple, pur 
la même raison indiquée ci dessus. -• ' 

Ainsi, dans le deiuaème cas , on peutavoir neufeourbes différentes. ■ 

On pourra toujours s’arranger pour que l’une des asymptotes soit verticale; dés 
lors on aura quatre courbes- du troisième degré (4 branches hyjicrlmliques ) 
qfirant ciMcunc un point pour lequel le rayon de eourbureest nul; et ce point 
exclut tout autre point singulier. 

Ainsi, nous trouvons vingt-deux courbes différentes pour les coniques planes 
du troisième degré. 

Examinons maintenant si la conique (dane du troisième degré peut avoir un 
jioiiit tel que son rayon de courbure soit infini. ^ 

' On sait que lorsque deux cènes du second degré se touchent ou se coupent 
suivatvLuno génératrice G, laquelle droite contient dès lors les sommets S'èt S' 
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ces cônes , la courbe I inlerscction des deux surraces passe par les sommets S 
et S' et ne coupe la droite G qu’cn ces deux points S et S'. 

On sait encore que , lorsque deux cônes du second degré ont deux plans tangents 
communs, ils se coupent suivant deux courbes planes qui sont alors deux sections 
coniques. 

Si donc on conçoit un plan vertical R sur lequel on trace deux sections coni- 
ques A et A' ayant en un point X un contact du second ordre, et si par cepointx 
on conçoit une droite G et sur cotte droite G doux points S et S', ces points pour- 
ront être considérés comme les sommets de deux cônes (S, A) et (S', A'), lesquels 
seront en contact tout le long de la génératrice G et la courbe I intersection de ces 
deux cônes passera |>ar les points S et S' et ne coupera la droite G qu’cn ces seuls 
points 8 et S'. • 

De plus, en établissant quedesdeux courl)es A et A'onlua contact dti second 
ordre, c’est établir que les deux cônes ont doux plans tangents communs (cesplans 
tangents étant successifs et infiniment voisins) se coupant suivant la droite G. 
■ Donc les doux cônes ainsi construits sc couperont suivant doux sections 
coniques, et l'une de cos sections coniques ne sera autre que la droite G, laquelle 
jouera dans ce cas le rôle deporaWe. 

' ' La conique plane du troisième degré ne peut donc présenter dans son cours 
de point pour lequel le rayon de courbure soit infini. 

Les diverses recherches précétientes , touchant les formes qtie peut présenter 
la conique plane du quatrième et du troisiciiie degré, sont trés-incompIètes; 
mais, cependant, tout incomplètes qu’elles sont, elles doivent nous faire con- 
cevoir l’espérance de voir un jour la géamitrie deteriptive nous fournir une 
côlIcciJon d'épurei représentant le tracé exact do toutes les formes variées que 
peut présenter la conique plane du quatrième et du troisième degré. 

El de pluSj ces recherches ne nous donnent-elles pas le droit de ^re que la 
géométrie descriptive n’esbpas seulement un mv donnant les moyens de représenter 
rigoureusement les formes de l'e-spacc limité par des surfaces, mais- qu'elle est 
vraiment uiic «dence, puisqu’elle permet de déooçivrtr certaines propriétés géo- 
métriques dont les surfaces et les courbes jouissent, en vertu de leur forme et de 
leur mode de génération ; et de découvrir aussi toutes les ]>ropriétés géométri- 
ques relatives aux relations de positions qni peuvent exister entre certains 
groupes de |X)ints, de courbes ou de surfaces. 

AuS-si, je croisqucl'on peut dire que la géométrie deicriptive, OU la langue ÿrop/uque, 
est éminemment apte à exprimer et à faire découvrir les retalion» <fe position, et que 
ranalyse,ou la langue algébrique, est éminemment apte ù exprimer et à faire décou- 
vrir les relations nie/riçwr». • ■ 


r 
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Dans ce. qui précède, nous avons, en ne nous servant que des' méthodes de la 
géométrie Jeecripth'e, essajé.d’établirune nomenclature des coniques du qoalrièine 
et du troisième degré, en fondant cette nomenclature sur les poinO tingutiers que 
les diverses^ courbes composant cette famille pouvaient présenter. ■' 

Nous allons maintenanldémontrer que la projection, sur un plan , de la couHk' 
k double courbure, intersection de deux surface du second degré, est toujours 
une conique plane du quatrième degré, et, dans certains cas, une coitique pUmr 
du troisième degré. -, , - , 

. TbéorènS 1 . Par hùu points situés trois à trois dans deS plans tUfférentSy on . peut ' 
toujours faire passer deux surfaces coniques du second degré; ou, Cn d’autres termèS,:. 
par ' les' huit ^ points' sommet s d’un octogone gauche {dont, par conséquent, trois edtés 
consécutifs ne sont pas situés dans un même plan ), on peut tosgours faire passer doux 
Cônes du second degré. •. ' .'.l'- ‘'■'V**"’. 

- démonstration. Par huît joints situés trois è trois dans des plans dilTérents, on 
peut faire passer une infinité de" surfaces. du second ordre ,'puisque neuf^^itits' ' 
situés trois tfois-daos des plans différents déterminent toujours une surlbee dû 
second ordre, .et qu'ils n’en déterminent qu’une' seule.-' •. . 

.■ Parmi toutes cessiirfaoes du second ordre déterminées par huit pointe de l’es* 
pace-, ne peut-il pas exister un cène du second degré'? - . 

-Et si un cône du second, degré peut Coujour$.pàsser par huit pointe situés dans 
t’es{Mice et placés trois à, trois dans des plaoi diflérente , n’en peut-il passer qu’un 
seul ou phisieurg 

Telles sont les.qtiestioM que Je me propose de résoudre'. 

. Désignant par £,7, les .coordonnées du sommet d'un cène, où sait ..que 
r^üation générale des surfaces coniques est de la formé : ' • 1 . '1. • 


J • % \s—r- s—, J 


L’équation d'uii 060e du seœiid degré sera donc : 


— 178 — 


Ou, après avoir ordonné 


ÿ‘-t- Ax’+Ez'-f* Bxÿ — 26 

y — 2Aa 

Ca 

. . . -I- Cxz — Bat 

— B6 

- D5 

.s. 4- Dyi — D-/ 

- Cy 

1 -2E-/ 


+ Aa’ I 

+ 'E-/’ 
■+2B*Si 
■H-îCay 1 
+ 2D-/S 


= 0 ( 1 ) 


Or, si l’on 8C donne les coordonnées^ • . . ^ ' /. , _ ; . 

. ~ s'"),.,... (x., ÿ,, ■ . • ■ 

. deS'huii points dêl’espace, et que l'on substitue les valeurs de ce$ coordonnées^ 
à.' la place ' de (x, ‘y, s) dans l'équation (1), on. obtiendra huit équations, dans 
lesquelles entreront les cinq coçlhcienis K , fi , C , Û < E et les' trois coordonnées 
(a , S, y) du sommet du odne à (féie^iiier. . .. ~ 

On aura done autant d-’équalions que de quànlilés à déterminer. ' ; 

.Ainsi ! on peut ,umj<mrt faire patser.-par hiiit points de l’espace situés trois à trois 
- dans des plans différents une surface côniqiiç du second ordre.- . • . • . . ‘ , • . . . , 

' f.ela démontré , r^uation; ' V > ', > f-. ■ • 

_• y’-f- Ax’-f- E s;h- B ÿï -t- Mÿ-4-- Nx -4- K=p..._ . (2) 

+Cxi 

reprtisenteru toujours uii^ône', si l’on pose les. quulre'équations de condition 
suivantes": ; ■ • • • • 

• ; • M-f-2S +B*^’ Dyi=o\ i ^ / ' ■ ■;* . 

: . N -t-2Aa4-'’BS-+-'Cyî=b f .'f • 

• . ■' ..■■P.+ Ca+Ds-)-2Ey=o . ; .. . i - • . 

-, *•' s* + Aa*-p * Ey’^2B«6 -|^ 2Ca(y 2DSy I 

Or, si l’on m donne les côbi^onnëes'de huit points Je l’espeec,, 6n péurra 
toujours substituer les valeurs de ces coordonuées à la'place de (x ,' y, >) dans' 

. l’équation (2) et déterniiner les quantités' A j B, C,'D, E, M,'^N,P, au nombre _ 
dc hujt , en fonctions des coordonnées des huit points et de ta, quantité K. 

Ensuite, dans les éqiuttiohs (3), on pourra remplacer leseoeflSeients À, B; G,... 
par fes' valeurs trouvées. .. • • 
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Or, remarquons que enlre au premier degré’danâ l'équatioO (2); par con- 
séquent , les valeurs des ooefficieots A , B , C seront de la formé : . ... 

- ArsVK-HU, B=VK-f-lJ', C=V "K-f-tj",..., . 

.** ** ^ • f •** '.*’ 

V et ü, y' et IJ', V" et D" étant des fonctions dans lesquelles il nV-oire- 

que les coordonnées (les huit points de l’espace. < 

, En un motj A, B, seront des fonctions linéaires de K. >. • 

.-Les trois premières équations (3) pourront donc être écrites de la-manièrc 
suivante: ^ 

> 2£+ « ( V' K-H U' ) 4-' y ( V"'K-h 0"') + (M,K -f- id.) y • 

’ 2a(V K+11 )-»-€(V: K-)-ü' )+y(V"K-f-L")-t-fN.K-l-NJr=o[ (1) • • 
a(V"K-(-L")-(-S(V"'K-t-U"':)-è-2-/(V.K-+-UJ-t;(P.K-(-P.)=o) ‘ . 

Les équations (4) serviront à détêmiiner a , S, y en fonctions dp E. . 

El Ton tfouvero pour ït,S., y, des. (onctions du quatrième degré en k. 

Substituant donc cps valeurs 'de a, £y y. dans la dernière équation (3)^ op 
trouvera une équation dn liiiitièiiié degré en K. ' . , -‘7 

Or, œtte équation ne pourra avoir qü’un nombre pair de racines réelles; et 
comme odusavons vu ci-dessus que par Irait points de l’espàceion pouvait toujours 
foire pa^r une surface conique, nous savon» qfue celte (kjuation du huitième 
degt'é en K doit adniettre. une raeine ' réelle i et par. conséquent au moins deux 
racines réelles. .. , ,’v. «.ï 

'Ainsi : ftirhitU poinu de Fetpac* tUuét ûvk à mii$ dan* de* pkm differtntt ,'^on 
■peut uujourt faire poster deux surface* 'cimUpic* du second degri ; ce qn'il foltail. dé- 
montrer. ' • ' ■ • ' . , • . . ' ■ - ' ' . 

Nous venons de démontwr que par lés huit s(>miD«ls d'un octogone gauche ou 
pouvait toujours (aire pÉsser-deux (^ties du second degré; il resterait à démon- 
trer q.u’on ne peut faire passer.quë deux' cônes," ' " ; ■ . 

, . L’éqQation’du huitième 'degré çn-K poUs moutre (ju’il ne peut exister. trois 
cônes passant par la ocmrhe qui unit les huit points de l’espace, car K- ne jveut ' 
' avoir Seulement trois vàleuls -r^ies ; il faut , si K a 'trois valeurs réelles , qn’il 
en ait nécessairement quatre. Il (hudrait donc discuter l'èqoation du huitième . 
degré' en K, et prou ver qU'elle n’ôdmel que deux lacines réelles. Or, les calculs 
seraient trop longs . 

L'è()uaiiqn en K précédemment donuéene peut donc nous servir pour résoudre, 
d'ène manière prompte et simple," la question posée ci -dessus .rJDés lOrs, iiobs 
allons recourir aux considérations géométriques,. •" ■ 
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Désignons pr .C la courbe <{ui unit les huit points de i’«spaoe; porS Jé sbminet 
(lu premier cOne qui enveloppe la c9ûritje C; pv S' le sommet du deuxième «Ane 
qui enveloppe aussi la méipe courbe C. 

'Par la droite SS' des sommât > faismis passer un plan a^nt P.- 
Çc plan P cou|>era le cOnc (S , C) suivant deux génératrices G et G'{ 0 » même 
plan coupera ^ cène (S', C) suivant deux génératrices H et H', 

Cesqnatrc génératrices se couperont deux à deux en quatre peints , qui seront 
ceux en lesquels la courbe C est coupée par le plan P, et l’on voi^ évidemment, 
par ce qui précède « qu’un plan ne peut couper le courbe-iniersection de deux 
surfaces du second ordre en plus de-quatre points. .. ■ 

Désignons par m le point intersection de G et H *• '• i 

... .• . . G etHV-.é • 

■ ' ' * tn ^- . ' ^ , . • G’^ct H :• 

• m". G' et H' . ’ / 

Désignons par T le plan tangent au cône (S, C) suivant G.. ,• 

: . ■ T'-. •, • • • • • • ' ■ • ■ - •' . suivant G' ‘ ‘ - 

• 0 leplan-tangentaucône(Sj C> suivant H • C . - .1 
• 0' . i' , . suivant H'. ‘ , '• 

< Les'deux plans T et l' se couperont suivant une droite X. • * , ; 

• Lesdeux plans 0 et '0' se couperont suivant, une droite ' Y, > - '.*> ' ... . " 

Les plans T et T' couperont la droite Y respectivement aux points p et y." < 

• 'Les plans 6 cl 0' couperont la droite X' respectivement 'aux points a; et x'. f.'. 

Lç< plans tangents T, T', 0 et 0' se couperont deux à deux suivant les tangents 
à la courbe C aux divers pointa m , m', m", m"^. , ■ . • ' 

• Désignons par I la tangente au point m ‘ . . ' " • 

f \ m' . . 

... • : . , t” ^ Il*" 

r \ • v,. 

La droite. . passera par les points m ,’ a;, p > •’ • 

X -• .r. ..... . , '. . X, P .. s . . ^ • 

7 . . , . ; . . 7. m". P ' . ■ 

Or,. par ( et t, par r" et ("' passent les plans tangents do systèmè 0 a.u cône 

(S', C); . vr 

' Or, par t et l'\ par 1 ' et ("' passent les plans tangents cki systèn» T. au cône 

(s,-ç) V ' .... ‘ ' • 

^onra 4 u’il y ail un troisième cône, il faudrait que l'on pèl faire passer deux 
plansi fun par (' et l'autre par,/ et . '.. . . .. . ’ .'t ' ; •'t- 
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b. 


Or, cela est impossible, puisque t' et t et i" ne s'e couperont deux à deux 
qu’autant que les droites X et Y se couperont, et alors (' et i"'se CoUperont'en |in 
seul et même point qui ne sera -autre que celui en lequel X et Y se couperont. 

Or X oi'Y;ne se couperont qu'autant que la courbe C no sera autre que deux 
courbes planes A et B, en d'autres termes, qu’autant que la courbe C ne sera 
autre que deux sections coniques. . . •* • 

Et alors le point do lêncontre des droites X et Y sera situé sur la droite 'inter- 
^seetion des plans des courbes A et B. ' ' . . 

. Ce n’esrdonc que lorsque les deux cûnes (S, C; et (S', C) se cou|>eronlsoi\'ant 
deux courbes pianos A et -B que. leur courbe d'intersection pourra être enveloppée 
par trois cOnes du troisième ttegro; et dans ce cas, le troisième cène ne sera 
autre que les deux plans des courbes A et B, dont se corn pose, la courbé C. 

Ainsi» la courbe géométrique et à double courbure qui passe par les huit 
somoKU d'un octogone gauche, est située et ne peut être située que sûr 'deux 
cènes du second degré. ‘ 

Démontrons maintenant que la courbe-intersection de deux surfaces du second 
ordre, n’est autre que la courbe géométrique passant par les huit sommets d’un 
octogone gauche. _ 

On sait /jue par huit points de l'espaoo l’on peut faire passer une infinité de 

surface du second'ordre, et que par neuf points de l’espace on no peut faire paücr 

qu,' une seule surface du second .ordre. ^ ^ . 

Désfgnons par 2 la surface du second ordro qui passe par neuf points donnés; 
par S et S' les deux cène» du second ordre qui passent par huit de ces neuf poînts. 

Désignons pr. C la courbe-intersection des cènes S et S'; par B l’irndbaeciion 
de £et S; et par B'I’interaection de ï otE'. ' • . . . ' . 

Je dis que les trois courbé à double courbure ,Ç ,. B et B' ne* sont qu’une seule 
et même courbe. J . * . ’ , . ‘ ’ 

Eten effet: *’ • 

L’Iulersection de deux surlaces'du second degré *cst une courbe du quatrième 
degré, ‘ ^ V ; . -• .. , . 

SI deux sur&ces se coupent suivant une courbe du quatrième degré, ei que 
I une des surihees soit du second degré, il faut nécessairetuont que la seconde 
surface soit du second degré. . ! - • 

<^.si le cène S et la surface 2 se coupent suivant une courbe B dilférchte <hs 
la courbe.C, comme les courjx» B et C pssent toutes deux par les huit mènics • 
poinU, il s’ensuivrait que' l’on pourrait faire passer pr huit pints de l’eépace' 
plu» dè deux surfaces coi^ues du second degni. Donc , etc. - . ' 

Puisque d’apr^té qui a été dît à-demarn>uerseciiàn èfe deiix nirfacel du 


' ♦ 
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second ordre peiù labours dire enrtloppée jnir deux cônes du seDond degré,' l'on n’a 
<l^à’i Aaminer les propriétés dont joait la éjection de la courbe-intersection de 
deux cônes 'du second degré, pour connaître toutes les propriétés dont peut 
jobir la projection do -la courbc-intersectiéB de deux surfacn du second ordre ; 
o’est ce qui nous a'engagé 'à donner i la courbe géométrique' intersection de 
déuxsürfaccs du second ordre lenom de coniqae àdouble courturt dui/suuriésuedegrë , 
et par stiile le nom de conigpe plane du quatrième degré i la projection sur un plan 
de la Conique é double courbure. ’ P 

Maiÿ H peut arriver' que' l'un des cônes envelopant la oourbe-inier^tion de. 
déut surflices du secdnd.ordrc devienne un cylindre ; il'peut arriveraussi que les 
deux cônes enveloppant celte courbe deviennenfTun et l'autre 'un Cylindre du 
secondde^. , K' ' ■ ' “ __ 

• On doit donc, lorsque l'on considère la projection -sur un plan de- ht -courbe- 

intersection- do deux cônes du second degré", comme représetaUnt toutés'Jes 
coniques planes du quatrième degré, supposer lef cas où 1* le soromet-deebMun 
des deux cônes, ou 2° lé sommet d-’un -seul des deux cônes serait transporté à 
l’ihnni. ‘ ' «r* '‘.V’ 7 . . ' 

■ Par cun^>cquéllt , la |H'qjecliun (sur un plan) tle' la courlxi-inlesseetioii : - ' •- ■*- • 

• to de deux cônes di; second degré) ' 

• .2* d'un cône et d'un cylindre du second degré,- .-'i . ,:••• . ..-.'t 

• ; . 3* de deyx cylindres du- second degré, ' 

représentera toutes les coniques pûmes du quatrième degré.. ' 

Lorsque l'on combinera-; 1* un cône et. un cylindre,’ et 2* deux'cylindi*es (du. 
second dbgré ) entre eux , on devra remarqiiertpi’il existe trois cylindres du second 
degré; 

, 1* Le cylindre ayant pour .section dit»(tc anc' ellipse ou -ut» cercle i * • - . 

2* Le cylindre a.vant pour section droite une parabole ; • : ' ., 

.3* Lo cylindre ayant poiir^- section droite une hgperbole. , ^ 

Huit points de l'espace déterminant uim ^nrbé 'géométrique i 'double t»ur- 

burc, huitpoints situés Surun plan délermiperont'toujou'ra unecourbe géométrique. 

.. Celle èburbe plane 'sera- du quairièmé degré. Si 'l'on prend donc réquaiiun 
générale des courbes' du quatrième deg'ré'»-ef 'qui est ; 

' .'l, aT ii 

I.- ■ 1 •„ V>..- ; 

• - v.'--;.' •' • + j' ' '' 

*V: ■ >..'v ' 1 ' -t- Re’-pTÿ’.+ L^’f ',v- • i'.i 

■'.'.•■'y féfrrrh/‘'>e.t'c .. 




')Ap 


èV" t ck. 
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ri On pourra douiter à s», dès quatorze eocllicienU, des valeurs arlÿiiraires et 
déicrtniDer les huit autres' par ta condition que la courbe passe par kà huit 
points donnés. k' • ~ ^ 

. On obtiendra donc la valeur de ces huit coefficients en fonction des coordonnées 
des huit points et des valeurs attribuées aux sit-coefficientscbôisis arbitrairement. 

L'équalion à laquelle on parviendra sera du quatrième degré et représentera 
une conique plane du quatrième degréj par cette méthode, on n’obtient; qu’un'e 
courbe particulière, mais par la méthode 'suivante on'peut obtenir l’équation 
générale des coniques planes du quatrième degré, en considérant lesiéquations 
de deux cènes ayant |M>ur base sur le plan xy , fan la courbe ayant pour équation : 
-J- q=0, l'autreayant po'ur équation :^'+ar’+éxy+cx+dy4/=<). 

Ces deux cènes auront pour équation; le premier - i,= /- -î' . ' 


.** 4 *'^ ♦*.*’ 

(y— €)'+ m(x- 


-*)’ + «(x— a) (s— .y) + Ô (s— y)* = 0. 


le deuxième 


(y— î')'4-a(x— a')‘-HS(x— a')(y— 


ci, €, y étant fes coordonnées du sommet' du premier cène; 

" ck, 6';, y étant les coordonnées du sommet du second cène.' 

-, En éliminant x entre ces deux équations, on aura' l’équation générale des 
coniques planes du qualnènie degré ^ renfermant les quatorze constantes ' 

• '' m , o, é, a, d,/, St, y» a', ff', /. 

. On pourim attribuer à six de ces quatorze constantes des valeurs, arbitraires; 
les' huit autres, s^Oiit déterminées en fonction des coordonnées des huit, points 
et' des valeurs .attribuées aux- six constantes 'arbitrairement, choisies et l'on 
ohticndraitVéquation d’une conique plané particulière. . 

> .' Mais on .^urira siniplilier't'éqUalion de la conique plané du quatrième degré , 
en supposant que foriginé des. coordonnées se trouve sur l’une des bases des 
deux cènes, ainsi'on pourra,' sansaflectec la généralité de l’équàtibn de la conique 
plane, supposer que q=d;.‘ , 

^Dës lors, l’élimination al» s sera facile, et l’oii aura pour l’équation générale 
des coniques planes du quatrième degré; . ' 




n[x— «h— (y— *)*— 
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; Cette équàiiôn ne renferme plus que Mite constitntês arbitraires, on pourra 
donc donner des râleurs à six d’entre elles, et les sept autres seront déterminées 
en fonction de ces valeurs et des coordonnées des huit points par lesquels- la 
conique plane particulière doit passer. . . 

Oh aura donc une équation de condition qui devra être satisfaite. Cette équa- 
tion de condition sera celle qui établit queJ’origine des coordonnées est située sur 
la section conique, base de l’un des deux cônes. 

En général , on pourrait choisir les coordonnées des deux sommets pour les 
six constantes anxquelles on attribue des valeurs arbitraires. 

' On sera conduit, dans ce cas, à çaleuler les coefficients m,n,<i, b,c, d,f, qui , 
étant connus, permettront de construire iM bases des deux cônes ; et par suite 
les deux cônes serpnt connus de forme et de position. ' ■ ' 

Il est donc évident qu'au moyen de la géométrie descriptive, on pourr^ tou- 
jours construire laconique plane du quatrième degré assujettie à passer par huit, 
points donnés. _ • • - . _ • ' ' • ' , . • 

' I ■ • • . ■ ■ ■ ■ ■ 

1'ahonÉME 2. l'ar ânq pmtM de fetjMCe ex tme droilê, on peur toujoun favrepatter 
deux cône* du tecond dcfjré. ^ ■ 

En effet : t’équaiioh du cône du second degré dont les coordonnées dir sommet 
sont représentées- par {*,' 6, 7) est, ainsi que nous l’avons vu ci-dessus , page 


ÿ* A37’ + E-’ - 4 " — 2 o ■' 

ÿ — ?Àa 

* — Ca 

s 4 -' r ] 

‘ ' -h.Cxz — B* 

— Bè 

— DS 

■' 1 

-f-Dÿs— Dy’ 

■ - C7 

— 2E7 

+■ E7* f 

J . ■ • ■ ‘ ■ ' ■ * - • • 



+ 2B«6 [ 

* .* **• . * ’ 

.** *' . • 


-1- 2Ca7 1 

• *' ■ •'■ ■■■ 

' *■ - v' 


■ .+ 20 ^ 1 


Répreseotens par {x;'y', i"),.,... {x,',.y,,*,) les coordonnées des 

cinq points de l’espace , et par r . . " _ 1. - • . • ’ ‘ • ’ 


7— 6=n(*-r7)f . .. . 




le$ équations de là droite donnée dans l’espace. • , - - 

,La droite devra être tbut entière sur la surbee conique, il faudra doue que 
les équations (i) et (2) aient lien eh même témps. • 
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Ed lirant des équirtioils (!i) (es va)euré de x et|f .et les subsliUianl din/is l'équa- 
tion (1) , on aura une éq.uation de la forme : : , . * ' " ■ . 

. - . ' Xs’+ Yn-Z:s=o.' .. . 

qui devra être satisfaite, quel que soit z; on aura donc, les équations dé con-' 
dition ; ' ’ - , : " 

' . ’ • ■ •• x = 0, X==o; z =;=0 '(3). Vv ï. ■ 

-Or, X, Y, Z sont des fonctions des coeflicienis A , B, C, D, E, et des coor- 
rkinnées a , y du sommet du cdne. ' . , . ' 

En remplaçant x, y, % dftns l’équation (i) par les râleurs des coordonnées' des 
'cinq points de l'espace, on obtiendra cinq équations qui , avec lés U’oiséqualiops 
de condition (3) , serviront à déterminer les IiuH indéterminées A , B, Ç , D ) E, 
X, 6, y. Ainsi, on aura autant d’équations que d’indéterminées; on doit doncodn* 
dure : qu’il pa»te toujourt un cône du$econd degré , par une droite et par cinq poinit 
de l’eipace. . . ' ' " ' ■ J ' 

Cela posé : “ . '• ' . ‘ ‘ 

Qui nous cmpéclie de prendre sur la droite de l'espace trois points o, é, .e, 
lesquels, avéc les cinq points primitivement considérés, /ormeront un géoupe 
dé huit points. ’ ' • . ' - • ■ ■ , j. 

. pésignant par (x', y a'),'(x"', y", s"), (x'*, y'",- s'") lep coordonnées de ces trois 
points a;'A, c,' on devra avoir les équations de condition suivante : ' \ 




' (« 


Ën remplaçant x, y, z dans l'équation ;(t>par les valeurs do# coordonnées des 
cinq premiers points et des points 6 et é, 'et ensuite par z'et les valeurs de y' et 
de x' tirées des équations (4)^ on obtiendra toujours «me équation du hiiUIéiiae 
degré eu K telle quc celle que nous avona obtenue précédemment lorsquemçtis 
avons donné la déràonstraiion du i/i^Ane 1-. , • ‘ - - ' . 

Et comme nous venons dedéroontrer ei-dessug que , par une droite ou par trois 
p, oints en ligne droite et par cinq autres points de l’espace, on pouvait toujours 
-faire passer an cOne du second degré, cette équation du huitième degré eir K 
admet nécessairement uuo valeur réelle fiour K , et comme f équation est de degré 
pair, elle admet au moins deux valeurs Réélles' pour K.' ' ' ■'* ■ 
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Ainsi, ‘par une-droite et par t.iiui points de Vespaçet ou par. huit pomts- de (’etpaee 
dont 'trois ^smil ensUyne étoile, qn peut toujours faire passer deux cônes du second 
^deyré. . ■ • • - ' 

Par,conséi|Uoi»t , p«r sept points de l’espace au peut toujours faire passer deux cônes 
dts- secodd deyré- ayant une yénératrice droite commwu. 

Ainsi, r^ualion'du troisiomc, degré proveoani do l’équation du quatrième 
degré (représentant une conique plane du quatrième degré ) divisitde cn_deux 
facteurs, I,’ un du troisième et l'autre du premier degré; représente toutes l«s 
rqiiique» plmiea du troisième tlegré. • ' . . • 

Aiusi, la projection, sur un plan-, de la^ courbc-inlerscctiôn de deux cènes 'du 
second degré ayant une géHérotrice droite commune, peut- représciUer toutes le» 
eaniyufs p/fuie# du troisième Jegré. • ■. ». 

■ Pour les coniques planes dn troisième degré j nous ferons la^inème remarque 
<|ue pour les eonii/Mc* p/onc* du quatrième degré. . „ 

Ainsi, les deux cônes ayant une génératrice commune peuvent être tels que 
le sommet de l'und'éuxse transportcinnliiii, auquel cas on aurait è considérer 
la projection , sur un plan , de la courbe-intersection d’un cône et d’un cylindre 
du second degré ayant une génératrice commune. ‘ » 

'ün ne pourra supposer, que les deux cônes se transforment "en deux cylindres 
ayant une génératrice commune'^ car on n’obtiendrait que des droites pour l’in- 
tersection. ' • . . ■ • ,, . ■ ... 

■ * ■ • • .f . . ’ 

Ainsi', ponr avoir la nomenclature complète des owm/ucs p/rmer du troisiènic 
•degré ', il faudra çonsidérer la projection sur un plan do-rinfersection ; ■ - 

1“ De deux cônes du second degré ayant une génératrice commune; , • 

2” D’un eôpe et d’un cyllôiire du' second degrényant unegénératricceommune, 
et dans ce dernier cas combiner, avec qqoône du second dpgré, le cylindre apnt 
pour section droite ; l’'une ellipse oü un corde ,.2” um paraftolc , 3" unç liijperhote.. 

,• • 


..,8 ifi. 


. ' Le problème suivant r tionsiructioii du point en lequel tu courbe de conUui dune, 
surface i/uelconquê et d’une surface dtveloppable a pour tangenté la génératrice de h 
surface développable passant par ce 'point , 'j(ÇQt facUcment être résolu au moyen' 
des surfaces diamétrales de la surface courbe et de la sur&ce développable 
données. Et ce problème sera une nouvelle application de ce qui a été exposé au 
commencement du § I” de ce troisième oliapitre.' • . 
lUcncTte est le premier qui sesoitOgeupé de ce problème , et qui en ait doiiné 
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la «olmion: it remarqua que te point particulier ne' poüvait oaialer qu'autant 
que la surface courbe avait, en ce pomt, des rayons de coiirimrediriffès en sens 
inverse , et dés lors il démontra que l’Iiypcrboloide à une nap|>e et de’révolulioil 
oscillateur en ce point ct^Ia surface courbe, devait avoir une de ses deux gêné' 
ratrices droites qui se croisaient en.ee point, ou V passant par le sommet du 
cùne tangent à la surface courbc,.ou 2' parallèle aux génératrices du cylindre 
tangent à la surface courbe, ou 3* tangente à l'arête de rebroussement de la sur- 
face devcloppoblo tangente à la surface courbe. . • . j 

- Kl ensuiin, au moyen d'une courbe d’erreur, il parvint k construire le p^int 
«lierchc, dans le cas oà la surface cxMirbe étant une surface de révolution , était 
enveloppée : 1* par un cône , ou 2* par un cylindre. 

Oepuis, j’ai rêpris le problème, et j'y ai ajouté quelques considératmns 'nou- 
velles qui ontetépiibbées dans le Bulleihtdela Société phUomatiqw(*) 
la note que -j’ai donnée à la Société philomatique, j’ai employé les surfaces 
oscrmitrices du second degré ainsi qne l’avait fait Haouette. .- >• ■ 

Aujourd’lioi , je vaisdonner uneconstrucUon nouvelle de cê point remarquable- 
cette constrortion eét: moins ék-gante , sans auciin douté , sous le point de vue de 
géométrh théorUfw, que celle due à IUcbette ; mais elle a un grand avantage celui 
de pouvoir s’appliquer# tonte surface courbe, et quelle que soit la surface’ettve- 
oppeet tangente à la surface courbe donnée; car, if iéut bien le reconnaître 
bi solution graphique du problème n’est jiossible qu’autant que l’on connaltlé^ 
deux rayons dceoiirbiire maximum et minimum. 'pour uri point quelconque do 
la surface imurbe proposée lorsqu’on vent-employcrîb mode de solution propiW 
par Huîbette. Or, il n’est pas làcile dç déterminer la longueur do éM'rayena de 
courbure |»ur toutes les surfaces,, et 'pour n’en citer qu’un exemple,’ pour une 
su .ce dcfmle par une suite de sections. parallèles. Si cette métbode s’applique 
avec avantage «ux snrfaccsde l'évolution (et remarquons que Uaehetu ne l’a.ap- 
p iqoe grapbiquemonl qu’à ce geni^ do surface), c’est que l’on eonneii immé- 
dialeraenf, pour un point quelconque d’une telle surface, IcS^-ayotis dé côurbnre 
niaxiinuni et roinikuim. ' . .- 

•• U solution donnée j«r lUcuetTE n’wi doncpas générale sous le pôiiit'de vue 
grdptiqer , i|uoique complète sinis le (loini de nie ÿéomëtrirfue ou théoriqtu: 

. lit d me sera permis de rappeler ici , car c’est vniimcnl ici le lieu , que très- . 
.^uvent.les solutions gégmitri,fiie* les pluç élt^tés devaient être modifiées pour 
les tcnAre grnpMquet', que souvent aiisSi chég devaient être abandonnées pour y 


•* V* ■ • . - *4 
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substituer des aolnüobs iiioins élégantes sous. le point de rue théorUfue, mais se 

prêtant avec facilité aux constructions graphique». ' ' 

‘ ' - 

' k Coiutructim du point p, de la courbe de contact (Ttin cylindre P et d’une tutfcpé 
queiçonque pour lequel la tangente à la courbe de contact C n’e*t autre qu’une géné- 
ratrfee du cylindre emielappe P. ' 

. D'après ce qui a été dit ( § 1" ) , si l’on coupe le cylindre P par un plan Q per- 
pendiculaire à ses génératrices droites, le point p cherché se projettera orthogp- 
nalemenl sur le plan Q en un point p', .en, lequel la section droite B du 
cylindre P par le plan Q ofirira un point d<i rebrouttetnenl. , 

On peut, toujours considérer la courbe C comme étant l'intersection de deux 
surfaces qui est connu et 2' que l'on peut^ imaginer; dés lorSi le problémO 
proposé n’est autre qu’un de ceux résohis dans le § l*',- ‘ ; 

Si donc nous construisons la surface diamétcaie 3 de la surface donnée 2 par 
rapport aux cordes de cette surface parallèles aux génératric«s'droile$ du cylindre 
ênreloppe P, la surface 9 coupera Ja surface 2 suivant une- courbe y, laquelle 
couj^ralacourbe Ç ou point P cherché. s ;* .. •• - . 

H . . Construction du point p,de la courbe de contact C , d'un cône P etd’uue turface 
quelconque 2', pour lequel là tangente a la courbe de contact C n'est autre qu'une gdnér 
ralrice droite du cône enveloppe P.' ' • - - . • ' ' 

. Désignons par G, G., G,, G,; les diverses génératrices du cène, et par p, 

Pi,' P,, P, les points en l^uèls ces génératrioes rencontrent<respécti\enaaat 
la courbe G de-contact. .. .. ' .... ' 

. Nous pourrons toujours projeter orlhogonalement la courbe C en C' sur un 
plan arbitraire R. i ' ‘ •- 

^oüs pourrons toujours Obtenir les proj^ions G', G.S^/ Q,'...., sgçlé plan. R 
des génératrices G , Ç,., G., G,.... nous pourrons toujours conatruire une quel- 
conque 'dus surfaces cylindriques diamétrales du cyliudro K pcôjeiah; la tourbe C 
en la courbe Ç'. , , 

Désignons par 3 la courbe diamétrale de C' par -rapport aux éordes parallèles' 
à G'j par 3> celle obtenue par rapport aux cordes parallèles à G,', et ainsi de 

(.es cylindres ayant pour section droite respective les courbes 3, ^,-9'....,. 
ne seront autres que ecux qui pairurgent en deux parties égales les cordes dil 
cylindre K parallèles ou à la génératrice G, ou à la génératrice G,, ouà la géné- 
ratrice- G,.:.., et qui coupent le céric P solvant des courbes D, If, D"..,,, les- 
quollcs courbes coupèrent les génératrices G, 0,,.G.,;... respectivement en des 
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polnu q, q,\ q., 4,.... et tous ces points rortneroni une courbe p^ui couperai» 
courbe C au point P demandé. - ' ’ ' 

,111; Conttmctùm dtLpoitu p-, de là ceurhe de œntacl C, dWe turfuce dévelOfipable -t’ 
et d'une turface quelconque 2, pour lequel ta tangente d la courbe de contact C'n’ett 
autre qu’me gét^ratriee droite de la turface enveloppe et développable P. 

' Il est cvidentque la construction sera identiquement la même que ceHe donnée 
au n°II ci-dcssus. ’ : ■ ' • • • % 


, Utilité et emploi de» courbes d’erreur.. . 

■ Problème !.. Lorsque l'on a construit les projections horizontale et rerticalc 
de-la;«oarl)è^inter$éctioti de dcuK surfaces , U est souvent, .et presque toujours, 
nécessaire de donner les limitcsde chacune dcs'courbcS'projèclions, afin que la 
epurbade l'espace soit le plus rigoureusement représentée que faire -sc peut. 

Il a'(M donc pas. sans intérêt, sous le point de vue graphique, de cOnnaltrc 
une méthode générale et pratique qui puisse nous permettre , dans tous les cas , 
de construire à l'une des courbes de projection la tangente parallèle à une droite 
donnée^, 00, en d'autres termes, de oçastruire & la courbe-projcctHTn une tan* 
'génie faisant avec lo ligne de terre un angle donné. * ■ 

Désignons par C la courbe* iqtersectjdn des déux Surfaces 2 et 2'; par C* sa 
projectioa'horkontale, et par C* sa projection verticale. - 

{>ésignons par ff une droite do direction arbitraire et tracée sur le plan hori- 
zontal. ■ : - • , . . . 

Un demande de construire à la courbe C" une tangente parallèle è B. 

Pour résoudra ce'problème, rappélOns^nous que si l'on donne un point xde 
1»' courbe C, la tangenle 9 en ce point x s'obtient parrintc^ectiqnde deux plans 
tangents au point x , Tun T construit pour la.surface 2 , l’aiiR'e T' construit pour 
la surface 2'. •' ’ ' 

Dès lors eonsidèranl. Une suite do points V, x'*, x'!*,...,.'de la courbe G*, nOüs 
pourrons construire en chacun de ces points les tangentes 0‘, 9'*, fl"*. .....pour 

obtenir les pieds sur le plan horizooia), ou, en d'autres termes,' les traces 
horizontales des tangentes 9,' 9', on déterminera les traces horizontales 

des couples de plans T et T' tangents en « , 'T, et T,' tangents en x’, etc.; les points 
a , o', a" en lesquels se coupent. d^x à deux ces diverses traces' horizontales, 

sorondes traces horizontales des.tangentos 9, .9',' . 
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Cela posi-’:., ' . • ■ ■■ • 

I i i'**’ 

Menons par ^e point o une droite fi, parallèle à fi; .abaissons du point ar une 
perpendiculaire sur fi, et la coupant au point h. ‘ 

Faisons la mèmè construction pour chacun des points a', a". nous obtiendrons 

une suite de points è, è', 6";.... qui détermineront une courbe ^ laquelle coupera 
la coiirbc C* ch des points pour chacun desquels la tangente sera parallèle h fi^ 

Au Jicu d abaisser du point V une perpendiculaire sur fi;, on aurait pu mener 
par if imc ‘perpendiculaire sUr (/", laquelle aurait coupée D, en un point d et tous 
les points obtenus de la même manière, et ainsi rf,.d', d",.... auraient détermine 
une. courbe y qui aurait coupé la courbe C* enfiles points pour chacun desquels 
>.i tange'nle'aurail été parallcle à fi. . _ - • ' ’ 

On aurait encore pu, du point « comme. centre et aVec un rayon égal d .t*o, 
décrire un cercle,, tcrpiel aurait coupé la droite B, en on point A, et tous les points 

honiologties k\ lé, k" auraient déterminé ütfe courbe jL, îaquellë atfrait 

coujK' la couHie'C* en des points pour chacun desquels la tangente aurait été 
parallèle à fi: '• 

^ . .* * • - ^ ' * . 

Il est évidcni-que les trois courbes d’errCurd, y, ;i , doivent toutes se’coupra’ . 

en (les mémos points situés sur C*. , " . ' 

De sorte què les- trois constructions peuvent' i^ciproquemCnt se servir de’ 

vérification. ' '• , , ' ' .- 

Celte construction graphiepie o’esl pas irèe-longtiê, car l'on [jeut,' au nroyen 

(le l’équerre et de la règle, lliêr d’une manière gross'ière la position du pomt.rpjî, 

situé jurC*, donnerait une tangehtc parallèle à' B, et prendre avant et api-és ce 

|)Oiiit un certain nombre Ue points x x(; x", de la courbe C**, et exécuter 

pour'chaciin d’eux les constructions. précédentes; .l'\jnc'’«juâc6nqu'o .des 'trois 

Courbes d’erreur 3, y, ft., délor-miner? d’une manière, sinon' rigoureuse souS le 

point (le vue gioméirique o\\ itû'oritjue, du moins d'une 'manière très-suffisaniment 

approchée pour la pratique, et par conséquent rigoorcuse sous le point 'dè vue 

grnpliiqtie, le point (Te la c'ourbe C‘ pour lequel la tangente Sera pàrallèlé à’-lît 

droite B donnéçxlc 3iftclioh sur le plan horizontal de projection.’ • " 

La construction que nous venons do donner est générale, mais ellèpeiil êtro 

niodifax suivant les cas particuliers. ' ^ . 

Prenons pour^ exemple deux surfaces de révolution dont les axes se coupent’; 

et proposqns-nous de trouver, la tangente îi la projection verticale de la" courbe- 

intersection de ces deu* surfaces,. celte tangente étant àssujetlie à être perpendi- 

culaife à In ligne de.terre, ' ’ 'w " ' ' 1 ■ ' , 

. < (Nous n’ùvons pas besoin d’exécuter l’épui;»;, tous ceux .(]ui ont suivi On cours - 

de gébinéiric descriptive eonnaissciit cette épure. ) , ’ - ’ ; V-- • . 
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Et d'abord, ûfiisoas remarquer que lorsque l’on a unesurfoçe de.révolutiou, la 
normale en un point de celte -surface so détermine iacilcnienl sans que l’on soit 
oblî^ de construire le plan tangent en ce point; |K>ur toutes les autres. sur> 
laces, la construction delà tangente e.\ige la connaissance des (raccs ,du . plan 
longent. . - ’ ■ “ 

'Aussi , ne peut-oti employer ,1' pour construire la tangente en un point de 
rintersccliüii de deu.\ surlkcos, la méthode dite rdu pUm'des (leux iiurmales 
qu'antMii que les deu^t surfaces sont l’une et l’autre de rérulutlon. .1 . ■ • 

. Dans le cas proposé, ht pKtjeclion terticalu de la tai)|;enle 6 en on potnl ir de 
h) courbe G intersection des deux surihccs do révolution let l ' sera donc , "ainsi 
qu’on lé sait, perpendioulairc à la projection yerticalc'D' d'une verticale D du 
plan des deux normales N pour X et N' pour l\ les deux normales N.elN'se croi> 
sant au point j;. 

Gela posé; - : • • ' , • 

Il est évident que puisque la tangente à Jà. courbe G’ doit être pe'rpcndicu- 
laireàla ligne de, terre, il faut que ht droite D’ soit aussi perpendiculaire à laligne 
de terre. - . . ‘ --- , , ' ; ► 

Dés- lors , nous prendrons plusieurs points sur la courbe Ç^-avanfet après, le 
point qui , déterminé grossièrement au moyen de la règle et de l’équerre , Serait 
celui, pour lei[uel la tangente parait (ù /’aeil) devoir être pcrpeadiuulairc è la ligne 
■doterre;v ■ ’ ■ . * , ' - . 

Désignons ces poinlÿpar x, x', x”, par chacun d’eux noiis mènerons des 

cordes j^rpendicnlaires 'è-la projection verticale A’ de l’axe A, de la surface i; 
■(lequel axe A’ est supposé vertical). > , ' . ’ ... 

Ges -cordes coupèrOnt -.la courbe méridienne M de Iq surface £ en des points 
III, m, m", ni!",.... ; en ces points nous mènerons dès. normales à la Courbe M, 

les(|ucUes couperont l'axe.A en des points o, 0', o'', 0". ; par les points-o, o, 

nous ménèrons une suite L, L',.E", do droites parallèles à la 
ligne de, terre. . , : - ’ ’ - . ‘ . 

-< 'Par les inèiues points x, x', .x",'x"'.f^^ nous mènerons .une suite de cordes 
perpendiculaires à la prqjection Verticale A'’ de Taxe A' .de |a suriaoeX^ lesquelles 
couperont la courbe mèridieone M' decctlc surface en despoints n, Ji', 

En ces divers points, noue oonstruirons les normales de la courbe M'-, lèsquèlles - 
-uouperortl l’axe A'èn des{ioiuts q,q',-q", nous joindrons paè des. droites 

_ les'poinis o ei'^ o' etqVo^ct q'',... etc, ; .. •* .'! • - 

. - Puis , du point o , comme centre et avec 'oq |>our rayon , no'us décrirone uii-ay^é 
, decercie qui <. coopéra la dtôïlc Leu un point è. Faiaant-la.méme construction 
pour chacun des 'pointa 0', o", o'",-.'.;... .ëtc.|:'les dtvérs points è', détér» 
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mio«root tme courbe 6 htqnene éoupcra i« projecüonr verticale A^^^.dê l’axe A' -en 
UQ point a^ •; -* • ' ‘ \ i . 

Itfenani par a une parallèle à la ligne de terre , elle coupera & projection ver- 
ticaledc l'axe A cil un point a. . . '■ ' 

Menant par le point a une normale à H, on aura le point y, en lequel cette 
normale coupe la courbe M; menanl-par le poipt p' une normale à M',, on aura le 
point' y', en lequel cctto-normale coupe la courbe M'. . ; ■ ^ 

Enba t menant par y une perpendiculaire sur A' etqaar y' une perpendiculaire 
sur A", ees deux droites couperont en un point t situé sur C’, et pour ce point 

la tangente à C sera pcrpendieulaire à la ligne de terre. 

-Problème 2. Imaginons trois surfaces!, S’, se coupant -deux à deux, et 
désignons par C la courbe-intersection de ! et !' et per C' la oOurbe-inlerseetion 
de!' et-!". . ‘ ^ . ; 

On pro|K>sede déterminer le plan langent aux courbeaC et C' qui sera perpen- 
diculaire au plan ItorizonUl. . „ . 

|[ est .évident que Ja-qacstion n’est autre que celle-ci construireÂ C*et C“ 
une tangente oomimine, laquelle sera la trace horizontale du plan demandé. 

■ .Pour réseudre-lc problème énoncé en les derniers termes eJ-dessus ,11. faudra , 
au moyen de l'équerre et de la régie, fixer d’une manière grossière la tangente 
oommoue demandée. • 

On aura donc'un point x surC ët un point y sur C' pour points dé coptact' 
demandés , mais très-grossièrement déterminés l'un et l’antre, ' - ' 

Pour obtenir une position de ‘chacun de ces pohtt$ plus approxiroatise, on 

fera la construction suivante: . • ' ' • ■ , • ' . •• ' < 

* Ou prendra sur la courbe C‘, avant et après le point un certain nombre de 
points *'*; ji''*, a:'"*, x'’‘, etc. ' '• ^ \ 

Pour chacun des points de la courbe C, on consû'uira rigou- 
reusement les tangentes 0', 9", 9"', ci'c., et l'on obtiendra dés lors les tangentes 
9*, 9"*, 9l"*, etc. A. la courbe C*.' . - -, ■- •>. 

r- On construira ensuite, par les méthodes exposées ci-dessus lorsque noos avons’ 
résedu problème i, les tahgéotés i"*, t'"* C“ qui seront respectivement 

parallèles aux tangentes 9'*, 9"*, '9"“.. 

- . On obtiendra donc les points y'*,, y"*., y'"*,»..» en lesquels les droites r'*, .. 

sont tangentes à. la courbe C*. J' . • . 

On pourra dés lorsabaisscT, des points y'*, y'**, etc., des droites respectiw- 
nient perpendiculaires aux droites 9'*, , 9*^'^ . . .'lesquelles seront oqupées pàr ees 

perpendiculaires oq normales en despointsà', s", z'", etc. ‘Tous ces points déter-, 
mineroni une courbe d’erreur J , laqueHê coupera la courte C? au point y*.- ■' ■ 
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Si" de# poinls x**, x'"*,.... en avait abaisaé de» perpendiculaires sur les . 

droites t'*, i"*, ces perpendiculaires auraient coupé respectivement les 

droites sur lesquelles elles étaient normales en des points p\ p", p"’... lesquels 
auraient donné une courbe d’erreur y qui aurait coupé la courbe C* au point x*. 

Les points / et x^ ainsi déterminés seront ceux pour Fesquels la droite qui les 
unit sera une tangente commune aux deux coürbes C* eUC'‘. 

Problème 3. Proposons-nous de construire sur une surface donnée i: . • ' ■ 

V Leaeourbegtf égakieinie réelle; 

2° Le» courbes d’égale teinie appawniê. • 

Première gaetthn. Lorsqu’une sdrface 1 est éclairée : 1* par un point lumineux I, 
ou 2* par un faisceau de rayons parallèles et lumineux L , on désigne par courbe 
d’égale teinte réelle la courbe tracée sur la surface 2 et telle que pour chacun de 
ses points X le plan tangent T à la surface 2 fait un angle a constant ; 1* avec ki 
droite qui unit chacun des points x et le poiht l , ou 2* avec la droite qui passant ‘ 
par chacun des points x est parallèle à la direction L du faisceau lumineux. 

Si l’on désigne par I l’intensité d’un rayon lumineux , on sait que (I . sin «) ex- 
primera Tintensité delà lumière sur la facette de la surface 2 faisant un angle « 
avec le rayon lumineux qui vient frapper obliquement cette facette. 

Il faudra donc, pour construire une courbe d’égale teinte réelle, chercher sur 
la surface 2 tous les points x pour lesquels le plan tangent à la surface 2 fait avec 
le rayon lumineux un même angle a. 

Pour cela , 'imaginons sur la courbe 2 une suite de courbes j, J', j",...- ; pour' 
diacun des points de la courbe i concevons les normales à la surface 2; ces 
diverses normales formeront une surface réglée qui sera en général une surfitcc 
gaucite et que je désigne par A; nous aurons donc une suite de surfaces réglées 
correspondant aux courbes é ,, é', j" r . • 

ÀÎDsi, A pour i, a' pour J”, ’A." pour J"..,, etc. . - ' ' ' 

Si maintenant je considère la courbe i t V comme la base d’un cène C ayant ' 
le point l pour sommet, ou 2° comnre la base d’ua cylindre B a}rant ses généra- 
trices parallèles à la droite L , il faudra chercher laquelle des génératrices droites 
du cène C ou du cylindre B fait avec l'une dos génératrices droites de la surface A 
un angle S complément de l'angle a donné. Il faudra donc prendre sur la courbe 3 
une suite de points x, xV x", x'",.... construire le» génératrices G, GVG",.».. 
du cène C ou du cylindre B passant par cés points; construire les normales N, 
N', N",.... de la surface 2 el^iassant par ces |H>ints {ces normales N, N', 
wront les génératrices de la surface A); . ' ■ ' . ■ 

Cela posé ; • ’ 

1’ Dans le d’un point lumineux i ou du cène.-C,' on .mènera dans le plan 

Î5 


Digitized by Google 


t 


— 104 — 


G, N) et par le point / une droite U faisant avec N l’angle S ;. les droitesN et H 
se couperont en un point o, ■ . 

. ■ Dans le plan (G',' N') et par le point /, on mènera une droite H 'faisant avec NMe 
même angle S; les droites N' et H' se couperont en un pointa', et ainsi de suite. 

-Les divers points ày V,.... détermineront une courbe X , laquelle coupera la 
courbe 3 en un point y pour leqOel l'intensité de la lumière sera représentée 
par (I . sin a). > ■ . 

'On fera de même pour les courbes 3', 3T, etc. , et l'on- obtiendra ainsi une suite 
de points y sur 3; y sur ^ qui pourroqt être unis par une courbey; cette 
courbe y sera sur la -surface 2 une courbe d'égate teinte réelle pour laquelle 
chacun de ses points sera frappé par un ra^Fon lumineux émané du point / sous 
l’angle a. ' • 

< Faisant varier l’a'nglea et par suite l’angle S, on construirales diverses cqitrbes 
d’égales teintes réelles y, y', y".... * 

2* Dans le cas d’un faisceau lumineux L ou du cylindre B. 

On mènera les divers plans (G, IS), (G', N'), (G", N"),....; à partir du point x, 
on portera 'sur G une longueur P, et on aura un point s; a- partir du point æ', on 
portera sur G' la même longueur P , et on aura un point i, et ainsi de suite. ' 
Les divers points t, i', i".... détermineront une courbe è.tracéesur lecyliadrc 6 
et équidistante de la courbe 3. ' > - 

( è, ne sera donc autre que la courbe 3 transportée parallêlemeat à eHe>méme 
sur le cylindre B à une distance P. ) ' ' ^ 

- Par les points x, x', x"«.... on mènera des droites V, V', V",... . situées respec- 
tivement dans lesplans (G, N), (G', iV'), {G", N"),...,.et faisant respectivement un 
angle 6 (complément de l’aiigle donné «) avec les normalee N, N', N".,.. 

On portera sur. ces droites V, V', V"...., et à partir respectivement des points 

X, x', x' la longueur constante.?; on obtiendra ainsi une suite de points r, 

b', w",.... qui détermineront une courbe R. .. . ■ • 

Les- deux courbes R et 3, ae couperont en un point r par lequel passera- la gé- 
nératrice du cylindre B venant frapper la surlace 2 sous l'angle donné a et en un 
point y situé sur la courbe è. - • 

On fera la même construction et en employant le même angle 6 pour les 
courbes 3^, è", è"’,..--. ; on aura dès lors une suite de points y, y, y",.... qui 
détermineront une courbe y,- laquelle sera' sur la surface 1 une courbe d’égale 
teinte réelle, dont tous les points seront frappés sous le même angle a par le faisceau 
lumineux L. ^ - 

En faisant varier l’angle a et par suite l'angle S , on obtiendra d'autres, courbes 
d'égale teinte récHe y', y"^ y'",..... r ■ 
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Deuxième tfuetiion. L’oeil peut être situé à l'inlioi sur une droite'A dounéedf 
direction ou en un pointe de l’espace. . • • . - • 

_ t' Si par les divers points de- là courbe d’égale, teinta réelle y on mène des 
larallèles à A, on formera un cylindre B, t ^ 

Si par les divers points de la courbe d'égale teinte réelle y, on mène des 
droites passant par le point o, on formera un cène 'C, ayant le point o pour 
sommet. 

Toutes les génératrices droites du cylindre B, et du cène C, ne feront pas 
avec la s&rfaee 2 le même angle. * , ' \ 


Si l’on considère les diverses courbes d’égale teinte réelle y, y”; y" 


on 


aura une suite de cylindres B,', B,", B,"',.-., ou une suite de cènes C,', C", C, 

' Cela posé ; ‘ 

Si l'on considère deux droites X et Y se croisant en un point m d'une surface 2, 
et faisant avec le plan T.' langent en m à celle surface 2, la première un angle ^ 
cl la seconde un angle 

SI Ton mène par le point m deux plans , l'un P perpendiculaire à X et l’aulrè'O 
|ierpendiculairc à Y ; et si l’on considère sur le plan P une surface élémentaire E, 
sa projection oblique sur le plan T (celle projeciion étant faite par des droites 
parallèles à X), sera égale A (E • sin aEzzE*); si l'on projette la surface E' sur le 
plan Q (celle projection étant orthogonale, et ]>ar conséquent faite parties droites 
paràllèles à Y), on obtiendra, une surface E"qui sera égaleà (E'. sin «,), ou égale 
% (E. sin a sin et,). ■ .. '••• 

Lorsqu’il s’agit de.rayon lumineux l’intensité I peut être représentée par un 
lâraédont loctMé est égàl à l’unité linéaire ;.dès lors, l’intensité du rayon lumi- 
neux peut être prise pour unité, et (I . sina sin «, ) exprimera l’intensité de la 
lumière observée, sur lu facette de la surface 2 située en m , par on observateur 
dont l’œil serait placé en un point arbitraire de la droite Y ; mais les lignes qui 
rcpiSsenlent les sinus devrontètroprisesdans un cercle ayant pour rayon l'unité 
linéaire choisie pour représenter le cété du carré 1. 

• Dés lors, puisque tous.les {xïints-faeelies de la courbe y ont une teinte égale et 
exprimée par : I sin a ; que tous les points-facettes de la courbe y ont une teinte 
égale et exprimée par ; I sin a , et ainsi de suite ; il faudra chercher sur oes rour- 
bes 7 , y% y",.... les points pour lesquels on aura ' 


• 1 siu.a sin a, = I' 
I sin et' sjn a,' = I' 


I sin sin a,' 




etc. 


k 
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-O’où i'oD tirera 


• . * • r 


I' 

SID a_. = -J- . 

. , 1 ' 
8 ID«, = i" , 

SÎD «,"= P . 

etc. 


'.--V 


1 . 


fein X 
1 


■ïn? 

Vii 

1 




K 

•io a" 

U... -pv • .ç,*:’' 


S ' J . "ï • ^ 


y M, 9 VTU 9 ax^ 4 v\|uv>a« • )buv uw lawn^ UO -J 

ou de y', ou de y",.... doit être frappiie par une droite Y, passant par un point o 
fixe ou parallèle à une droite A, pour que toutes ces iacettes, quoique réellement 
inégalement teintées , apparaissent à l'œil situé en o ou à l’infini sur.la droite À 
comme étant également teintéee. 

Il sera facile, au moyen d'une construction géométrique simple, de trouver 
les angles a,, a,",.... ; et en elTel : 

,On construira un cercle J d'un rayon arbitraire p , et l'on regardera ce rayon 
- comme étant l’unité linéaire. ' ' 

On prendra sur ce cercle un arc mesurant l'angle a; on conslruirà l'angle a ;on 
prendra une ligne plus petite que p, et qui soit égale à s |..p (p et q étant des 
nombres entiers ; et comme l'est toujours plus petit qüe I, ~q devra être toujours 
■pris plus grand que p; en un mot^ sera toujours une fraction , alors rinlensité I 
de lumière sera représentée par p* et l'intensité l' sera rep'rôéentée par : . p’ J). 

La droite qui est égaler ( sin «) et la droite qui est égale à ; p^ étant placées à 

angle droit, on construira un cercle J' qui, passant par leurs extrémités, soit tel 
que son centre se trouve mtiié sur la ligne qui est '^ale en longueur à : sin 
droite qui sera prolongée si la construction l'exige. 

Ce cercle coupera la ligne qui 'est égale à : sin a (et sur son prolongement^ en 
un point, et l'on aura alors une ligne qui sera égale à rsin ; ou, plus sim- 
plement., on construira une ligne qui soit troisième proportionnelle entre les 

lignes (sin « ) et p ^ et cette troisième proportionnelle sera la ligne (sin «.)« 

Portant le double de cette ligne ( sin «. ) comme corde sur le cercle J , on aura 
en la moitié de l’arc soutendtt, celui qui mesure^l’angle «, cherché. 

• On fera 'de même pour obtenir les angles a,"...." 

Cela fait: . , 

On concevra ou le cène C,, dans le cas d'un point lianineux, ou le cylindre. B,, 


'■'i 
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dans le cas d’un rayon de InmUre , ayant pour diroclrice la courbe d'égale teinte 
réelle y, onldnstruira la surface Z formée par Jes normales menées é la surface ^ 
par les divers points dey. • . •V-.--.’' ' 

Et l'on cberchora parmi toutes les génératrices du oAne G, ou du cylindre B. , 
celle qui fiiilavec l'une des génératrices droites de la surface normale Z un angle S,. 
complémentaire de l'angle a,, tf, ’ ^ 

On obtiendra ainsi un point . situé sur y. , ' ' 

On fera pour la courbe y' la même chose. . . 

Ainsi : 1° on construira is surface Z' formée par les normales à Z et lesquelles 
|tassent respectivement par les divers points de la courbe y', et 2* on cherchera 
pariiii les génératrices du cène C.'ou du cylindre B,' qui ont pour directrice la' 
courbe y', celle qui fait avec l’une des génératrices droites de la surfecé Z' un 
angle complémentaire de l'angle «.'f et'l’on obtiendra unpoint ÿ,' situé sur -/, 
et ainsi de suite. ' ' • 

Les divers points y„ y,', y," formeront une courbe y, qui sera une' courlie 

.d’égale teinte apparente, et dont l’intensité sera représentée par : l'=s ^ p’. ■: 

Pour avoir une autre courbe y,' d'égale teinte apparente, on supposera ((uei 
Isina sin «,cs^p’s=l.'.‘ - • . • . 

On construira , 'comme on l'a fhit précédemment, les angles a. , a/, a,",.'.... et 
ensuite on construira les points ÿ., y, y détermineront la courbe y,. 

Oir obtiendra de même les courbes y, correspondant à : ^p' et y, correspondant 

B*'* ^ 

à : p’, et ainsi de suite. - . ' 

»? » 

La solution que Ton vient de donner est générale elle peut s’exécuter dans 
tous les cas ; elle est longue , il est vrai ^ mais enfin elle ne sera jamais en défaut. 

Examinons si cette, construction peut sc simplifier, soit en vertu du mode de 
génération de la surface £, soit en vertu de certaines propriétés géométriques 
dont cette surface 2 jouira comme surface particulière. 

Nous allons prendre plusieurs exemple», et démontrer que les simplifications 
në peuvent exister que pour la construction de la courbe y, et nçn pour la con- 
struction de la courbe y,. ' 

Premier exempte. Supposons que la surface 2 est une tphêre. 

Nous pourrons eonsidérer la sphère 2 comme une surlace de révolution ayant 
pour axe de rotation son diamètre (' perpendiculaire au plan horizontal. 

Nous pourrons prendra pour les courbes if, H ' les diVOTS.oercrcs perpen- 
diculaires é l’axe P. . ■ . 


Digitized by Google 


— 198 — 



Dés lors , -tontes les normales -, à Ja surface sphérique X , menées par les di»ers 
l>oiiiU d’un parallèle 8, formeront un cflne de révolution ayant'Ia droite F pour 
aiieel le centre S de la sphère X pour sommet. v- 

Sî l’on suppose un poini'lumineux t, lé cône (1, 9) sera un cône oblique du 
second degré; il faudnt chercher le point de 3 pour lequel la génératrice du cône 

( f ,, 3 jfait avec la génératrice du cône (S, 3) un angle donné ».' ^ ' 

La raéthotle la plus courte sera d’employer une courbé d'm-eur, ainsi que 
nous l’avons indiqué dans la solutiôn générale. 

Mais si l’on suppose un faisceau lumineux L , il faudra cliercher le point de 3 
pour lequel la génératricç du cylindre (L , 3) fera avec la généraUice du cône (5, 3} 
un angle donné». ■ ' 

Dans ce cas, la méthode, de la courbe d’erreur peut être remplacée avec avan-; 
lage par la construction suivante :> 

On mènera par le centre S de la sphère X une droite F' parallèle au faisceau 
lupiineux L;-on regardera F' comme l’axe d’un cône de révolution E dont le 
demi-angle au sommet S est égal à l’angle <kmné »; et l’on chercliera'la section 
conique e, intersection de ce cône E par le plan du parallèle 3; 3 et t se couperont 
en des points qui appartiendront à la courbe y d’égale teinte réelle et dont la 
teinte en chacun de ses points sera exprimée par : I sin». 

On pourrait encore couper, les cônes de nWolution' Ect (S , ^par la sphère ^ ; 
le cône E serait coupé suivant suivant un' èercle' (x et le cône (S, 3) suivant le 
cercle 3; les deüx cercles fi’ct 3 se couperont en deux points qui appartiendront 
à la courbe y. . ’ ' 

Les courbes d'égale teinte réelle y, y, y"»-., étant déterminées sur la splière X 
soit dans le cas d’un point lumineux /..soit dans le.cas d’un faisceau lumineux L, 
cherchons les courbes d’égale teinte apparente y,, y,V 7 i"v- soit dans le cas oii 
l’œil du spectateur est situé en un point o, soit lorsqu'il est placé à l’infini sur 
une droite donnée A. • 

Les iiormatesà la sphère 2 menées par les divers points do la courbe y forme- 
ront un cône ayant sou sciromet au point S centre de fa sphère. 

il faudra' donc cherdœr sur y le point pour lequel la génératrice du cône (S , y) 
fait avec la génératrice du cône(o, y) un angle », satisfaisant à la condition' 

P’ ■ ' 

sin» 8in»,= • • - . 

Ce point s’obtiendra plus promptement par l’emploi d'une courbe d'erreuf 
que par Idutes autres constroctioDS. - _ • ’ . 

Ou bien il faudra chercher sur y le point pour lequel la génératrice du 
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cAne (6, -/ ) ftit «vm le cylimjre (A , y ) un uigle a. utisfaisaBt à la conditioA } 

' • ' P' • '■ 

^jiftasinaf — ^ P . . • . 

. Dans ce cas, on pourra employer ou une courbe d’erreur ou la' construction sui- * 
vante j par le point S on mènera une droite A' parallèle à A;, on regardera la 
droite A' comme l'axe d'un cAne de révolution E' dont le demi angle au sommet 
est égal à l'angle «,'et dont le sommet est en S ; et l'on cherchera les génératrices 
d'intersection des deux cènes (S, •/) et E', ces deux cènes ayant même sommet $. 

Ces génératrices couperont y en des points qui appartiendront à la courbé 
.d'égale teinte apparente y,. , ' 0 . . . . 

Or, pour chercher l’intersection des deux cènes (S , y) et E'; il est évident qu’il 
suffit de chercher l'intersection du cône E' et de la courte y, par conséquent, il 
faut chercher la projection .verticale de la courte I intersection du cène E' et 
. du cylindre projetant borixontalemcnt la courbe y. Et comme l'on connaît les 
projections y* et y’ de la courbe y (c.ar je suppose que le lecteur exécute les con- 
structions graphiques à mesure qu’elles sont indiquées dans l’espace), on voit 
q que rôn aura à construire les projections 5* et de la courte Ç, intersection dû 

cône E' et ^du cylindre vertical ayant •/ |xmr section droite et en iiiôrae temps 
pour trace sur le plan horizontal. . » 

.. (5* ne sera évidemment autre que y‘.) •. .. 

. Ayant constrùit cette courbe coupera y* en des points qui seront les pro- 
jections verticales de points appartenant à la courbe y,, 

Mais bien considéré, n’est-il pas évident que la construction de la ivurbe 
foreur, sera moins longue que la construction de la courbe 4'. 

Dèuxième exeniple. Prenons pour second exemple une surface X de révoludon , 
dont l’axe est perpendiculaire aü plan horizontal. • • . 

• -U n’y aura d'autre différence, dans le cas ofi l'on ^ une surface de révolution 
au lieu d'une sphère', que ceci, savoir r que la-surface formée parles normales 
menées par les divers points de la courbe y, nç sera plus un cène, mais une 
stlrlhce gauche. • ■ ' - 

L'emploi des courbés d’erreur sera donc dans ce cas préfcralile à toute autre 
oonslruction pour déterminer les points do la'courbeÿi. ■ 

Troifième exemple. Prenons pour troisième exemple une surface comque. 

Nous pourrons prendre les diverses génératrices droites de la surface conique 
pour les courbes 3, ÿ, 3"....,., • 

Des lors, la sarlace formée par les normales, menées par les divers points de 
. Ia„gènéralrice3, scra.un plan. ■. 
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Il est bien évident que sf la surface est éclairée par un point lumineux /. les 
diverses droites partent du point / pour aller s’appuyer sur (a génératrice 3 , tw- 
meront un fdan ; et ces diverses droites feront chacune un angle different aveé 
le plan langent mené an eéne |e long de la génératrice 3; 

Par conséquent , la courbe d'égale teinte réelle y sera unecourbe dans le cas 
d’un point luminonx. 

Mais si le cène est éclairé par un faisceau lumineux L. alors toutes les droites 
parallèles à L feront uii même angle avec le plan tangent mené le long de la gé- 
nératrice 3; par conséquent, la courbe d’égale teinte réelle y sera une généra- 
trice droite du,eénc donné, dans le casrd'un faisceau lumineux. ' 

Par les mêmes raisons : lorsque l’œil du spectateur sera placé en un point o de 

l’espace, les courbes d'égale teinte apparente y;, y.'j y,” seront des courbes, 

que le cène soit éclaire par un point lumineux ou par un faisceau lumineux. 

Pbr les mêmes raisons : lorsque l'œil du spectateur sera placé à l’infini sur 
une droite A, les- courbes d’égale teinte apparente y, , y',..... seront des courbes 
dans le cas d’un point lumineux, et des. génératrices droites du ràne dans le cas 
d'un faisoea.u lumineux. 

lés mêmes résulULs existeront pour une surface cylindriifHe et pour une sur- 
face déeeloppablt générale. _ • 

D’ailleurs; lorsque y,, et y, seront des courbes , leur -construction sera plus 
[iromptc par l’emploi des courbes (femew que par toute autre construction, au moins 
l>our la courlte y,. • ' 

El quelle que soit la surface X, la construction dos courbes d’égale teinte 

, apparente y„ y,', y“ sera toujours plus prompte par l'emploi d(» courbet 

d’erreur, paree <|ue la. surface forniée pr les normales menées à celle surface X 

pr les divers points des lignes y ou y' Ou y-" •( courbes d’égale teinte réelle )y 

sera toujours une surface gauche, lo'rsqne éés lignes y, y', y"... seront des 
courbes; excepté dans le cas où la surface X serait une splière, auquel cas , 
la surface des normales sera un cène ayant '..son sommet au centrc.de la 
sphère. .; . ' . ’ ' - 

t * . * 

• y 'f* J 

PnOBLÈME 4. Êumt donnée une turjace conique du deuxième degré par let projetant 
s* et s' de ton tommel s, et par ta trace oa bote B sur te plan horizontal , contUtdrr 
l'axe A. de cette turface. ' 

On sait qu'une surface conique du second ordre a toujours un axe A , ap'pe- 
' lanl axe la droite qui, pssànt pr le sommet, jouit de la propriété suivante, 
savoir ; -, '' -* . * • ■ • 

Que si pr cette droite A on Ihit psser, une .série de plans P, p^, 
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chacun de ces plans coupe te cAne suivant deux génératrices , dont l'angle est 
divisé en deux ^riius égales par cette même droite ^ • - v 

ünihait aussi que l'angle des deux génératrices que l'on doit considérer dans 
ce cas est oaiui qui est formé par les prties des génératrices formant une même 
nappe de la surface conique. 

Et l’on sait qn'e si l'on considérait les parties des génératrices qui se trouvent 
appartenir à des nappes différentes, on aurait un plan qui, passant par IdHommct, 
serait perpendiculaire à l'axe A, .et serait un plan diamétral princi(Utl divisant en 
deux parties égales toutes les cordes parallèles à l’axe A. ‘ h'~ • 

Nous devons donc suppo^ que la courbe B est une ellipse ou une parabole , 
pour que la construction déTaxe A puisse s’exécuter. 

Pour déterminer l'axe A, nous ferons la construction suivante : * * 

le sommet S , nous mènerons une droite D arbitraire, mais telle qu'elle 
perce le plan horizontal en un point d, extérieur à la swlion conique B. . ■* • 

Par la droite D, nous mènerons une suite de planwit , B',* R" , 'chacun 

d'eux coupera la surface conique . suivant dcyjL génératrices droites^ nous 
diviserons l’angle des deux génératrices en deux parties égales par une droite qui. 

’ percera le plan Itorizonlal en un pointai. . . ' *' 

On obtiendra ainsi une suite de points x qui détermineront une courbe 
laquelle coupera la courbe B aux points de contact des tangentes à cette même 
courbe B, menées par le point d. ^ 

Par le sommet S , ,on mènera une seconde droite D, qui percera le plan hori? 
zonlafen un ppini d, , extérieur à à; • 

Par D„ on fera passer luie suite de plans Q , tj', Q" , et clracun d’eux cou- 

liera le cène suivant deux génératrices, la droite qui divisera leur angle en doux 
parties égales ; percera le plan horizontal en un point_^. 

Tous les points y détermineront une courbe Y, qui coupera la courbe B en t|s ’ 
poiilts de contact des tangentes menées par le point d, à cette courbe B. 

Les deux courbes X et Y' se éouperont évidemment en un point o situé dans 
l'intérieur de la courbe B, et ces deux courbes. X et Y se couperont toujours en 
un points et en seul pojnt intérieur à la courbe B. ' '.-b?' 

Ce point o sera la trace horizontale de l'axe A cberchév 
Les courbes X et Y peuvent servir à démontrer l’existence de l'axe A dans les 
surfaces coniques du deuxième degré ; et par suite-^ l’existence de l’axe A étant 
démontrée, on |^ut reconnaître qu'un cène du second ordre peut toujours être 
coupé par doux plans de direction opposée , suivant des cercles , ou , en d’autres 
termes I on peut démontrer Pexittenc* des sections (drculaires dàns le cône du 
deuxième degré.' 

26 
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Et en effet -: * ' ■ 

* La con&troction des cenrbes d’erreur X et Y indique, d'iinc manière cer- 
taine, que* les arcs de ces courbes, compris dans l’inférieur de la' courbe B , se 
coupent toujours en un point, et en un seul point o. " \ 

Si l’on mène les deux droites od et od, , elles couperont la courbé B, la pre- 
miérè en deux points , p et 9 , et la seconde en deux points , p, et 9,. 

La.droile (oSj divisera en doux parties égales l'angle des droites (Sp)et (1S9); la 
même droilc^(oS) divisera aussi en deux parties égales l'angle des droites (Sp.) 
et (S9,), et cela est évident, en vertu du mode de Construction des courbes 
X etY. , . 

Si l'on mène un plan Z perpeadiçnlaire à la droite (oS), ce plan coupera cette 
droite (oS) en un point o', et les quatre généioirices (Sp), ($9), (Sp,), (S9.) > du 
cdiie, en quatre points p,,9,, p,', 9/, lesquels formèrent un parallélogramme dont 
les diagonales Se croiaent au point fT. . , ■ - ' * 


‘ Le plan Z coupera le cène,^ÿ. B) suivant une-section conique B', qui passera 
par quatre points ; cette section conique né pourra évidemment être autre 
- qu'unéellipse, parce que le plan Z coupe une seule nappe de la surface conique , ' 
eb le centre de cette courbe B' no sera autre que lèpoint 0, puisque les points p,, 
9„ p/, 9/, «ont les aqaunets-d’un parallélogramme inscrite ^ 


Si donc l’on prend sur la courbe B' un point r',‘,et,que par cé point /'et le 
centra o on fasse passer une droite K', cette droite coupera la courbe B' en 
^un sedbnd |>oinl r,', et la corde r'r,' sera divisée en deux parties égales par le 
|X»int o'. ' . . ' 

La droite (oé'SWiyisèra donç en deux parties égales l'angle des génératrices 
, (Sr') et (Sr,'), ^ • , - ’ ■ .. 

'Par co^ijucnt , la droite (oS) n'est autre qu'un axe \ par rapporta la surbee 
conique proposé. , . , ^ 


Ainsi se trouve démontrée rexislence de l'axe A p<fur les surfaces coniques 
du second degré. " . " „ 

Maintenant si l’on conçoit le grand axe R de l’ellipée R, tout plan passant par 
«et axe coupera le cène suivant une ellipse ayant pour axe collé droite R , l'autre 
axe R' Otant dans un plan passant par le sonmet S et par le petit axe de -R. Si 
donc du centre p', avec un rayen, égale à la •moitié de l'axe R, on coupe la géné- 
ratrice passant par l’extrémité du petit axe de fi', on obtiendra deux points , 
lesquels, aveol'axe R, détermineront deux plans coupant le cène suivant deux 
cercles. ■■ • , . '■ 
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Pur ce qui prëoède, on voit que les courbes d’erreur peuvent non>«eulement 
être employées comme moyen de construction , mais encore, dans certitjns cas, 
comme mode de démonstration. ' - ■ 



CHAPITRE IV. 

« » 

PROBLÈMES o’otlfiBBS Dp GERBE DBS ÉCLIPSES. 


» 


Pbqdlèiie i. Cojutruire tei ombres portées saccessirement par /a hmè sur la terre 
pendant tes éclipses de soleil, ' ' ' ■ ' ' ' 

^ Soient données trois .sphères {ySj. 62),: S du rayon R (soleil), T du rayon r, 
(terré) , L du rayon p (liine); en unissant deux k deux les centres S , T et L de 
ces corps , on forme un triangle SML, dans lequel je suppose que l’on connaisse 
les deux eûtés ST s= D , et LT== A , et l'angle' LTS i=o. 

On pourra, dès lors , calcujer, par les formules de la trigonométrie plane , le. 
troisième côté SL=d et les deux angles LST = 6 et SLT = y. 

Cela posé.: . ’ . , . . , , | 

Je suppose que l'on enveloppe les deux sphères S et L par deux cônes ayant 
pour axecommunja droite SL et leurs sommets situés, l’un Extérieur en V, l’auti-e 
intérieur en 'V', et quo l'on clrerche la courbe-intersection du- cône V, et ensuite 
du cône \" avec la sphère T (4). ■ - 

Ces deux epurbes so projetteront sur le plan du triahgle STL suivant des arcs 
de serdotu contçiies. ' " ^ • , 

Si les trois corps S, T ét L étaient à des distances assez petites les uns des 
. autres , et .si leurs rayons n’étaient pas très-différents de grandeur entre eux , de 
manière que l’on pôt tracer l’épure sur une feuille de |>apier, on emploierait avec 
avantage les méthodes graplâques do la géométrie descriptive. 

Mais, dans le problème qui nous'occupe , si les centres des trois corps sont trop 
éloignéa les uni des antres pour que l’on puisse construire l’épure i une 
échelle assez grande pour permettre d'-obténir des résultats grapMques d’une 
approximation suffisante, et si, 'd’aitleurs ,.la différence qui existe entre 1 m rayons 


(I) Dëtàgnfemt dMen& àm <|iraa édaei per la iJe aon «omoiet, ainii que notif dé^gliôtia chaeane 
dea troiaapbiraa par là (Ire de «oh cenlre. 


« 
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d«8 trois corps est trés-considérahle , les coDslruclioas graphiqut$ seront impos- 
sibles. , . ^ ■ 

■ Dès brs, on est conduit forcément à chercher ( lorsque ces eas se présen- 
teront ) les équations des cènes V et V', et d’en conclure les équations des »ec- 
lùm coniques projections de leurs courbes d’intersection avec la sphère T. El 
ensuite , au moyen des équations de ces courbes , on pourra les tracer par points 
sur la sphère T. * 

* Par cefte méthode mixte , ou est conduit à exécuter toutes lesopérations gra- 
phiques sur une seule sphère; et dès lors-, si toutefois les résultats deces conslruc-*^ 
tiens n'offrent pas encore une approximation suffisante sous le point de vue 
asiroHomiqite , au moins les constructions graphi/ptes devenant possibles, on peut 
les indiquer comma application ( sinon utile, au moins de quelque intérêt,) des 
méthodes graphiques de \3 géométrie deteriptive. i -, f 5 

Les deux triangles semblables SEV et LpV rectangles en R et p donnent : 


VS = 


. Rd 
R -P 


Les deux triangles semblables SR'V' et Lp'V' rectangles en R' et p', donnent ; 

Rd . . < ■ . 

R"f' P , ■ ’ 


V'S< 


Calculons maintenant la tangente de l'angle que la droite VR.fait avec la droite 
SL , on aura : 


D’où 

donc 




R-p 


taDgT = 


l/(f_(R_,)’ 


(O) CO»’ f = 


(f— (R^p)’ 


(6) • »ia’p = 


(R-p)‘ 


On trouvera de même pour l’angle / que la droite V'R' l'ait avec la droite SL : 

r-Kp 


Upgq = 


D’où'. 


\Z<f-(R-)-p)V 


eo»’f=£=W;. 


J, V-, — T- J, 

Joignons le point V avec le point T, et supposons que la droite ST soit prise 
|»ur axe des x et le [loinl T pour origine des coordonnées. - •. •. - 
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Dans le triangle SVT on connaît les deux côtés ST et SV et l’angle Gora|lris S , on 
pourra donc calculer l’angle VTS que je désigné par 3; et par. suite obtenir les 
valeurs des'coordonnées rectangulaires du point V, lesquels seront : 


Et comme 


ÿ"=TV.sin9 et *'=.TV.cos9 i, > • 
SV. sine ' . • . 


Tv=: 


sm 0 


, K II ^ yj, R.d,sin€ 

(«) n • “» ® . et (d) y = — 

.. . " R— (> • , (R— {i]tang« 

■ Pour fc |)oini V', en désignant l’angle V'TS par 9' , on aura 

R.d . sîdS 


Rd . sia C 


et (d) 'X"= 


(R-l-r)Ung s" 


Cherchons maintenant lus coordonnées rectangulaires du point L. 
On a : . • - 

(ej y'=ôsin« et (/) j/=Acosa 

Les équationade la droite SL, axe commun aux deux cônes, seront: 

y— i” 


»-»' = 


ï=0 


,(x — y) 


Les équations d'une droite B passant par le point V ut non située dans le plan 
(lu triante STL seront : 

■ • . (i) ' ; 

c*l . ' . 

■ • . Ï=n(x — gc") (2) 

• L’angle ^ des deux droites B et SL a pour l'cxpréssion de son cosinus 


»»(V— y''>+(j'— • 


(3J 


.Supposant que la droite B tourne autour de l’axe SV en faisanl-un angle uon- 


e' 
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stant <(-, et dès lors éKniinant m.«l n eotreleséifDatioiis (1,= 2,3), en aura pour 
l’équation du cOne ayant son sonmet en -T : ' > 


CO« 7= 


(y— y'Ky'— y")+(j— ir") 
V^(y-»")*+l*-*’T+ x-V/ty»- ÿ’y+ (a'-*")’ 


(♦) 


• Combinant l'équation (4) avec celle de la spbère-T, qui sera : 


x’+i/'+*’=r' ■ . (5) 

on aura l'équation de la section conU/ue, projection sur le plan TSL de la courbe 
à double courbure intersection du cène V avec la sphère T. ' , . 

Celte équation s’obtiendra eb éliminant s entre lcséqualions.(4)et(5), etsera :• 


(y— >”)(>'— ÿ')4-(z— x")(x’— 

’ 1/ (y (ar — (r*— x"— /)•+ (V— a/')' ^ 
et en réduisant , . . 

(y-y*)(y’-y")+tx-x")Cx'-'x") ■ 

. .c<»T= ■ — . 

V/ÿ'j-|-x'"-2j^''-2rx'’+rV(ÿ'-Yl*+(x'-ÿ')> 

chassant le dénominateur, élevant au carré et réduisant, on obtiendra : 
y’y— ÿ")’+*^(y'— y") (»'—*') 

4- îÿÿ" { (y— x")’ CO*’ f— (y'— ÿ7 md’ÿ j -r xy“(y'— Jf") iaf — x") 

4-2xy' { (y'— y")’ co»’^ — (y— y’)* *in’ f ) — yy'ty' — y") (y — y'j 

•+■ y"’ j(y'— y")’siD’if— (y— y')’co*>). . . 

4- y" j{y— xY»î“’ÿ— ( y'— y')*«>»’®)- 
-t- (y''y— r’co*’?) (y'— y'^y— *").• ; 

Cette équation sera toujours celle d’une partiMe,- puisque . la. condition 
B’— 4AC=;0 se trouve satisfaite quelles que soient les valeurs des coordonnées 
y', x', y", x". - 

On substituera dans l’équation (6) à la place de x, y, x", y", cos.’ if,ein.’<f, 
leurs valeurs données par les équations (o, b,c, d, e,f), et Ton pourra construire 
par points la parabole représentée par cette équation Gnale : ... 

Supposons maintenant (/y G.*).) que le centre de la sphère L se meuve sur 
iin^cerCle C ayant son centre en T, .et dont le plan fait, avec un certain plan P fixe 
et passant par la droite ST, un angle connu A. 

Apposons encore que ,1e plan du- cercle G coupe le plan fixe. P suivant la 



n 
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droite MN', et -que l'on conttanae l'angle fx qnetes drotlea NN' et ST font entre 
elloa. • ' . 

Supposons enfin que k spkére L soit arrivée en la position Ix, telle que la 
droite LT ikgse avec NT tut angle e. ‘ • - . — . • . ■ • 

On pourra, au mojen dee foemules connues de la trigonométrie sphérique, 
calculer l'angle a. (que la droite LT Tait avec la droite TS ) en fonction de l’angle c. 

Il sera donc facile d'avoir l'angk S (/(g. 02 ) en fonction do i'angle t , et d’avoir 
aussi en fonction de « la distance variable SL ou celle qui, à chaque instant, 
existera entre les centres des deux corps S et L, pendantquele centre du corps T 
parcourt le cercle C. 

On pourra énssi , au moyen des formules’ connues de la trigonométrie 
sphérique, cakuiler l’angle E. que le plan LTS (que je désignerai par Z) fait avec 
le plan fixe P, et obtenir cet angle aussi en fohclion de t. • . 

Ainsi « i ■ 

1* Au moyen de la' formule de trigonométrie sphérique : 

. . ' • ' y» * 

. oosct=co8 t cos/x + sincsinfxcosA „ (7) 

ou calcnlera l’angle a. , ’ . • • , . 

2" Au moyen de la formule de trigonométrie sphérique ; 


on çalciilera l’angle E. 


ftin E SS ■ » . 

aiD3 



3' Au moyen dos formules de la trigonométrie pknc qui servent à résoudre le 
càs où l’on connaît deux cOtés et l’angle^compris , on calculera la distance li 
entre les centres des deux corps S et L, et les angles S, 6 et > 

Dès lots pour les vaknrs diverses de l'angle c, savoir : c , e', c", etc., on obtien- 
dra les quipttitéaooyrrespondantea, savoir : 


(a, E, d,.e, 9.et n'y, (x'i K', d’, r, 9. et 9.' ), (x", E",/', S", 9. et 9.'), etc. (9) 


^On substituera ces valeurs dans les équations (a, b, c, rf, <■,/), et on aura les 
valeurs correspondantes ; . . , 


co»>,ji«’T,y",y'j y',!', coeV, ï". a!.", y.', «c.’ 


queronsub8tiluaradansi'équation(0)etl'enobtiendra sur les plansZ, Z', Z"felc., 
les paraboles, projections des bourbes dlnbersectiou des cônes exiérifun- 
*Y, V„.V„'elc., aveck sphère-T. '* 
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En »ubs(tta«nt les gràupes de vâleurs (9) dans iès équations (a', é', e', d, e, f) 
un obtiendra les valeurs correspondantes ( cos* ((', sin' 9 ', y", x", g',x), etc. , qui, 

, substituées dans l'équation ( 6 ) donneront sur les mêmes plans ,.Z ,' etc., 

les projections des courbes d'interseetion des cènes iaiériewt V', V,', V,', etc.,' avec 
la même sphère T. • ‘ ‘ ' i 

Supposons maintenant, fg. 64, que le centre de la sphère T se. meut sur un ^ 
cercle Q situé sur le plan P, et ayant son centre en S, et que le corps T emporte 
avec lui le cercle Cet le corps L, de telle manière que pendant le mouvement, le 
plan du cercle C reste parallèle à lui-même. . - . 

Supposons aussi que le corps T décrit un angle £ autour du centre 'fiâe $, 
pendant le temps employé par le corps L i décrire un angle t anlour de centre 
mobile T (la relation qui doit exister entre les angles ( et e, étant d’ailleurs 
supposée connue ). 

Au lieu de supposer que le corps T parcourt le cercle Q , on pourra supposer 
que le corps T reste fixe et que le corps. S décrive en sens inverse un. cercle Q', 
dont le centre serait celui du corps T; de sorte que le corps T étant, d’après la 
première hypothèse, transporté en 'T' . après avoir décrit un angle on pourra 
supposer qu’il soit resté en T, et que le corps & se trouve, transporté en S' ayant 
décrit ce même angle {. ‘ _ ‘ * 

Dans cet état de choses, on voit qge l’on aura à calculer comme dans le cas 
de la y!y. 63, l’angle a et l’angle E, et qu'ensuite , au. moyen de ces angles et de 
l’angle il faudra calculer l’angle a, c'est-à-dire fangle que. la droite LT fait 
avec ST. Ce que l’on fera très-facilement au moyen des formules qui donnent 
l’angle plan lorsque que Ton connaît, dans une pyramide triangulaire ,- deux 
angles plans et l’angle dièdre compris, m . * : 

De sorte que pour chaque valeur que Ton donnera à l’angle 1 , on aûrâ la valeur 
i-orrespondanto do ^puisqueTon sait que£=/(t), on aUra aussiTangle «'-ainsi 
<|u’on Ta dit dessus, l’on pourra dès lors calculer toutes les autres quantités d, 

S, 6 et 6 * correspondant à chaque valeur de «' et Ton pourra effectuer les substi- 
. tutions précédemment indiquées et obtenir enfin l’équation' 4e la parabole qui 
correspond à chaque valeur attribuée à ■. • • • 

Construisons maintenant sur la sphère T les diverses' courbes qui représentent 
les ombres portées successivement par le corps L en supposant que le corps L est- 
opaque et (|uc le corps S soit Imuineux. , • : ■ 

Ayant tracé (ySy. 65 ) un cercle C avee le rayon r, on mènera par le centre T une 
suite de droites a'b',a"b", etc., faisant avec ab les angles calculés r, etc., et 
correspondant aux valeurs t, I, t", etc.. • ' 

On regardera chacune des lignes ab , a'b', a"b”, etc., comme un axe des x par*- 

». ‘■ 
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rapport auquel on devra construire les paraboles X, X',* X", etc., le point T êUiul 
l'originejlcs coordonnées pour les divers axes des x. * - 

On tracera lesÿaraboles^ , X', X", etc. . ■ • * . , 

Tot^ ces paraboles sont supposées rabattues sur un même plan, chacun de 
leurs plans |;ant tourné respectivement autour des droites oé, a'b', etc. . 

On se rappelle d’ailleurs que le plan de la oourl>e X faitra'vec le plan fixe P sur 
lequel cette courbe est rabattue, un angle calculé E; que pour leplan de la court>i‘ 

X' l’angle est E', etc. * , 

Dès brs (ayant mené une droite ay perpendiculaire à <ié et une droite as faisant 
aveo oy un angle E)si du point a comme centre, on décrit un cercle avec le rayon r, 
on aura uneépuredontoysera la ligne de terre; azelab étant les traees du plan Z, 
qui contient la parabole X tibattue sur le plan horizontal. 

Il faudra donc passer du rabattement de la courbe X é ses projections. 

Paor cela la droite A perpendiculaire à oé et le cercle B , seront les pro- 
jections d’une section circulaire de la sphère T, et celte section contiendra deux 
points de la courbe cherchée et tous les deux raba^u en* un seul et même 
point m. • - » • 

On projettera le point m en n, onlMimëncra'leiypint non g, on tracera b droite 
pgq perpendiculaire ii la droite a% ; les points p et q seront les projections Verti- 
cales des points rabattus èn % et le point P sera la projection liorizoqtale d’u» 
des points. - • - ^ ^ 

Dés lors , les courbes telles que X,,-X,', X,"^ etc., seront les projections hori- 
zontales des courbes, intersections des cônes extérieiâ-s ou intériewt avec la . , 
sphère T, ou les projections horizontales des ombres portées sur la terre T et suc- 
cessivement par la lune L, supposée avoir décrit dans son orbite les angles sum^ 
cessifs «, t', etc. 

Jusqu’h présent nous n’avons pas tenu compte du mouvement diurne de la 
terre autour de son axe. Pour y avoir égard, il faudra connaître l’angle que l’axe 
de la terre lait avec le plan fixe P ou le plan de l’écliptique et l’angle que laj>ro- . 
jection de cet axe sur ce plan P fait avec la droite NN' ou la ligne des nœuds de la * 
lune. • ' * 

On pourra dés lors iqener par le point T {fig. 65) un plan perpendiculaire à 
l’axe de la terre, et projeter sur ce plan les courbes X., X,', X", etc., et Jes 
courbes X,, X,', X,", etc. ( qui s’obtiendront de la même manière que les coSrites 
X,, X,', X,"). Cela fait, il faudra déterminer Theure à laquelle la lune passe au 
nœud aaoendant N' et le méridien terrestre correspondant'à ce nœud N', au mo- 
ment du passage de la lune. 

Supposez Pangiei égal zéro, à cet instant, etl’on-obtiendra b courbe X projeiéecn 


T-t 


• • • 
• y 1. 


* 

A, 
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X,, puis en K„ et l'oaconnaltra la position du méridien terrestre, passant par 4e 
nœud N', par rapport à celte courbe X,. 

Supposant ensuite quc'e est égal à 1*, ou à ou à + 3*, ou à -(• 4 % 
ou à + 5', etc., ou égal à — V, ou à — 2°, ou à — 3‘, etc. ; on a||ra les 
positions de la lune après ou avant le nœtid N, c’est-à-dire au dessus ou au des- • 
sous du plan P de l'écHpliquc. 

On obtiendra les diverses courbes, telles que X,, projetée en X/, puis en X,'- 

Mais, comme pendant (|UC la lune a parcouru dans son orbite l'angle t, la 
terre a Murné sur son axe d’un angle h (et l’on connaît la relation existant en h 
et t) ; la courbe X, n’csi pas placée, par rapport au méridien terrestre correspon- 
dant au poinà'N', comme elle doit l'étrc, il faut que celte courbe tourne autour 
du centre de la projetttion, en décrivant un angle pUteiséroent égal à h, de gaucho 
à droite si eest (msitif, de droite à gauche si test négatif, et arrive en la position X,'. 

Il sera donc facile d’avoir sur nette deuiié^ projection, exécutée surlasplan 
perpendiotllaire à l’axe de la terre, les projections des ombres portées par la lune, 
enstenant compte 3es trais mouvements I* de la lune dans son orbite, 2* de la 
terre dans son orbite, ero" de la terre autour de son axe, et de placer les divers 
lieux terrestres .sur celte projeqjion, puisque4'on connaît la position occupée par 
l’un des méridiens, par rapport à l’une Aon ombres portées. 

V Si l’oq trace des courbes tangentes, l'une en dr^us et l'autre en dessous, aux 
diverses courbes X,, X,', X,", etc., on déteriiiinera la xono terrestre pour laquelle 
l’éclipse de soleil aura lieu, etc. 

« 

pRontéME 2. Déterminer C heure des phases de f éclipse de soleil pour un lieu donné 
sur la terre. 

Sup|K)sons le soleil en OG) et la terre en T; imaginons que le cercle 

C' soit l’orbite de la lune , le cercle C étant l'orbite de la terre. Menons par le 
centre de la terre le.s trois axes ; l' A, axe de la terre; 2° L, axe de l’orbite de la 
Inné ; 3* E, peq>endiculaire au plan de l’orbite de 1a terre. 

La lune se meut dans son orbite dans le sens de la flèche yx ; la terre se meut 
dans son orbite dans le sens de la flèche tq\ et de plus, la terre tourne autour • 
de son axe A dans le sens de la flèche iw, c’est-à-direxl^s le sens jtxdu mouve- 
ment que la lune prend dans son orbite. 

•Apposons que la terre reste immobile en sa |K>sition T, il faudra dés lors 
supposer que la lune est douée de trois mouvements, savoir : 

1* De son luouvemént orbitaire autour de l'axe L, de sorte que la supposant 
à l’origine du mouvement tm la position n, elle arrive en n' après avoir décrit un 
angle 9 dans son orbite. , • ^ 



• •• 
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. 2* Du tDouvemenl de la terre autour de l'axe A , mais en sens inverse ; dc'sortc 
qu’arrivée en n',.elle viendra en a, ayant décrit autour de l'axe A l'angle apn 

( vitesse angulaire de la terre autonr de son axe A , cet angle apn cotrespondant 
à l’angle 9 ). - . . • , ^ 

3* Du mouvement déjà terre dans son orbite, mais aussi en sens inverse, de 
i^rte qu’arrivée en a elle viendra en l, ayant ^rit autour dé l’axe E l'angle agi 

( Hlfesse angulaire de la terre dans soh orbite, cel angle correspondant A 
rangle 9 ); ' ^ ~ 

Tous les points tels que / détermineront une courbe qui sera la courbe pr- 
courue par le centre delà lune, la terre étant suppoade immobile. (Tous les points 
tels qu^i^étermineront Une courbe X','qui différera trés-pen de la courbe X 
•^ors(lue Ton construira graphigucmenl ces deux courbes, car l’échelle, quellequ'e 
grande qu’on la prenne, sera toujours trop petite, vu les dimensions du système 
solaire , pour que les courbesX et X' soient séparées l’une de l'autre d’une manière 
très-sensible sur une épure.) 

Maintenant concevons (fig. 67) un point m sur la terre ; si l'on regarde ce point 
comme le sommet d’un cène S tangent au soleil, et qu’ensuite on suppose deux cènes 
qui soient parallèles à ce cène S et tangents , le premier a une sphère d[un 
^rayon égala la somme des rayons du soleil et de la lune, et le second a une .sphère 
d’un rayon égal à la différence des rayons du soleil et de la lune ( ces deux sphè- 
res étant d'ailleurs concentriques au soleil ) , et que l’on détermine les poin^ de 
rencontre de la courbe X avec l’un et l’autre do ces deux cènes; désignant par t 
et (^.les points en lesquels le cène V est percé par la courbe X et par g et g' ceux 
en lesquels le cène V' est percé par la même courbe, il est évident que: 

1" Les'poinis 1 et t ' seront ceux en lesquels le centre de la lune sera placé, au 
moment où l’on verra du point m situé sur la terre, la lune entrer dans le cène 
de lumière formé par les rayons solaires' rasant la terfe,'”ou sortir de ce cène 
de lumière; .'H »,-•< . 

• 2“ Les points g et g' en lesquels le centre de la lune sera placé seront, l’un 

celui pour lequel on verra (du point m)le bord extérieur de la lune toucher le con- 
tour du soleil, la lune étant entrée complètement dans le cène de lumière, et 
l’autre celui pour lequel le mênaC phénomène aura lieu, la lune étant sur le point 
de sortir du cène de lumrere. 

, il est encore évident qnc si , joignant le point m et le centre du soleil por une 
droite D, il arrive que cette droite s’appuie sur la courbe X en un point p; ce 
point sera le centre de la lune lorsque l’éclipse centrale aura lieu. Si la droite D 
ne s'appuie pas sur la courbe X, /’éc/ipte centrale ne pourra avoir lieu pour le 
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point m. De sorte qne si l'on regarde le ceolre du soleil comme le sommet d’un 
^ cdne ajrftnt pour diréclrice la courbe X, ce cône coupera la terre suivant une 
courbe gui déterminera les divers iwints de la terre, pour lesquelles le phé- 
nomène de C éclipte^enlrale aura lieu. 

Il est encore évident i 

1* Que si l'on prend sur la couftc X un point x, et qu^on le regarde comme le 
sommet d’un cène tangent au soleil , ce cène oou|>era; la terre’suivant une cou{|>e 
qui passera par les divers lieux Icrrea^s qui verront au même instant C éJIfise 
eékrale. 

2* Que si le point x est n^-dc comme lé sommet d’un cène tangent a l'une des 
deux sphères concentriques au soleil et désighécs précédemment , ce cène coupera 
la terre suivant une courbe pour les divers points de laquelle le inCme^phénor 
mène aura lieu au même instant, savoir : ta lune rasani le bord du toleil, cette 
ftmiète étant intérieure ou extérieure par rapport au dùque tolaire. ' 

3° Que si l'on fait rouler un plan ; 1* sur la courbe X et sur le soleil , 2* et 3^ur 
la courbe X et sur l’une des deux sphèfes dont le rayon est égal à celui du soleil, 
augmenté pour la première tphére et diminué pour ta teconde tphère du rayon de 
la lune, on déterminera trois surfaces développables, qui cou|>eront la terre sui- 
vant trois courbes, dont la première {tassera |>ar les lieux terrestres qui verront, 
les uns après les autres, le centre de la lune [tasser sur le contour solaire , dont * 
les deux autres pi{aseront par les divers lieux qui verront aussi, les uns après 
les autres , la lune toucher le Itord intérieur ou extérieur du soleil ; et tous les 
lieux terrestres autres que ceux situés sur ces courbes ne. verront pas, lejour 
, . de l'éclipae, les phases (tarticulièrcs dont nous venons de [larlcr. '* 

4* Si l’on suppose un anneau ou surface canale engendrée |>ar la lune dont le 
centre {tarcourc la courbe X, et que l'on suppose un phin roulant en .même temps ‘ 
sur le soleil et sur l’anneau et intérieurement à ces deux surfaces, on aura une 
surface dévclop[table qui couftera la terre suivant deux courbes , qui renferme- 
ront la zone terrestre |)our laquelle l’écli|>sc pourra avoir lieu. Placé sur les|K>int.s 
de ces deux courbes extrêmes ou limites, on verra la lune s’ap|>rocher du so- 
leil, et raser seulement son contour. 

En supposant (Jig. ü7) que l'on connaisse l'heure à laquelle la lune passe au 
noeud ascendant N' et le méridien terrestre correspondant è ce noeud au moment 
du (lassage de la lune, un voit de suite que lorsque la lune sera en un |)«int t de la 
courbe X, il faudra |>ar le point t faire passer un cercle [)cr|>endiculaireà l'axe 1^, 
lequel viendra couper en t ' la courbe X', lieu des points a; |)uis du point* dé- 
crire un cercle (>er|)endicuiairo. à Taxe A, lequel viendra couper l'orbite lunaire 
C' en t", et l’arc t'i" donnera le temps écoulé depuis le [vassage au nœud N jusqu'au 
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mMnent de I» phase do (di^mène arrivé lorsque le centré de la lune était en t 
sur la courbe X. * 

Car le nombre de degrés compris dans l’arc iV'sera é 300*, comme le temps 
écoulé jusqu’à la phase , est à 34 heures. 

Ayant le temps écoulé Jusqu’au moment de la phase, on l'ajoutera on on le 
retranchera de l’heure trouvée pour le noeud N' (suivatft que la lune supposée en 
tsera au-dessus ou.au-desaous du nœud N'), et l'on aura l’heure dfr la phase. 

Si l’on pouvait exécuter l'épure à une échelle assez grande péur que les dutx 
coui^^és X et X' fussent très-distinctes, la géométrie descriptive conduirait à tihe 
solution complète du problème et avec une exactitude trùs-suflisante, puisque 
f 5* de l’arc tel que f'i" valent une heure de temps. 

,Les constructions graphiques ne pouvant être admises, vu l’échelle à laquelle 
on est obligé forcément de réduire l’épure, dés lors on est obligé^ de recourir au 
calcul comme pour le problème précédent. 

Comme les méthodes géométrûiuei employées cnàstroiwmie sont bien préférables 
à celle que je vais exposer et qu’elles sont véritablement les seules applicables aux 
calculs des éclipses^ pour simplifier le problème puis(|ue je ne me propose de le 
cousidérer que compte un exercice, je supposerai que la lune ne prend autour de 
la terre que le mouvement qui lui appartient dans son orbite, et je ne considére- 
rai que le mouvement de la terre autour de son axe, négligeant le mouvement de 
la terre autour du soleil ; car, les calculs se oompli(]uent licaucoup lorsque l’on veut 
tenir compte du troisième mouvement. D’ailleurs je n'ai d’autre but, je le répète, 
en écrivant ce chapitre, que de présenter quelques applications simultanées de 
la géStiéirié deecriptive et de CanaUjte appliquée à la géométrie à trois dimensions/v^ , 
- Nous prendroM.pour plan horizontal, ou des le plan de l’équateur de lu 
|erre et pour plan vertieal , ou des ys , le plan perpendiculaire à la droite des 
nœuds de la lune et passant par le centre de la terre. 

L’orbite de la lune se projettera donc sur le plan vertical, suivant une droite 
9'R'(^ÿ.l>8) faisant avec la ligne de terre ou l’axe des y (ou loplan de l’équateur), 
un angles, et sur le plan horizontal, suivant une ellipse dont les axes seront u 
et ; o . cos fi (désignant par a la distance de la luueà la terra au jour de l’éclipse, et 
supposant que la lune décrit, {tendant l’éclipse, un cercle autour de la terre). 

Pour le jott^dc l’éclipse, ou connaîtra la distance D du soleil à la terre, et ' 
l’angle que ht ligne des nœuds fait avec droite D; on pourra donc avoir les 
équations y =px et s'ssq^tde ladroiteDct, par suite, les cosinus des angles», 5, y 
que cette droite D fait avec les plans coordonnés, et aussi les coordonnés x', y', i’ 
du centre du soleil en fonction dep, qet 'do l'angle li. \ ^ 

Prenant un point m sûr la terre, U seraGicilc d’avoirjcj coordonnées rectangii- 
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laires X, Y, Z, en fonction de sa latitude, de sa longitude et du- rajon r de la 
. terre; ob aura donc les équations : * 

y— y'= (*-*’) et *— «'= (*—*') 

de la droite M, qui unit l^oint m et le centre du soleil. - * 

Toute droite passant par le point met tangente au soleil, dont le rayon est R, 

« J 

fera, avec la droite M , un angle dont le cosinus aura pour valeur R* , 

D' étant égal à V (j:' — X)‘- t- (y'— Y)’4- (î' — Z)’. ^ . 

L'équation du cène, ayant son sommet au point m et tangent au soleil, sera 
donc ; 


ll/lVîISî= (y’- Y) (ÿ-V) + (x-X)-f tv-Z) (»-2) 

V/(y'-Y)’+; (i'-X)’-h (»’-Z)V(y-Y)*+ (x-T)*+(i-Z)' 


(0) 


et remarquant que X’ -f Y* + _Z‘ s= r’, et que x'* -4-ÿ'‘ •+• s'‘.= D‘, on aura; 


yy'+ xx'+ «y— Yiy-4-y) — X(t'-|-b)— Z ts'4-s)+i^ 


li/ty— «■= - — ■ - ■ - ■ . , . ■ ■ 

lY V/D’ + r’- (y Y+ + *y)\/y 4 .**+ *•—(^1+ xX + r- 

» » t 4 ' . 

Si l'on suppose deux sphères concentriques au soleil, l'une du rayon (R +f), 
l'autre du rayon (R — p) [p étant le rayon delà lune], et deux «ènes tangents à ces 
sphères et ayant (x>ur axe commun la droite M, les génératrices' de ces deux 
cènes étant d'ailleurs parallèles entre elles et à celles du cène dont le sommet 
est au point m , il sera facile d'avoi^Jes coordonnées rectangulaires des sommets 
de ces deux cènes. En ellèi, désignant ces sommets par m' et m" et leurs coor- 
données respectives par X", Y", Z", on remarque queles droites mm' et mm"sonî 
égales en longueur et que l'on a i . . -s:; 

, ^ O'f . 

«im — iRin = a = •• - . • • 

lo ■ 

Il faudra porter (f sur la droite M, à droite et i gauche du pointm; pour lixer 
la position des points m'ét m" sommets des deux nouveaux cènes. Ces poinu 
étant construits, si par la droite' M on fait fmsser trois plans*respeclivemeni 
perpendiculaires auX trois’ pians q|prdonné8, celui, par exemple,' qui sera 
perpendiculaire au plan xy coupera (/5y. 60) ce plan suivant la droite LT, et 
l'on aura une figure dans laquelle la comparaison des triangles semblables con- 
duira do fllite aux valeurs de X' et X''en fonction de : Ü, B, p, (f, X et x'.^ . 

On obtiendra de la même manière les valeurs de Y', Y", et Z', Z" et en les inet- 
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tant à là place de X, Y, Z, ^ dan» l'équation (0) ou (1), on aura' les équations des 
cônes qui, par leur intersection avec la courbe X, donaeront la position du centre 
de la lune , au moment d'une phase aperçue du point terrestre in. 

Cherchons maintenant les équations do Ip courbe X'. 

On sait que dans une ellipse on a ; ' 


d- — a’ 


(S) 


daignant (râr d un diamètre An faisant avec l’aie a un angle 9' (fig. 68). L'angle 9' 
sera la projection de l'angle 9 décrit par la lune dans son orbite, r % 

On aura donc: ’ ' 

, lang9.cosB=tang9' (3) " 

Si du- point A comme centre et avec' An ou d pour rayon on décrit un cercle et ^ 
que l’on prenne l’arc np égal à 09 ( en supposant que la terre décrive autour de son 
aie un angle qui soit i l’angle décrit par la lune dans son orbite et dans le même 
temps dans lé rapport n : i). ' ^ 

On aura : 

M=sin(«9— 9'Jd=ÿ . (4) 

-- . . Aç=:cos.(ii9— 9')d=ix . (.0) 

Il faudra éliminer d, 9 ety entre les quatre équations (2, 3,4,5) ut l’on* aura 
une rélation entre x et y qui sera l'équation de la projection sur le plan de l’é' 
quateur de la courbe X' parcourue pr le centre de la lune- 
Si l’on remarque quépr=n'é, on aura : 


z=zn’g sin B=a sin 9. sin B 


(«)' 


et éliminant d, 9 et 9' entre les quatre équations ( 2 , 3 , 4 , 6), on aura une rela- 
tion entre y et x qui .sera l’équation do la projection de la courbe X' sur le plan 
vertical. . . 

Si l'on suppose que Porbite circulaire de la lune tourne autour de Paie ter- 
restre A'ou de l’aie des Z , on aura une surface de révolution sur laquelle la courbe 
X'‘sera située. L'équation de cette surface sera ’ 


éu 

Ou 


o'coe^ B — **(4-^ cos' B)’ =cos* B{»'-4- y) 
«■coa^B— x’ sin*B=cos^B(j:‘-t-y’) 

' (fl* — X* — y’)cos‘*B — iîsin^B = 0 


( 1 ) 
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(Leséqualionsderorbilclünaireétanl:*= ■ -yet; - -|- —i— = i.) 

On n’aura donc qu’à éliminer x entre l’équation du cône (Oj ou (1) (^prëg y 
avoir substitué X’, Y’, Z’ ou X”, Y”, Z" à la placode X, Y, Z ) et l’équation (7) 
de la surface de révolution , et l’on aura l’équation de la projection sur le plan de 
l'équateur de la courbe ç intersection de la surface sur laquelle la courbe >. 
est située avec le cdnc qui détermine une phase relativement au point ter- 
restre m. . • - 

( En comparant les deux équations (O) et (7), on voit que l’élimination peut 
s’eflectuer sur-le-cbamp. ) ... 

Lés deux équations des projections , sur le plan de l'équateur , des deux cour- 
bes i; et X' donneront les coordonnées * et ÿ des points de rencontre des deux 
courbes. . » _ • 

Mais comme ['élimination de l'angle 9 est très-longue, on pourra construire 
graphiquement (fig. 08) les divers points p appartenant à la projection sur le plan 
de l'équateur de la courbe X', et au moyen de l'équation de la projection horizon- 
tale de la courbe construire par points cette dernière courbe , laquelle coupera 
la courbe lieu des points p (en un certain point p) , et, dès lors du |)oint A 
comme centre et avec Ap pour rayon décrivant un cercle qui viendra couper 
l'ellipse projection de l'orbite lunaire en un point n , le nombre de degrés com- 
pris dans l'arc np (en comptant 15* pour une heure de temps) donnera l'heure de 
la phase. . 

Cette construction graphique peut s’exécuter, puisque les' courbes Xet ( sont 
situées sur la même surface et que l’en pourra toujours prendre une échelle assez 
grande pour que l’approximation soit à peu près sufEsanter • 

Toutefois nous devons faire remarquer de nouveau que toutes lés construc- 
tions que l'on pourra indiquer pour la solution du problème qui npus occupe ne 
seront jamais assez approximatives (asironomiquanent parlant) pour être empIo 3 técs 
à prédire les éclipsa de soleil et l’heure précise de leurs phases. 

Ces constructions ne seront jamais que des recherches géométriques .plus cu- 
rieuMS qu’utiles. ' - / 

L’élimination complète de <;, d et 9 ' est,. comme nous l'avons dit plus haut, 
assez longue entre les quatre équations (2, 3, 4, 5). puisque n=29 environ (lu 
lune mettant environ 29 jours à parcourir son orbite et la terre mettant un jour 

à accomplir sa révolution autour de son axe). 

■ * ' 

Mais on peut facilement arriver à éliminer d et f', car. entolTct : ■ ^ 
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Les équations (4 et 'H) deviennent en développant les sinus et cosinus : * 

w * 

J as(co»n^,sitiip' — cos^'.sinmp) 

* X ' . 

* . • * • * ’ 

'' i ** • 4. 

Remplaçant ^ par sa valeur donnée par l'é((uation (2), on aura : . 

* * •* 
coa ny.sin y— co» y', sin Wy ~ •'• 


»= 


• *■ '■ 

•Et comme' ‘ 


( -^ . sih’a'V 

O ^ a’c<w B ^ ) 

CO» iiif.cosy'-4-siny'. »inn^ 

I vo«*y-4- -• 5 — - , 

\a* ^^aWB ’^Z 


. 1 


, _ ««"8 


■• • • • • y l + tang* 

en vertu de l'équation (3) , on aura ; 

t 


1 + tang’f.cos’B , , 


\/ l+tang’ 


e,. . 


l-f-tang’f.cos’B 


On aura donc 


_ CO» üy.UngT.cosB — ainiiy 


y = 


. .. .. . , + ■ 
008 ny-f^sin >if . iai^*y . cosB [ 

• / • ... (? + '**•' ®y).. • . 

• * * • *■ ' 

Remplaçant :,coi.nj et sin.n^ par leur valeur en :. lang . n^, on aura ; 

ttag-y.co«B — ungiif ' 


y = - 


• - >. h' '■ 4 % a' 


(1 -V tmg* tifÿx ' + ‘»D(5* fÿ 

1-f- tan^ ny. tengy.ooêB 


1 'A i 

( l + uu>g’ «t)* ( 1+ .lang’ T ) 
“ ^ ; ... 


W 






!<*' * • 

* «Æ 


Les équations (B^peuventaervir i résoudre le problëitfe suivant : 


^8 
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Eiaîit (tonnée l’heure d'une phate, déterminer te» lieux terrestre* (ftU, à cette heure 
donnée, verrtml In phase indiquée. ' •< 

Il sullîra de mettre dans les équations (8) et (6) à la place de ç le nombre de 

degrés correspondant à une heure de temps! savoir 

Wis coordonnées x„ii„ z„ du point delà courbe X' qui devra ôtée regardé comme 
le sommet d’un cène langent à l’une ou à l’autre des splières concentriques au 
soleil, et ayant pour rayon Rdbp. 

L’intersection de 'ce cène (dont l’équation sera facile à obtenir, puisqu’il suf- 
fira de mettre dans l’équation (0) à la place de X, Y,. Z, Içs valeurs des trois coor- 
donnée X. , ÿ, , ï. , données par les équations (9 et 8J et à. la place de D' sa valeur 
k^(x'— ÿ, î, )’, et à la place de R, R— pou R-hp) avec la 
sphère dont l'équation est :x'+y’ri^s'—r' passera par tousJes points terrcnlres qui 
verrontau même instant la p/Kz*é annoncée. . _ ■ . 

En supposant que le soleil et la lune résient fixes et que la terre prenne les 
deux mouvements, savoir : 1“ le mouvement de la terre dans son orbite; T le 
‘ mouvement de la lune dans son orbite, et choisissant pour plantes x^le plan de 
l’orbite lunaire, on pourra appliquer les équations précédentes à la.solution du 
‘ problén»e suivant : ■ . • ■ 

T router les équaliora de* projections *ur l’orbite lunaire de* ombres portées succestire- 
ment par la lune sur là terre pend(mt une éclipse de soleil. 

En elTel une courbe analogue à X' sera dans ce cas la courbe parcourue |>ar le 
centre de la tei-re en verlu' des doux mouvements dont on la suppose doué*- 
(ayant soin de donner à n la valeur convenable). , . 

On pourra donc calculer les coordonnées x,, y,, i, du centre de la terre pour un 
, angle 9 donné (celte vitesse angulaire 9 étant comptée à partir de la ligue des 
nœuds «i sur j'orbiie terrestre) , et jvar suite construire par jminls. les courbes 
intersection du cène (dont l'équation s'ôbtiundra faciiemcnt)enveloppant le soleil 
et la lune supposée fixe'à son nœud ascendant (Ce nœud ascendant étant d’ailleurs 
l’origine dw coordonnées ) avec là sphère terrestre dont l'équation. sera : 

(x— x.)*-t-(p— - . ■ ■ • 

.pour reprojeler sur le plan de l'équateur terreslre ces diverses courbes et supposer 
-comme dans le premier problème, que chacune de ces courbes tourne autour du 
centre de projection d’nn angle A correspondant à l’angle 9. ■ 

Mais cette méthode serait évidemment plus longue que celle que nous avons 
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indiquée au commencement de ce chapitre, puisque les équations des projections 
desonibres portées sur le plan de l'orhile lunaire^ seraient du 4* degré, tandis que 
par notre première méthode nous étions conduits à construire des courbes qur 
n'étaient que du second degré. ; 


' ' CHAPITRE V. 

. ■ ’ ■ DES ÉeiCYfXOlDES -ANM'LAtRES.. 

* ■ * * 

. Dans ce chapitre , nous allons examiner îles épicycloides nouvelles cl qui n’ont 
|ioinl encore été étudiée». Ce sont dos courbes à double courbure engendrées 
par un point d’un oercle roulant angninirement sur un autre ctM’cIc. 

L’examen de ces. courbes nous conduira à rechercher la solution de. diverses 
questions relatives à l’hyperboloïde à une nappe et de divers problèmes sur les 
sections coniqiics. . ‘ 

‘Nous aurons aussi' l’occ.ision de transformer diverses surfaces en d’autres 
surface.^, çl de montrer combien sont utiles, en géométrie descriptive, les divers 
modes de transformation que l’on est conduit à employer ; car c’csl la méthode 
des transformations qui peut seule permettre de résoudre certains problcjnes en 
géométrie Jéscripiive^oa , en d’autres termes, lorsqu’on emploie la longue gmphigiie. 

^ ' ■ ■ ' 

- ^J)es épicgrlcüttes a doublé courbure dites épicgclaidcs tmnulairés. • ' 

Concevons un cercle C dont l'axe A soit vertical, cl un cercle C' .ayant un 
point m commun avec le cerolc C cl désignons par A' l’axe de ce cercle C'. 

Désignons |»ar P le plan du ecrcle C et par P' le plan du cercle C'. Prenons le 
'plan P pour plan horizontal de projection et le plan passant^ par l’axe A et le 
point m pour plan vertical de projection. ' • 

Désignons par H'"la trace horizontale du plan P', par « l’angle (jue ce plan 
fait avec le plan horizontal, par 6 l’angle qUe la trace H'' fait avec la tangente 6 au 
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cercle C pour le point m, et par S' l'angle que la trace H'' fait avee la tangehte. 9' 
au cercle C' en ce môme point m. ’ • • 

Désign ns en outre par R le rayon du cercle C, et par R' le rayon du cercle G'. 
Il est évident que si l’on se donne : le rayon R ; 2" le rayon R'; 3“ l'angle » ; 

4“ les angles 6 et S” ; et 5' le point m , la position des cercles C et C' se trouve fisée 
d'une manière invariable dans l’espace. 

Concevons maintenant qu’au point m se trouve un anneau fixé dans l'espiU'e 
d’une manière invariable et que deux fils, l’un F enroulé sur le cercle C et 
l’autre F' enroulé sur le cercle C' se trouvent passes dans cet anneau. 

En tirant les deux fils F et F', l’on imprimera un mouvement de rotation , soit 
au cercle C autour de son axe A, soit au cercle C' autour de son axe A'. Et il est 
évident que les deux cercles C et C' (qui se croisent an point m , puisqu’ils ont 
en ce point m des tangentes dîlTérentes, des tangentes non superposéc*s) roule- 
ront l'un sur l’autre et rouleront onyMi/irewcnt. ; 

Cela posé : _ . 

• Supposons que le cercle C reste fixe ci que le cercle C'rOule a'ngnlairemciit s’ui' 
le cercle C de manière à ce que les angles a et 6 restent constants pendant le 
mouvement, nir point x du cercle ('/décrira dans l’espace une courbe i dont 
nous allons étudier les propriétés. ' • . ■ _ ; 

Il est évident <iue cette courbe 3 sera tracée sur la surface i engendrée |)ur le 
mouvement de rotation du cercle (/ autour de l’axe 'A. Ainsi 2 sera une surface 
de révolution, et do plus une surfaco. annulaire engendrée par le oercleÇ'; • 

• La courbe méridienne do cette surface sera une courbe. dont il sera 

toujours facile de trouver l'équatioR au moyen de Vanalyie dé Descartes, on 
d’avoir le tracé au moyen des méthodes de te géméirie descriptive, 

Nous donnerons à la courbe 3 le nom d' épicyclaide annulaire , puisqu’elle est 
engendrée par le mouvement d’un cercle roulant sur un cercle et qu’elle se, trouve 
tracée sur une surface annulaire. • ■ 

Lorsque les deux cercles C et £' ont môme tangente au point m , alors la 
surface annulaire est unc.surface sphérique passant par les deux Cercles C et C', 
et dans ce cas la courbe d est une épicydioïde sphérique , courbe quia étéexauiinéc 
avec soin et pour la première fqis par HACnnnt dans son Traite des machines, au 
chapitre drs cn^cnoÿrs. , , ’ ' ‘ 

Par ce qui précédé, on' volt de.snite.quc.lea ^ieyidoUks sphériques ne sont 
(ju’un cas particulier daépiq/cUUks anntdaiçtf què.nous nouspro^sons d’étudier. 

premières courbes s’obtiennent en iaisant rouler directement l’un stir l’autre 
deux cercles, les secondes courbes s’obtiennent .en faisait rouler-an^airfnirHt 

. l'un sdr l’autre deux cercles. . ' ■< . ’S ' • ' 
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plan P' cniipera l'a^c A en an point $. Menons par l'axe A un plan Q p^> 
pendkulaire au plan P', les deux plans P' cl Q te couperont suivant une droite 
G passant par le point « , et celte droite G percera le plan P en un point g. 

Si l’on fait rouler ahgulairemcnt le cercle C' sur le cercle G, la droite G engen- 
drera un cdnc de révolution B qui aura le point » pour sommet et la droiie'A 
|iour axe, et le plan P' sera tangent à ce cdne , en les diverses positions qu’il 
prendra dans l’espace. . 

Ce cène B aura 'pour trace sur le plan P un cercle D cngendrce par le pojnl 
En Sorte que les doux cercles C et D auront même centre o situé sur l'axe' A , 
ce centre o étant l’intélrscction de l’axe A él du plan P. ' ■ ' 

.. Cela posé ; U peut arriver trois cas généraux-. • 
r Le cenlreo'du cercle C' peut être au delà du plan P par rapport au points. 
L'épicycloïde à doublé courbure sera dite dans ce cas ; épkydmde annnlnire 
extérieure; • •• 

2' Le centre a' du cerele C' peut être en de^ du plan P par rapport au |K>ini s 
et situé dès lors entre le point s et le plan P.‘ L'épicycloïde à .doüblc courbure 
sera dite dans ce cas j épieyciolde annulaire intérieure ; 

3* Le centrer du cercle C' peut être au-delà du points par rapport au plan P. 
L'épicycloïde à double courbure sera encore dite ; épicgclcüde annulaire extérieure; 

Dans ces trois cas , le êeriiro o' <lu cercle C' ne sera pas situé sur la généra- 
trice'G. 

Comme cas particulier, 6n peut supposer que le centre o' du cercle C' se 
Irpiive situé sur la droite G ; dès lors on' aura quatre cas par(icu/ters : 

1* Le'centré o’sera au delà dupointsn par rapportau points; - ' 

1.2* Le centre o' sora^ontre les points m et s; ■ .. 

' 3* Le centre (/ne sera autre que le point s; . * ' 

1‘ Le centre ((' sera. 'au delà du point 'S par rapport au point m. . 

• Enfin j lorsqu’on .supposera que le cerele D n’est autre qué je cercle' C, on 
potirsn supposer que les trois pofnts s,'m et o' sont ou ne sont pas en ligne 
droite. - '• •' • ' " . 

Lorsque ces trois points seront en ligne droit», on retombera soi- les épicgloide» 
tphérûptei. ' . ' ■ j ‘ 

Quelle que soit Ta position du cercle C' par rapport au ceréleC, ‘là construc- 
tion de la pritjection horizontale (et dès lors sur le plan P') de la courbe d sera 
i(iujour8 la même', et elle ne sera autre que c^MSèn^oyéé dans le cas tout par- 
tioulier où Vépicycltùde à double courbure est une épieyciolde tphérigue; et l’on peut 
cil .effet- s’assurer qu’il en est ainsi qu'on vient de le dire en exécutant l’épr/rc 
comme il suit; • ■ ' ' . • ’ ' '' ’ ' '■ 
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CoH»tr'uclion.de h projectifm horixtmuile de l’épicyddide aiuiilaire. '■ 

Prenons pour phn hOrironlal de projection le plan P, et pour plan vertical de 
projection le plan 0 (_/!ÿ. 70). ' . 

Les traces du plan P' seront V'' et ü", H'' sera perpendiculaire à la ligne de 
terre. _ - • 

Le cercle C' passera par le point m du cercle C. • 

Faisant tourner le plan P' autour de 11'' conlrae axe pour le "rabattre sur le 
pbn horizontpl , le cercle C prendra la position rabattue C.', son centre étant 
en O.'. ■ . ' . ' ■ ' ■ ■■ 

Si l'on suppose que le point S: du cercle C est l’origine de l'épicycloïde, on 
devra prt'ndrc sur C,', l'arc mx,', égal à l’arc mx et en relevant le cercle C^' pour 
le ramener en la position primitne C', le point x,' viendra en x^ dont les projec- 
tions seront xf' et x*. 

Il .sera donc beile de conslroire la courbe 3^, projection de l'épicycloïde 
annulaire 3, car il sulBra dè prendre pne nouvelle ligne de terre L"r et d'opérer 
par rapport a elle, aipsi qu’on sait le 'faire lorsqu’il s'agit- d'une- épicyridïdr 
tpbérique. ■ • < , ' < , . , - , ^ 

. Qmsiruciim dé la umgetue eu un point de f l'pi^gchtdé annulaire . . . , , -, 

ba courbe 3 (fig. 70), engendrée par un pointx^ du cercle G' roulant angoiai- 
rernent sur le cercle O, est située sur une surface annulaire et de révolution 2, 
engendréô par le cercle C', tournant autour de l'axe 'A. 

Si donc , l'on veut construire la tangente l' au point x’ de 3, on sait que -celte 
'tangente 'sçra dans le plan tangent T'môné au point x delà surface 2. 

Le plan tangent en un point x' d’une surface de révolutibn ,‘cst déterminé'pai- 
la tangente au parallèle passant le point x'i et-par la tangentc,â-la<o^rfr8grén<^n- 
/ricc passant par.ee même point'x'. ,, ■ 

..' Le plan T, s^rà donc déterminé par la tangente '9' au point x'du cer'c|e C-, et 
, per la iangent&$ menéeau parallèle y et passant par Je point x'.' ' . ' . 

e! se rabattra "sur le plan horiiontal.en 8-,', tangente en i,':aü cercle C,', quiest 
le. rabattement du cercle. C'; et 8|' percera le plan-liorizontal eii lin point g, qui 
.sera l'interscclion de S,' et de M"r cercle y se projetlèra liorizôntalement , 
.suivant un •cei’cle.'y*, décrit du point o ou A* centre du cercle C, comme contre 
et avgc un rayon égal. à oxé; 0* sera donc perpendioulàirc à ox'* cl' 8 sera hori- 
zontal; doncj.H' passera |^'r‘iii^int q et sera parallèle à 8^ Ou perpendiculaire 
à W*; 'V’ passéiD par Itt trace Verticale p de la tangente horizontale 8,^ ainsi , le 
pieggl^est connu, et sa position dans l’espace. cét fixée, pnisqué l'on a ses traces 
hdrizoniale'fl’ et verticale V’. ' • , ' ' ■ 
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Construisons m.aialenant la fRngente ( au 4K)inLj;' (le la ooarbe j. * . 

oercio C' en roulant angulairement sur le cercle C, peut être considéré 
l'omiDC étant animé de deux mouvements. , 

Ainsi, on peut supposer que le certde C' ayant d'abord l&fkMut x <in coniiuuii 
avec le cercle C, a tourné autour do l'axe A d'un augle p, puis, qu'arrivé en la 
p(»itiun où il a pn commun le |K>int m avec le cercle C, il a tourné .autour de son 
axe a' d'un an^le p', do telle sorte (pi« l'angle p se trouve mesuré dans le cercle C 
par l'arc xm, et que l'angle p se trouve mesuré dans le cercle C' par l’are x'm, 
ces deux arcs xm et'x'm étant égaux en longueur absOlue< 

Le cercle C tourne donc autour de l'axe A, dans le sens indiqué par la llèclie 
y, puis, il tourne autour de son axe A', dans le sens indiqué |>ar la flèche y,'. 

Eu vertu de ces deux mouvements du cercle C, on voit que l'on peut construire 
la tangente au point x! de l'épicycloïde i, par lu mélliode de RoacaVAL. 

Il faudra donc : 1* porter sur lu tangente 9 au parallèle y, et à partir du point^ 
x', un arc rectifié kk', mesurant dans le cercle y l'angle p, et [wrter cet art kk' 
dans le sens de la flèche y à partir du point x*. 

2* porter sur la tangente 9' au cercle C', et Apartir du point x' et dans le sens de 
la flèche y,,' un arc rectiUé.mx', miisuranl dans le cercle C' l'angle p'; et la diago- 
nale du parallélogramme construit sur ces portions des droites 9 et 9' sera la 
tangente demandée.. ’ - 

Cette construction s'eOectuera facilement ; car, on rabattra sur (e plan horhontal 
le plan T, ei après avoir construit If droite /, diagonale du parallélogramme 

construit sur 9 et 9.'', on la ramènera en la position qu’elle doit avoir eii.t dans 

1. - ‘ ■ 

I ((spacc. 

Cette construclionde la tangente i-en an point x' de l'épicycloïde 3, est géné- 
rale; elle s’cxéculcrâ toujours avec facilité, quelle que soit la position du cercle 
C' par rapport au cercle C • .< _ 

Aù reste, c'est par la méiiiode de Rorerval, (]ue pour la première fois la tan- 
gentea été construite ê l'épicycloide sphérique; ce n'est qu'uprés, qu'IlAÇiltTre 
a vu que l'on pouvait construire la-tangentc à l'épicycloïde sphérique, par la 
considération de deux sphères, l’une (Ixe et invariable, et l’autre mobile et de 
rayon variable. . ■ • ' . , " 

Il est utile de considérer de plus prés les deux moder de roulement, direci et 
angulaire de deux courbes roulant l'une Sur l’autre , et d’é(ab|ir les dilTérences 
qui existent sous le point de vue géoipétrique entre ces deux^ modes. Lor$<|ue 
Fon a deux cercles C et C'qui ne sont pas situés dans .un même plan et qui se 
coupent en un point m, et.qpj dès lors sont placés l’un par rapport à l'autre, 
dans l’espace, de telle 'manière que le plan Q déterminé par le point m et les 
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centres O et o' des cercles donnés C) et Ci, n’est ^as pcr(>endiculaire à la droilo 
intersection des plans des deux cercles proposés, lorsqu’on a, dis-je, deux tels 
cercles, si le cercle O restant fixe, le cercle Ç\ roule sur le cercle C, ainsi qu’on 
l’a dit ci-dessusfon voit que si l’on considère un point n du cercle C inlini- 
ment voisin du point m cl un point n', situé sur- le cercle C, et infinimeni 
voisin du même point m, lorsque le cercle C' se déplacera pendent le roulement, 
le point n' viendra se superposer sur le point n ; le cercle C' aura pris alors dans 
l'espace une position et le point m sera venu se placer sur C,', en un point 
m' inliniment voisin du peint n et ce -point m' sera un des- points de l’épicy- 
clüïde à double courbure é engendrée par le point m du cerolo C', roulant an- 
gulairement sur le cercle C, ce poipt m étant l’origine ou point de rebrousse- 
pient de la courbe é sur le cercle C. 

On peut faire arriver le cercle C', en la position C.'dc deux manières. 

• 1m première manière consiste à supposer : 1* que le cercle C' s’est mû paral- 
lèlement k lui-méme, son centre parèourant une droite 1 parallèle à la droite 
que parcourt le point n’ pour venir se superposer avec le ]>oint n, de sorte que 
le cercle C aura pris une position C,; et 2’ à supposer (|ue le cercle C, tourne 
autour d’un axe Y fmené par le point n et perpcndieulairemcnt. au plan P du 
cercle C) d’un angle tel que l’angle que la tangente t'" au point n du cercle C 
fait avec la trace D, du plan du cercle C, sur le plan P de cd cercle C , devienne 
le même que l’angle que la tangente t' fait avec la droite D,' trace du plan du 
cercle C,' sur le même plan P. Et Fou sait que désignant par ( la tangente au 
point m du cercle C et i>ar D' la trace du plan du cercle C' sur le plan P, les angles 
(t,D') et sont égaux. 

Ainsi on a deux mouvements à imprimer au cercle mobile^ C', d’abord un 

mouvement de tranêlaiion parallèle à la droite inrinimêiit pcliteW" et ensuite un 
mouvement de rotation autour da l’axe Y. , 




Lmteconde manière consiste à supposer : l’ que le cercle C' tourne autour de 
l’axe A du cène C d’un angle ^ et arrive dès lors en une position C" en laquelle 
il coupe le cercle C en un point y, l’arc Uni my mesurant dans le cercle C l’angle 
fi; et 2* que l’axe A' du cercle C’ ayant, tourné d’tmangle p autour de l’axe A, et 
étant arrivé en une' position A" en laquelle il se trouve être l’axe du cercle C", 
ce cercle C" tourne autour de son axe A" d’un angle /t ' mesuré dans le corde C" 
par un arc égal en longueur absolue à l’arc rectifie ray du cercle C. L»cercle C" 
ayant ainsi tourné sur lui-même aura enfin pris la position €,' indiquée ci-dessüs. 
Il est évident qu’ün point y' situé sur le cercle C' et (el que les arcs ray' du cercle 
C' et ray du cerde € seront égaux en longueur absolue, wra venu s« superposer 
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sur iciipoiiil ÿ/'Après lesdeut mouTeinems de rotation, le point m du cercle C' 
aura pris sur le ccrcio C;', la position >n' telle que les deux cercles Ç et C' ayant 
alors BOB plus le point m, mais le point y commun, les arcs yni du cercle C,' et ym 
du cercle C seront égaux en longueur absolue j et le point W, ainsi déterminé do 
position dans l'espace au moyen des deux mouvements de rotation imprimés suc- 
cessivement au cerc^ mobile C', sera un point de répicycloide à double cour- 
bure ê engendrée par le point m du cercle mobile C' roulant sur lo cercle 
Oxe G. - . 

Lorsque l’on emploie la seconde manière pour déterminer le |joini in' de l'épicy- 
cloïde 3, on ne s’inquiète pas de la manière d’étre entre eux des cercles fixe C et 
mobile C'. Le point m' se trouve exactement déterminé, soit que les cercles G et 
G' se croisent nu point m , soit qu’ils se trouvent tangents riin è l’autre en’co 
point m. . . ■ • ' 

Gette manière de décomposer le mouvement du point qui 'engendre la courbe .3 
s’applique indistinctement au cas du roulement direct et au cas du roulement au- 
9«/ture du cercle mobile G' sur le cercle fixe C. 

îj!k première manière de décomposer le mouvement du point qui engendre la 
courltc 3 peut enfio s’appliquer aux deux cas du roulement direei et nni/iilnire; 
mais il faut remarquer que dans le cas du roulement direct, le mouvement de 
trantlation est nul et qu’il n'existe plus que le mouvement de ro/otion (’), et en cllct : 
Lorsque les deux cercles C et G' ont un seul point commun m, en vertu de ce 
qu’ils se croisent en ce point m, les deux points n et n' infiniment voisins de m et 
situés l’un sur le cercle G et l’autre sur le cercle C sont séparés l'un de l'autre, 
et le mouvement de tramtuiion a pour but do superposer œs deux points a et 
Hais lorsque les deux cercles C et G' ont un contact an point m , ils ont alors 
un élément rectiligne commun, dès lors les éléments rectilignes mu du cercle G 
et mn' du cercle G' se confundeal, le mouvement de translation n’est donc pliis 
nécessaire, puisque les points n. cl n se trouvent superposés en vertu îles condi- 
tions du problème. ' . . 

Maintcuanl appliquons la métUode de IloBEayxL, ù la construction de la tan- 
gente à la courbe 3 en un de ses points, et voyons à quoi l’on est conduit lorsque 
l’on considère le point m' de la courbe 3 comme étant construit par l’un ou l’au- 
tre mode exposé ci-dessus. ' ■ 


(*} Oq voit de» lor# pourquoi la normalr en un point d’uuc épicycloïde spMéhçw paaaopar le point 
de contact du cercle fixe et du cercle mobile , et pourquoi pour répicycloïde anuidaire (fig. 70 ) le 
normale eu point x de ceUe courbe ne peut paa paaser par le point m commun an deux cprclw /ire C 
et niolite C' . 

tt9 
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PREHitR CA$. Le mouvement du point générateur de t’épgâcUnde étant décomposé eu 
deux mouvements l'm de translation et l'autre de rotation. 

Rapp«loDS-Dous que la méthode de Roherval oonsistc à remplacer les espaces 
infiniment petits par des espaces finis. 

Le point m' doit être considéré conime se mouvant d’abord en parcourant, 
suivant une droite 9 parallèle à nn, un espace infiniment petit et égal à nn'j et 
ensuite en parcourant, suivant une droite 9' tangente au cercle U qu'il décrit 
autour de l'ase Y, un espace infiniment petit et égal à l'arc élémentaire du cercle 
Il , mesuraut dans ce cercle un angle égal à l’angle que les droites' D' et 0/ font 
entre elles. • ’ " 

On ne peut pas construire graphiquement, au moyen des infiniment petits; 
l’analyse seule peut employer les mfiniment petits, car elle sait les écrire; la^êo- 
métrie descriptive ne peut employer que deS longueurs finies dans ses constructions 
graphiques , puisqu’il lui est impossible d'écrire des infiniment petits. 

Il faut donc, en géométrie descriptive, remplacer les infiniment petits par des 
longueurs Unies, mais telles que-leur rapport soit précisément le même que 
celui qui existe entre les infiniment petits qu'elles doivent remplacer. 

4insi, au lieu de considérer l’élément rectiligne nn, on devra prendre sur le 
cercle C un point y, et sur le cercle C' un point y tels que l'on aura : l'arc my 
égal à l’arc my'; et la droite finie yy devra remplacer la droite infiniment petite nn'. 

Pour que ce remplacement puisse avoir lieu , il faudra que les arcs mn (infini- 
ment petit) et my ( fini) du cercle C soient entre eux comme les droites nn ( infi- 
niment petite) et yy (finie), et de plus il faudra que Id droite yy soit parallèle 
à la droite nn'.. 

Or : il est évident que le rapport existant entfe les arcs ne sera jamais égal au 
rapport existant entre les droites , quelles que soient les positions que l’on donne 
aux cercles C et C' l’un par rapport à l’autre , en établissant pour condition qu’ils 
se coupent au point ni; et de plus, les droites yy' et nn' ne seront parallèles 
entre elles qu’autant que les deux cercles C et C' satisferont aux deux conditions 
suivantes : f ètre placés sur une sphère, et 2* avoir des rayons égaux. 

La méthode, de Boberval ne peut donc être appliquée dans le premier cas. 

Deuxième cas. Le mouvement du point générateur de l’épicycloide étant décontpote 
en deux mouvements de rotation- 

Si l’on Se rappelle la construction de la tangente au point x' de l'épicycloïde i 
(Jig. 70) , on voit de suite que les arcs finis qui mesurent, l’un dans le cercle y 
fangle u, et l’autre dans le cercle C' l’angle y, sont dans le môme rapport que 
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Im arcsélémeniairesrcty etdC" qui mèsureraient respectivement dans les cercles y 
et G des angles infininient petits de rotation. 

La méthode de Robkrval peut donc être employée avec certitude 'dans le 
deuxième cas. f-, ' > 

D’après cc qui précédé , on doit voir que la méthode de Robf.rval est en elTet la 
méthode générale pour construire la tangente en un- point d’une épicycloîde soit 
plane, soit à double courbure , quelle que soit la position que puissent affecter 
entre euv dans un plan ou dans l’espace, et le cercle /iax et le cercle mobile. 

Comment se fait-il que dans les divers traités publiés sur la géométrie 
descriptive, lorsque l'on s’occupe de l’épicycloîde sphMque, on ne donne que la 
construction de la tangente, qui est fondée sur ce que l’élément de la courbe 
épicycloidale se trouve située sur une sphère qui a |K>ur rayon la normale en cc 
jtoint du la courbe, construction qui est duc à Hacuetti:? 

Sans aucun doute, si l’on ne sé proposait que d’examiner les propriétés de 
l’épieycloïde sphérique et par suite sa tangente, la méthode de Roberval devrait 
être exposée comme étant générale, comme s’appliquant aux épuijclmilrs » double 
courbure de toutes espèces, et aussi aux eoiirltes dites épirurviliijnes planes ou 
à double courbure , et qui peuvent être engendrées par une courlie quelconque, 
et mobile plane ou à double courbure roulant directement ou imgulaircment sur-une 
cüurbequelconque et fixe<\u\ peut être elle-.mcrae ou plane ou à double courbure! 

Mais la construction de la tangente à l’épicyclotde s|diérique donnée par ' 
IIÀCI1F.TTE conduit sur-le-champ à l'engrenage conique d flâne, et c'est précisé- 
ment cette construction toute spéciale delà tangente à l'épicycloïdc spitérique, 
qai fit voir à Hachette la oonstruclion géométrique de l’engrenage conique que 
l'on avait essayé et sans succès avant lui. 

Et on effet': ' • , 

Le plan tangent' é la sphère mobile qui correspond à un point xde l’épicy- 
cloîde a pour plan tangent en ce point xon plun T perpendiculaire au plan P du 
cercle mobile C'. Dn point du cerclé mobile C' décrit donc, si l’on fîiit rouler cc 
cercle C' intérieurement à un eercje G, d'un rayon double et situé dans le plan l‘, 
une épicycloîde plane et intérieiine qui n’eSt autre qu’uii diamètre de ce cercle C,, 
qui n’est autre, en d’autres termes, que la tracedu plan T sur le plan P, etc. (*); 
''et c’est précis'émènt parce que l’épicycloïdc sphérique avait été étudiée par 
Hachette, en vue de l'engrenage conique à flanc, qu’il a'donné dans son Traité 



D ^ chapitre bot Ica tngrma^ , dane le TYaité àtt rrntchine^ publié ^tr llAciiTtc ^ et te 

TVoité de deacrtph'tie publié per le iDime auteur. 
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lUt'ÿeométrie descriptive la coDslruction. de la' tangente en rcgartl^tt celte tangente 
cumnie étant riolersection des deux plans tangents, l’un à la sphère fixe et 
Taulre A une s|>hèrc ntobile, cl qu’il a été conduit A donner une construction toute 
spéciale pour un cas' tout particulier, cl A oublier du donner une construction 
générale cl applicable à tous les cas. 

El il faut bien le remarquer, la construction de la tangcolc à l’épicycloide sphé- 
rique |>ar la méthode de RoBEnvAL ne pouvait pas conduire à l’engrenage coni- 
que à liane, tandis <|ue la construction particulière trouvée -(tar IUcbette y coit- 
duisait-loul nalurcilenienl. . 

■f- .. 

Üt remploi rie l'épieyclolrie annulaire, dans 1rs engrenages aptes <l transmettre le muMemriil 
de rotation entre deux axes non situés dans un même plan. 

4 *'* ' *■ ' ■ » . , il 

• - .-f * 

Énonçons d’altord deux théorèmes connus et qui nous seront utiles. 

Théorème I. Étant données deux droites A et A’ situées dans un plan, et se 
coupant en un point s, et faisant entre elles un anglearbilraire a, si l'on conçoit 
deux plans l’e't P' rcclangulaipcscnlroeux^ et passant, savoir: le plan P|>ar la droite 
A et le plan P' par la droite A', ces deux plans se couperont suivant une droite G 
qui ap|tnniendrn à un cène oblique ayqol le point s pour sommet, et dont lés 
plan.s dés sections circulaires seront respectivement perpendiculaires aux droites 
A et A'. • ■ ' 

TItéoràme 2. Étant données dcux'droites A' no'n situées dans ttn même plan 
et ayant une plus courte distance égale A Ü, si l’on conçoit deux plans P et P' rec- 
tangulaires entre eux, et passant, savoir : le plan P par la droite A, et le plan P' par 
la droite 'A', ces deux plans su couperont suivant une droite G qui appartiendra 
à un hy pcrboluïüe A une napi>e non de révolution et dont les plans (]cs sections 
circulaires seront respeclLvemenl ])erpcndiculàlrc>s aux droites À et A'. 

Je vais déinonircr ces deux théorèmes, quoiqu’ils soient connus, parce que le 
mode de démonstration quç j'emploie est nouveau et qu’il est surtout tout A fait 
dans l'usprit de la géomèlfie descriptive. 

bèmonHtrutinn du théorème 1. Par les deux droites données A et B se coupant au 
(loint a.o'n fait passer uii plan et on lq prénd pour jilan horizontal de projection. 

On prend la ligne de terre LT perpendiculaire A l'une des droites, et ainsi A 
la droite A * par exemples ' ^ . 
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. Cela fait f/îÿ. H ) r ' ' 

Par la droitc'A , on 'fait passer un plan P, -<loni les traces seront R’ ou A et V’. 

Pour laire passer parla droite B un plan Q pe*p4|dicu|an« au plan P, il faudra , 
d'un point de B abaisser une pcrpendioùlairo sor 1» plan P. On prend le point b 
cn lequel B coupe LT, etsl de ce point b on abaisse une normalê'N au plan P, N‘ ne 
sera autre que LT et N' qui ne'sera autre que N , puisque la normale est dans le 
plan Tcrlioal, sera dirigée perpendiculairement à V'. En sorte que H* sera la 
droite B et V° .sera ta normale N. • • •; ' • . . . ' 

Ainsi , T' et V* se coupent à' angle droit enaé, point qui sera la trace verticale 
de la droite I , intersection des deux plans 'P et Q. I passe par le point s; donc le 
lieu des droites I est un cAne ayant s pour sommet. 

Le point x est suran cercle C décrit sur ab comme diamètre ; donc le cAne e.st 
oblique et a pour section circulaire le' cercle Cj donc, etc. . . 

Démonttration dn tlbéorème 2. Démontrons d’abord comme point de départ le 
tbéorème suivant- : , 

Si l'on a un cerclé 73) et un parallélogramme rectangle aflji,b,, donldcux 
('étés parallèles a/l,, 6,6,, sont tangents à ce cercle. 

Si l'on joint un point a; du cercle C , avec les {joints a et 6 contact de ce cerde 
avec les cAtés du parallélograme , l'angle axb sera droit, puisque ab sera un 
diamètre du corole C. . ’ . . 

Cela fait : ■ i . ■ . • • 

Si l’on mène par les points a, et 6., Oxirémités d'une des diagonales du rectan- 
gle, des droites a,x, , b,x, respectivement parallèles aux droites ax ét bx, elles se 
couperont en un point x,; ét.si de même, 6n mène par les points a. et 6,, extré- 
ipités de la seconde diagonale du rectapglé,.des droites O/t,, 6/c, réspeetivement 
parallèles aux droites ax et bx, elles se couperont en un poibtx,. . - < 

Je dis que les trois points x„ x, x,, seront en ligne droite, et que cette «Iroite 
sera tangente en X au cercle C. 

En effet * ' ' . 

Il est évident que les points x,-ot x,.sont sur un cercle D, concentrique au cercle 
C , et ayanlson rayon égal à la moitié de la diagonale aj>. on de la diagonale a,6,. 

Supposons que les trois points x,','x,xj ne soient pas en ligne droite, nous 
pourrons toujours unir les points x et x,, et si nous démontrons que le triangle 
oxx, est rectangle en x, comme nous pourrons démontrer de la même manière 
que le triangle oxx, est aussi reçtangle en x, on aura démontré que les trois points 
X,, X., sont en ligne droite èt-que cette droite est tangente en xau cercle C, 

puisque celtexlroite sera perpendiculaire au rayon ox. 
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Or, pour démonlror que le triaagie' orj;, est rectangle en x, il suffit de (léineB- 
irer que les deux triangles oaa, et oxx. sont égaux. ... 

Or, ces deux triangles ont deux côtés égaux, savoir ; ox=on, ox,=oa,. 

Il suffit donc de démontrer que les angles âc,x et oa,a sont égaux. 

Mais la chose est évidente, par la figure; car les deux cercles C et D ayant 
même centre o,et les cordes éx et étant parallèles, si la droite 66, est tangente 
en 6 au cercle C, la droite xx, sera aussi tangente en x à ce même cercle C. - 
; Par conséquent, les deux triangles oxx, et 066, sont égaux, et comme les 
deux triangles oa/i et obJ> sont^ égaux , la proposition se trouve évidemment 
démontrée.. • , 

Passons maintenant à la démonstration du théorème 2. 

Soient données dans l'espace (Jig. 72) deux droites A, et fi, ayant pour plus 
courte distance la droite M- _ • . 

Par le milieu s de pq, je mène deux droites A parallèles ù A, et B (larallèle à B,., 

Je mène ensuite par le point p, la droite B, parallèle aux droites fi et B, , et per 
le point g, la droite A, parallèle aux droites A et A,. ' ' 

Cela fait ; Je coupe tout leayslèmc par un planX, perpendiculaire aux droites 

A, A, et A,, ce plan coupe respectivement les six droites construites A,, A , A,, 

B, , fi. B,, en les points a,, U, O,, 6,, 6, 6,. 

Les quatre points a,, 6., a,, b„ sont les sommets- d’un rectangle; les points a et 
6 , sont les milieux des côtés a.a, et 6A, de cç rectangle; 

Sur o6 comme diamètre je décris uu.ceitle C. - - 

On a donc sur le plan X, les données de layiÿ^ 73.' ■, , • . 

Or, si par les droites A et B qui se coupent au point s, on fait passer des- 
couples de plans P et Q P' et Q', etc.', rectangulaires entre eux , on sait , par le 
premier théorème, que les droites! intersection de chaque couple de-plans , tels 
que ceux-là, forment un cône oblique dont les plans des sections circulaires sont 
perpendiculaires, ou à la droite A ou à ja .droite B. . 

On voit donc que si l'on tracs les droites ox et 6c sur le plan X, .011 aura sur 
ce plan X les traces de deux plans rectaoguiairea entre eux et qui se couperont 
suivant la droite SX ou I. , . " . . , 

Les droites a,ai, êt 6.x, parallèles aux droites ox et 6x pourront être considérées 
oomine les traces de plans P, et Q, passant respectivement par les<lroites A, et B„, 
et il est évident que les plans P cl P,, Q et Q, sont parallèles, donc P, et Q, sont 
rectangulaires entre eux; et. la droite G intersection des plans P, et Q, sera dés 
lors j^rallèle ^ I. 

De môme, les plans P, et Q, qui pasaecont respèetlvement par les droites'- 
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A,, a;t, et B‘, Mroni rectangulaires entre eus comme étant parallèles aii\ 
plans P et Q, et leur intersection H sera parallèle à. I.- 

Et comme les points or,, r, x. sont en ligne droite et que cette droite est 
tangente en x au cercle C , il s'ensuit que le plan qui contiendra les trois paral- 
lèles 11, I, G sera tangent au cène (s, C) tout le long de la.^nèratrice I. 

Toutes les droites G formeront une surface gauche 1, et tontes les droites H 
formeront une surface gauche S.'. 

Démontrons que ces deux surfaces no sont qu'une seule et même surface. 

Les droites G perceront le plan X en des |M>ints a;, , et les droites H perceront 
le plan X en des points x,i lesquels seront les uns et les autres situés sur un 
même cercle D (ySjf. 73); par conséquent , les deux surIXees X et X' seront coupées 
par le plan X suivant le même cel'cle D. 

Mais on peut faire varier de position le plan X en le laissant paralléleà lui-mëme ; 
et en la projection X', il coupera le cène (s, C) suivant un cercle C' qui conduira à 
un mëroecerolo D' pourl'une et l'autre surface X et X'- Ces deux surfaces se con- 
fondent donc en une seule et même surface qui est doublement réglée. 

Dès lors , par un point m de la surface X passera toujours deux génératrices 
droites, l'une du système G et l’autre du système H , et le plan langent en m sera 
déterminé pr ces deux génératrices droites de systèmes dilférenU se croisant en 
ce point m. '■ ' 

Remarquons que les deux génératrices G et H (fig. 74) pralléles é la droite I 
se coupent é l'inQni ; donc le plan pssaiit pr G et H sera tangent à la surface X 
en un pint situé à Tinfini ; ce plan, qui pssc pr deux génératrices prallèles 
et de systèmes différents , est donc un plan asymptote de la surface 2; il pss« 
pr la droite I et pr le pitit «; il a sa trace sur le plan X tangent au cercle C ; 
donc, tout plan asymptote de la surface X est langent au cène (s, C); par con- 
séquent le oène(<, C) put-élre dit : c6ae tugtnptoie de 1a surface X. 

Ce qui précède suffit pur faire reconnaître la surface X comme étant un fu^er- 
boloide à une nappe , mais en démontrant le théorème suivant : Tout plan coupe la 
surface Ximvant une section conique, nous achèverons de faire reconnaître l’identité. 

TnéoBÈaB., Tout plan coupe la surface 2 siâvant une section conique. 

On sait {fig. 74 ) que si l’on a une section conique E et qu'on construise une 
courbe E' qui .soit semblable et semblablement placée et concentrique à la 
courbe E, cette seconde courbé E' est une section conique. -- 

Celrpsé: , ■ . 

Si l’on a une section conique E et une courbe' £' telle qu'en menant à E une' 
tangente, le pint de contact m soit le nniieu de la corde 1^* 
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laiigciiU: par la courbe E'; je’dis que la courbe E' n’esi autre qu'une section 6oni- 
que semblable, semblablement placée et conceniriquè à la section conique E. 

El en effet : * • - ■ ' 

' liuissons le centre o de la section conique E avec le point q' eq lequel la tan- 
gente en m à la courbe E coupe la courbe E' ; le rayon- vecteur oq’ coupera E en q. 
Menons par q une droite pq parallèle à la tangente m</\ elle coupera E en p. 
Joignons oetp, on aura un rayon. vecteur qui viendra couper la tangente niç en p'. 

Cela fait : on a par construction mys=:tiip'; donc le point p' sera sur la courbe E', 
puisque par hypothèse on doit avoir fflq'^mp'. ■ . 

Menons par le point p' une- tangente p'g à la section conique E , on aura par 
hypothèse 9P*=jr', etc. On a donc ; ‘ 

• ■ . oq :op : or : etc.- :: oq' t ôp' : or' :elc. . ' • 

La courbe Ë' est donc semblable, semblablement placée et concentrique à-la 
section conique E, la courbe E' est donc une section conique. 

, Cela. dit: • ■ . ' ’ ‘ ' 

Coupons le cène (a, C) et la surface gauche et doublement cégléc 1 (fig. 75)-, 
par un plan quelconque Y. Ce pjan. coupqpa le cène suivant une séction conique 
E, et la surface X suivant une courbe E,'. Ce plan coupera la droite I en m et la 
droite G en q' et la droite II en p' ;• et U droite p'mq' sera tangente en m à E, ,■ et 
on aura évidemment mp' = mq', puisque la droite a:,rx. <àt tangente au cercle G 
en X et que l’.on a : xx.=^xx,. . . ■ ■ ■ ' 

^ Les courbes E, çt E.' (Jig. 15) seront donc cnlreelfes comme les courbes E 
et E' {fig. 74); doue E.'est une section oonique. Ln plan coupe donc toujours la 
surface £ suivant une section conique , et l'on peut obtenir,, comme sur le cône , 
les trois sections conique^ ellipse , parabole , hyperbole. > 

la-s théorèmes 1 et 2 étant démontrés, nous allons faire voir comment le cône 
asymptote de rbyperbolôîde ,- setransformanl en cet by |>erboloïde , un certain plan 
tangent au cône se Iransfqrmeen un paraboloïdc (ou plan gauche) tangent à l’hy-' 
|)Crboloïdc. , • • 

Prenons pour plan boriaontal le plan X d'e-la fig. 72 , et prenons pour plan ver- 
tical de projection un plan parallèle aux droites A et B. Alors nous aurons fig. 76: 
Les droiles A , A,, A, verticales et projetées sur le plan horizontal en les pointa 
A*, A\j A\; le point A* étant au milieu de la droite A/A*., laquelle sera la pro- 
jection de la plus courte dislance pq {fig. 72) existant entre les droites A, et B, , 
A, et B,. , ' 

Les trois droites B, B,', B, se projetteront l)ontlHMalemcut suivant trois droites 
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parulleles entre elles B*, B,‘, B\, et verticàlement ces droites se prcjetteroiit 
suivant une seule et même droite B'B'.B',; les trois droites A, À,, A, se projette- 
ront aussi verticalement en une seule et même droite A’A’,A', pe^ndiculaire à 
la ligne de terre. - . 

Le cdne oblique aura pour sommet le point $ intersection des droites A et B 
et pour base le cercle C. • * . 

L*byperboloïde i une nappe aura pour trace sur le plan lioriiontal le cercle D. 

Si l’on coupe ces deux surfaces (cdne et hyperboloïde) par un plan horizontal 
X', on aura pour section dans le cdne un cercle Cf dont la projection C'^'seta 
tangente au cerçle C au point A*, et pour section dans l'hyperboloïde un cercle 
D' dont la projection D'* passera par les, points A*, et A*,. • 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, si l'oti mène par le point A* une droite quel- 
conque l‘, on aura la projection horizontale d'une génératrice I du cé/ie oblique ; 
et si par le point A,‘ on mène nne droite G*’ parallèle à I*, on aura la projection 
horizontale d'une génératrice G de l'hyperboloîde; et comme l'on sait que les 
droites 1 et G sont parallèles entre elles dans l'espace ,|il faudra que les projec- 
tions verticales T' et G' soient pamllûles. ■ *' 

.. Si-nous désignons par R le rayon du cercle C, par R' celui du cercle C, par p - 
celui du oercle D et par g celui du cercle I/, nous remarquerons {Jig. 76) que 

les arcs bxel sous-tendent l’angle éA^je, et que cet angle' a' son sonunet sur 
l'une et l'autre circonférence C et C' (puisque wn sommet est au point A*, en lequel 
les deux cercles C et C' sont tangents l'un à l'autre) , on aura dpnc : ' ■ 

; aïe 6^: ; arc6'‘x'* :: R : R' 

Il en est de roèine , pour les arcs bÿ et b.'^y'^ qui sous-tendent un même angle 
b^k^y, l'un dans le cercle D ef l'autre dans le cercle D', puisque cet angle a son 
sommet en un point commun aux deux Circonférences 0 et IV; on aura donc aussi : 

'■ arc èj/': arc :: P :.p' bu è.A,*/: fc.'^A,* 

Et l'on doit remarquer que les'ceréleàC et'D, C' et D' sont concentriques et 
que les droites sont les diagonales des rectangles inscrits dan^' lés 

cercles D et D'. ^ • • , ’ • ‘ 

S| nous concevons une suite de droites horizontales s’appuyant sur les droites 
A-et i elles formeront un plan Z; et '.si nous considérons une suite de droites 
borizonuiles s'appuyant sur les droites A, et G, elles formeront un paraboloïdc 
hyperbolique ou plan gauche Z,. Et l'on doit remarquer qué le plan X coupera le 

30 
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plan Z suivant unedrcfite passant par le point x et coupera le paraboloîde Z, sui- 
vant une droite passant par lé point ■ '' , . ' 

. On voit donc que lorsque l'ouHransforroe le câ»e en hÿperboloide en trans- 
iwrtant A en A, et B en B,, on transforme la droite I en la droite G . et le plan Z 
en la surface Z,. . . - ' . 

4faintenant supposons que nous avons pris sur la plus courte distance existant 
entre les droites A, et B, ctti A,et B,^un point n'tel que l'on a : * _ . 

, * '■ n*A"i A.*A,* :: r 

Menons par ce point n une droite A" parallèle au plan vertical deprojection, et 
qui soit telle que A"' passe par le point «’ en lequel se coupent les droite» B' et A' 
et fasse avec B' un angle a, tel que dtisignantpar 6 l’angle que les droites B* et A' 
font entre elles, en aura: , •' .• 

' ' ' - ' sina : sinS :: e : b' . 

Alors on sait que les trois droites A", B, et A, seront placées dans l'espace de 
'telle mtinière que si de chaque |)oiht A, de la droite B, 'ou abaisse des perpendicu- 
laires sur A. et sur A", on aura, 'en désignant res deux perpendiculairés , là 
première par 2^ et la seconde par 2r : . - , . . ■ , . 

2r : 2p :: r ■ ■ 

ou , ■ ■ ’ \ ■ , ■ . • 

r':p::viv , ' , .(I) 

Cela dit : ’ • ' . ■ 

Par le point «, sommet du cène', menons une droite A' prallèle :i A", la droite 
B sera telle par rapport à A' ei ü A que si dé chaeiin de ses |>oin'ts 6 on abaisse, 
des perpendiculaires sur A et sur A'-, on aura , en désignant ces deux |M>rpcmli- 
laires', la première par 2R et la secondc par 2p': 


2p : 2R y. v :v'- 
ou . ■ . ■ . . ■ ■ ' 


. , p:R:;ç- (2) 

Cela posé • * ' • . ' 

Si nous considérons les droites A et A' comme les axes d'un engrenage coni- 
ijue, si par le point A du cercle C nous menons ün plan pcr|)endiculaire à l'axe A', 
et si noos traçons dans ce plan un cercle C, avec le rayon p et ayant son centre 
sur l’axe A', si.nous supposons que le cercle C roule sur le cercle C,, le point A 
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engendi-era-une épicycloïde. sphérique el si nous faisons la même chose pour 
chaque point <le la droite B, on aura une suite d’épicycloïdes sphériques t|>"> 
qui formeront -ui^^ne épicycloîdal ayant le point « pour sommet, et ce-cûne 
cpioycloidal en tenant autour de l’axe conduira uniformément le plan Z 
en le faisant tourner autour de l’axe A, ainsique pour la première foisj Hacbkttk 
l’a_ démontré dans son Truilé de* moc/imcs. . *" ■' ' 

Cela dit , si de cliaque point b, de la droite B, on mène des plans perpendicu- 
laires à l’axe' A", et que dans chacun d’eux on trace un cercle D, avec le rayon r, 
et ayant son centre sur l'axe A", et si l'on suppose que le cercle D roule angu- 
lairement sur le cercle D,, le point b, engendrera une èpicycloïde annulaire 
et chaque point de B, nous donnera une épicycloide annulaire; on aura donc 
une suite d’épicycloîdes 3,3', 3", qui formeront ube sur&ce gauche A. 

Et en effet, la surface obtenue sera réglée, car si l’on suppose que le pointa; 
est un point de l'épicycloïde sphérique <|> , tous les' points x' de la droite I seront 
les points homologue» des épicycloïdcs sphéric^im puis(|uc les cercles C, C', 

auront roulé de la même quantité angulaire 6A*x. • * ' ‘ 

Et de même , si Ton suppose que le point y est un point de l'épicycloïde annu- 
laire 3, tous les poinisLg'de la droite G seront lès points homologues des épicy- 
cloidcs annulaires 3', puisque les cercles D , b', auront roulé de la même quantité 

angulaire é,A,*ÿ. '• 

Maintenant, lorsquc.deux surlacés 9 et 9' sont en contact par une ligne t, si 
l'on transforme 9 et 9' en deux autres surfaces 9, et 9,', quel que soit le mode de 
transformation, on sait que 9, et 9/ seront en contact par une ligne'/, transformée 
de /. ' / - , 

Ainsi : 1* le cène épicycloîllai et le plan Z étant tangent suivant la droite I; 

2* le' plan Z $e transforniant en le piiraboloide Z,; .3* là droite Isc transformant 
en la droite G; le cène épicycloîdal se transformant en là surface gauche At 
5* la surface gauche épicycloïdale A et le plan gauche Z,, ayant en commun la droite 
G.; on en' conclut que ces deux surfàces gauches épicgcleUdalet et -parabolcides sont 
tangentes l’une â l’autre suivant la droite G. ' * ■ 

Par conséquent , la surface gauche et épicycloïdale A cittourhant uniformément 
autour de l’axé A"' conduira aussi uniformément le plan gauche Z, en le faisant 
tourner autour de l'axe A,, • ' • _ - . 

Remarquons : que lorsque l’on veut construire un engrenage conique sur les 
axes A et A', on considère : 1’ lé cercle C roulant directement sur le eercle C, - 
fixé à l’axe A', et son point A engendrant line épicyeloide sphérique, el qae l'on 
doit considérer, 2* le même cercle C comme roulant sur un eercle C, ayant lé 
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point A" pi>ur centre et 6A* pour rayon et 6xê dés lors é l’axe A; et comme le 
cercle C a pour diamètre le rayon du cercle C., la courbe donnée’ par le point U 
n'est autre que le rayon èA‘. 

Par les mêmes raisons , lorsque Ton construira un engrenage hijpetMmilbjue 
sur les deux axes A_ et A", il faudra- considérer d’abord le cercle D comme rou- 
lant d'alionl sur le cercle P, fixé à l’axe A", son point 6,'cnçcndrant une épicy- 
elorde annulaire; et eonsHiérer ensuite le même cercle O comme* roulant sur un 
cercle D, ayant le point A,* pour çentre et pour rayon é.A * ; et fa courbe donnée 
par le point 6, ne sera autre que le rayon 6,A,‘. - ‘ 

Ce sont toutes les droites borhôntales telles que'é^,* données par les divers 
cercles horizontaux D, D',.... qui formeront le paraboloide ou plan gauche con- 
duit par la surface réglée et. épicycloïdale. Mali il faut démontrer que le plan 
gauche engendré par une droite se mouvant horuontalcment sur A, et B, n’est 
autre quo le plan gauche engendrée par une droite se mouvant horizontalement 
sur A. et G. . i’*/ • • ' 

. V ^ . ♦ * . '' 

Et en elfel : /«.'‘A,* é^t dé projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s’appuyant sur B, et A,; ê,A/ est la projection, d'une horizontale située sur le 
plan horizontal X et s'appuyant sur B. et A,- - "• ”. ' * ' • . 

Ces deux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égat à l'angle 

' • - 

De m^ne, i/'^A,* est la projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s'appuyant sur G et A,; est la projection d'une horizontale située dans le 
plan horizontal X et %’appuyant sur G et A,. 

* Ces deux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égal à l'angle 
; -, , • / 

si arrivant en é.A.' arrive en même temps en ÿA,‘, il sera démontré 
que les deux paraboloïdes sont identiques , en d'autres termes, qu’ils sont l’un et 
l’autre deux positions particulières de là. même surface que l'on suppose avoir 
tourné autour de l'axe ^ ■ 

Or,poorquccequivientd’étreditaitlieu,ibuf|itqaelesanglcsÂ[^\A7^^eté,.A..^ 
soien l égaux ; el c’est céqui a lièu en effet , car : l' l'angle ê/*A?^ est égal à l’angle 
puisque ces deux angles ohl leurs sommets sur la même circonférence 
D'* et i)u'ils son( sous-tendus par le même arc et 2* l'angle é,. A ‘.ÿ est aussi 
égalé l'angleé/^.A/.^'* par. les mêmes raisons.' 

Tout ce xjur précédé, nous démontre qu’il est possible de transmettre le mou- 
vement de rotation entre deux axes A, et A" non sftués dans un même plan , par 
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des surfaces analogues à odies employées pour trausmeUre le mouvement 
rotation entre deux axes A' et A qui sê coupent. Et en vertu des proportions (1) 
et (2) établies ci-dessus , on voit que les axes dans les deux systèmes d'engre- 
nages qub nous venons de construire , systèmes qui sont la transformation l'unde 

l'autre , auraient des vitesses qui seraient dans un rapport constant et égal 4 (*). 

' Ce qui précède nous conduit s.ms peine à voir comment on peut transformer 
un engrenage cylindrique en un engrenage hyperholaHdique-, et en effet : 

Concevons deux axes parallèles A et A' perpendiculaires à un plan P et perçant 
c,e plan , le premier en un point o et le second en un point o'. 

Concevons la droite oo' dans le plan P, et sur cette droite un point ni tel que 

l’on aura ; — — v étant la vitesse ‘de rotation de l’axe A et v' celle de l'axe A'. 

Traçons dans le plan P deux cercles, l'un C ayant son centre au point o et 
pour rayon ôm, et l’autre C' ayant son centre au point o' et pour rayon ôW, 
traçons dans ce même plan P' et sur o'm comme diamètre un eercle D. . • ■ t 

Le cercle D roulant extérieurement au cercle* G , le point m engendrera une 
épicycloide plane i èt le même cercle D roulant intérieurement sur lè cercle C', 
le même point m engendrera le diaroôtre mo',quc je désigne par d,„ \ 

Et si l’on imagine un cylindre A ayant la.courjm J' pour section droite et mi 
plan Z passant par la droite d et l'axe A', le cylindre A conduira uniformément le 
plan Z } on aura ainsi construit un engrenage eylindrique'k dcnl épicycloïdale et 
à flanc, ■■ . : ' • • - . • • . . • • . 

Pour transformer-oet engrenage cylindrique en un engrenage lù/perboldidique qui 
soit son analogue parmi les éngrenages.que l’on peut construire et aptes à trans- 
mettre uniformément le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans 
un même plan, il sullh d’employer et de réaliser les considérations géometriqqcs 
suivîtes: . '-• ^ ’ 

Concevons par le point m une droite K perpendiculaire au . plan P; et trois 
cylindres 1, 2' et Q ayant pour sections droites respectives les cercles C^ C'et I). 

Ces trois cylindres de révolution seront tangents l’un à l’au|re suivant la 
droite K.^ , • ‘ 

Faisons tourner l'àxe A' autour de la droite où' pour le placer en A,''. ... 


. Dans Toarrage <jn<? j’w publié en 1 , et qui a pour titre Théotit géométrique de$ cugreiuxge» 
deitinéê d trantmettre le mouvement de rotation entre deux axei titué» ou won dant un m^me plan , 
donné la trinsfortnatkniy dont je viens de parler, d*nn eugrenege eouigue ou, 
en un engrenâgè kgperboloidique. i t , 
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. Faisons tourner l'axe A autour delà droite oo' pour le placer en A,. 

lies deux droites A/ et A, ayant pour plus courte dîst'ance la droite oo, et de 
plus CCS deux droites étant telles qu'en faisant mouvoir sur l'une et l'autre et 
parallèlement au plan P une droite G, cette droite G s’appuie en toutes 'ses 
positions sur la droite K et engendre ua parabotoide ou plan gauche Z,. 

.Si, par les droites A,' et K , on fait passer deux plans rectangulaires entre eux-, 
ils seeouperoni suivant une droite I qui appartiendra à un bypcrboloidc à une 
nappé B,, dont les plans des sections circulaires seront respectivement perpen- 
diculaires aux droites K et A/, ainsi qu’on l’a vu ci-dessus. . - . 

t^la dit : . i . _ 

Imaginonsun byperboloïdeà unenappc et de révolution R engendré par la droite K 
tournant autour de l'axe A,, si par un point x de la droite k on mémo un plan P 
perpendiculaire à Faxe A,, ce plan coupera l’bypérboloîde R suivant uneerele C,, 
et si par' ce idAuc point x on mène un plan parallèle au plan P., ce plan cou- 
pera l'hypcrboloïdè B, suivant un cercle D, ; et ce cercle D, ruulantnaÿutairemciir 
sur le cercle C, son point x engendrera une éjncgcUnde wûiultâTey. 

Si, pour les divers points x', x*,..... etc., de la droite K, nous exécutons des 
constructions semblables à la précédente, nous obtiendrons une swié <f épicycimdei 
amulairtty, y, y",.... etc., qui fornaeront une surface rTÿfee et épicgcidiéale 
qoi se mettra en contact avec lo paraboloidc Z, par une de scs génératrices 
droites. • ' ' • . .• . 

Il est évident que nous venons de construire un engrenage hyperbol(Adique ,'a;d 
partant de l’engrenage cylmdriifue, qui' est idenliquement le ngème que celui que 
nous avions construit précédemment eu partant de l'engrenage cotùque. 

\|nsi, il est démontré que l'on peut transmeltre le inouyemenl de rotation 
uniforme entre deux axes non situés dans an même plan, au moyen de dents 
terminées, pour l’une des roues par une shTÎace-épicycloïdaU et réglée, et pour 
l'autre roue par une surface' paroèoéoîde A^réoliipcc. 

Et comme pour toute surface gauche ou réglée il suffit de connaître trois 
directrices courbes , il nous suffira , pour construire la surface épicyc.loidale gauebe, 
de déterminer trois épicgcldidet aimulairesy, y',y', et de faire mouvoir une droite 
sur ces trois courbes directricesr * 

D’après ce qui précède , il sera facile d’exécuter l'épure d'un engrenage byper- 
botoîque à flanc gauche, nouvel engrenage. dont j’ai oublié de parler dans mon 
Traité tar les engrenages , lorsque j’ai donné plusieurs de ceux au moyen desquels 
on pouvait transmettre, et utilement dans la pratique, le-mouvemenl de rolalion 
entre (feux axe s non situés dans un même plan. > • 
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De l’emploi d’un' cercle' roulant anguloiremcnl sur un aiîlre cercle, . 
* • ■ dans là construction des chemins de fer. , 

PKEHIER SYSTÈME. , ’ ' ’ ' 


Concevons deux cercles liorisontaux ei concentriques C et G, (f</. ~T), et 
une droite 'sm, ne passant pas par le centre o des deux cercles. On peut se pro- 
poser la question suivante : 

'Étant donné un etine de révolution A dont le demi-angle au sommet est égal An, 
placer ce cône de manière à ce qu’U touche le plan des detct cercles C et G,, par mie 
génératrice droite dirigée suivant <n ligne sra, , et de manière à ce que les dqnx cercles 
ni({ et mq, de ce cdne A , f/ui touchent mgulcùrement les cercles C et C^ en. les points ni 
et m., aient leurs rayons proportionnels à ceux de. ces mêmes cercles C et G,. 

'Ration. On mènera la droite ’mp perpendiculaire à »m, et'égale au rayon ‘p 'du 
cercle C; on jnèaéra la droite niji, jierpendiculaire à sm, cl ègale au rayon j>, du 
cercle G,; on unira les points p et p, par une droite qui coupera la.droi te donnée 
de position sm, , en un point s, qui sera la position que le wmmei du cène A 
devra occuper sur Ja droite *m,. • • ■ 

Et en effet, les triangles smq cl smp, sm,q, et sm,p, seront semblables et Ton 
aura; j ‘ . ' • • ' ' 

- , mq : m.q, p; p, . 

Dès lors, en supposant que le- cercle mq roule angulairemCnt sur le cercle C, 
Tangle que |o plan du cercle mq du cène A fait avec la tangente en m au cercle G 
restant. constanÈ, dès lors, dis-je, je cercle m.q, du cène A roulera aussi angu- 
lairemcnt sur le cercle G„ Tàngte que son plan foit avec la tangente en m. au 
cercle C, restant aussi eotntant. • _ ■ • ' ' - . ' 

Si donc, (m Suppose que Taxe commun des deux cercles G et C,‘ est fixe; le 
plan des deux cercles G et C, pouvant librement tourner autour de cet axe ; si 
Ton suppose aussi que Taxe du eènè A est fixe, le cène A pouvant tourner 
librement autour de son axe; en imprimant au cène A un'mouvemcnlde rotation 
autour de son axe, ce cène fera tourner ies'dénx cercles ; et les couples de cercles 
G et mq, C, et m.q, rouleront angulairement Tun sur Taulre. . ’ 

Mais si le pban-des cereles G et C, est fixe, et que dès lors le cène A doive 


d‘ 


Digilized by Google 


non-aeidMiwiMouratU' aulour de son axé, niais ^Boorft- au tour de celui dés cercles 
C el C,, K sdamet » de ce cône A devant pai^ourir, déijlors ^^ùn cercle 11 con- 
centrique aux cercles C et C, ; un pareil mouvemen^^â^ulaire du cOne A ne 
pourra avoir lieir qu’au moyen d’un niécanisme'qùi flircêra le sommet s i par- 
courir le cercle B , et qui forcera en même temps la' droite sm. à noup^r , sous 
un angle constant^ le cercle C ou le cercle C,. 

Le mécanisme le plus simple que l’oii puisse employer est évidemineni le 
suivant ! ^ -, ' ' ' 

Plat^ns un second cône. A' (Jig. 77 ) identique au cône A dé l'autre côté de la 
droite 00 , , menée par le centre o et parallèlement à la droite sm„ et jde manière 
à ce qqp les sommets « et »' dés deux cônes A et A', soient sur une perpendicu- 
laire à la droite oa] et à égale distan.ee de cette droite. 

Ln supposant que les axes A et A' des cônes A et A' sont reliés l’un à l’autre 
d'une manière invariable, si l’on pousse le système de ces deux cônes sur le plan 
des deux ^cercles G «t C,, les cercles tnq el mq'. rouleront angulairement. sur le 
cercle G et aussi les cercles m,q, el m'q' rouleront angubireraent siir le cercle C,', 
et ce mouvement de rotation s’opérera géométriquement, sans'que les axes A et A' 
cbtuigenl de distadeé entre eux, eu d'autres terma , le rectangb mnrifi,m,', formé 
par les quatre points en lesqueb les cercles et C, sont toùcliés àngulairement 
par leS'Cei'cles mq,'m'q', m.q,, m,'q,' des cônes A et A'i necliangera pas de forme ' 
pendant le mouvement de rotation du double système conique, sur le pbn des 
cercles C et €,■. . ’ . . 

■ Nous venons de dire que le mouvement de rotation s’opérait géométriquement, 
et cela, quelle <1»^ /dt la distance mm^enire les axes parelléles A et A' des' cônes 
A et a', mois si l’on considérait le problème sous Ip point de vue mécanique , 
alors, cette distance mm' .des axes A el A' ne serait plus arbitraire. 

Examinons le probiènie sousfe point vue mécanique. 

Le système conique serg animé.d’une vitesse V; comme il tourne circulaireroent, 
la force centrifuge se trouve développée à chaque instant du mouvement. Dési- 
gnons cette force par F et par r le rayon' du cerclé parcouru par 'le centre de 
gravité du système coniqde, el supposons- que le cùiire de gravité se projette sur 
le plan des cercles C et C, au milieu du rectangle mm', désignons par 2d la 
distance mm* entre les axes A et A', et par 1 b distance entre les points »> et m., 
m' el m,'. , , . 

Le oerclq en roulant angubirement sur le cercle C développera un frotie- 
ment de routemeni aagniaire, désignons celle résistance par f, et par / celle donnée 
par le cercle m,q, roulant angubirement sur le cercle C,.‘ > 

Lés' frottements développés en m’ par le cercle m'q' roulant sur le cercle 
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eien m,' par U cerçl# m'q' roulant sur lo cerelo C., auront respectivement les 
mimes valeurs.que ceux 'développés en m et m,. 

Ces frottements seront dirigés suivant les tangentes en m et pi' au cercle C, ei 
suivant les tangentes en m, et m,' au cercle C,. 

Les tangentes en metW se couperont en un point ÿ (fig. 78), sur la droite 
00 . et les Ungentes en m, et m,' se couperont en un point y, située sur la mémo 

droite oo,. , « - . , 

♦ 

Et comme les frottements en ra et m sont ‘égaux , leurs résultantes K sera 
Iterpendiculaire à oo,, de môme la résulUnte K, des frottements en m, et m,' sera 
perpendiculaire à oo,. ■ • 

Cela posé : 

Calculons les forces F, K et K,. ' 

Désignons par S l’angle que le rayon om (fig. 78) fait avec la droite ou„ et pr 
S, l'angle que le rayon om, fait avec cette même droite. 

On aura 

■ • ■ \ • K=2./.cos6 

et. ' . • . . . ’ 

. : . ; I K,-=2./.cos6,. ■ • . 


Et comme ; cos que • oi== ^ om -h mi , on aura : 

• • K,= ^V^P.’+T = 


W 

'(S) 


Calculons la distance au centre o des points y et y, points d' application des 
résistances K. et K, , nous aurons : , . . . ' . . 






oo>S; 


Calculons la distance au «entre. o du centre 6' du rectangle ni«i,pi'm,'. Ce 


3t 


J 
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'point étant la projection" du centre de gravité -du aystème, on aura: 

. ob=.oi+ib=i(l+VTP+^) ■ 13) 

eu . • . . • • 

* T (/ — (3fci») 

Calculons yy, ; on aura ' ' ‘ ‘ '• 

, . yy,=oy.—oy = f,\/4f'+d‘—f\/4p‘+â' 

Cherchons maintenant la résullaniè Z des Cofces parallèles K et Ji. et son 
|K)int s d'application, nous.aurons : , . ' . ' ’ ' 

Z = R+R.= ?.'+<C .. 

P 6, 

Cl . * * ' ^ X.- . ... 

_ ^ . V/ 4p,’+ d‘.i/yi?:+ dr—fV'*i^y ' 

= h ^ ^ — HW,)' • 

^ -t^V/4.'+<r+i:V/v4-<r ' • - . . 

P p. . 

Et par suite • 

ot=oy + yx=fi/4o’+<r+°^ . , (S) 

■ P ■ p. ' 

" PY> 

On aura aussi :F=i— le ploids dti système étant représenté par Pj la vitesse 

__ ff.«* • • 

par V, et o6 étant le rayon du cérclé décrit par le centre de gravité, rayon que 
nous représenterons par h. . • ' ‘ 

Cela posé : . . ' 

En vertu de la force centrifùge le système conique est chassé sur le plan de.s 
cercles C et C. , et dans la direction du rayon de ces cercles, et il gé développe 
on Chacun des quatre points un frottengent de glissement qui annu- 
lera la force centrifuge lorsque l'on aura : ■ . 

\'=\^n.g.li ' ( 0 ) . .. 

n étant le eôèfficientdu frottement de glissement (coefficient dontOa valeur dé- 
pend de la nature des matériaux), et y étant égal à 9°‘,808 (y est ce que. l'o.h est 
convenu d’appeler la gram(é). . . ■ ' • ’ 

On 'pourra donc calculer oé, ou le rayon h du cercle que doit (Parcourir le 
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centre d6 gravité , pour que sous la vitesse donné V on puisse laisser de cAlé la 
force eenlrifnge (en d’autres termes, ne. pas y avoir égard), puisqu’elle sera, i 
cbaqtie instant du mouvonent circulaire, détrnile par le frottement deglwsement 
qu’elle tend à faire imltre paraHèlement à la droite ob. ■■ 

On connellra donc p e^fonction de oé,- de l et ded, au moyen de l’équation (3) et 
p, aussi en fonction de o6 , de ( et de d, au moyen de l’étjuatlon < 3 éir). ' 
Maintenant, pour que le système puisse tourner en eercle, il faut <^e b 
résistance Z ne passe pas per lé centre de gravité du système, car alors les cènes 
chemineraient en ligne droite. Il faut donc que os né soit pas égal 4 oè; de plus 
pour que le système tourne autour du point o, il faut que l’on ait ôs<Ô6; et 
encore, il faut que pendant que le système tournera autour du centre o d’un 
angle y, la farce Z fasse tourner den;e même angle y le système autour de ' son 
ceatre de gravité 6. On devra donc avoir, en désignant par T 1a forâ« de traction 
appliquée au cèntre de gravité b et agissant perpendiculairement à ob , 

oè.T=6s.Z ' . ' (7) , 

' • . * * 

Or ob est connu par l’équation (C), T est donné à priori, Z est donné par 
l'équation (4), étés sera connu au moyen des équations (3) et (5). • 

L’équation (7) nous donnera dès lors une relation entre :/, /,, p, p. , / et <1, 
d’où l’on tirera d. ^ ' 

Mais il Ihut connaître/ et /, et nous ignorons encore la valeur des coefficients 
(les froltcmeots de roulement angulaire , pour pouvoir appliquer cette théopie à la 
pratique des chemins de fer (*). ‘ , 

Toutefois ce c[uj précède démontre que tel doit être te système pour que le 
frottement soit le minimum qu'il puisse être, c’est-à-dire un frottement de roule- 
ment angulaire. 

. • • mJXlËME StSItIK. 


Imaginons deux cercles horizontaux et concentriques C et C, (/ig. 79)., ces 
deux cercles étant dans un- même plan T. 



(*) Des expériences tendsnt s donner le ooelBcient dn rouiemmt anffUlaire seài^t trèe-ntiles , csi 
ces sortes de frottemeni se présentent plus spnrent qa’on ne le croit dsns Is pntique des srls 
■adaitride . - ' * ' 
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Concevons deux cônes égaux el de révolution B et B, ayant même axe A ,.el 
ayant une même base circulaire; locône B ayant son sommet au point u (a*, V), 
et le cône B, ayant son sommet au point «i plaçons ces deux cônwsur 

les cercles C et C, de manière que le cône B touche le cercle C'en un point s 
(m*, m') et que. le cône ,B, louche.le cercle C. en un point rn. •(»»* , m,'), la droite 
mm, ne passant pas, d’ailleurs, par le centi’eo des deux cercles Cet C., , ■ 

Cela posé, résolvons la question suivante : ’ • ■ tï' 

Sous quel augle doit-on incliner l'axe A. pour que les cercles par lesquels les cônes B 
el B. (»e mouvant simulumément sur les cercles C et C.) aient des rayons proportionnels ^ 


ceux de ces mimes cercles C et C,f- •>» •i*'- 

Faisons passer par Taxe A, suppose d’abord borizontal, un plan vertical 0, 
ce plan coupera le cône B suivant une génératrice vk et le.côoo B, suivant une 
génératrice v,k, ces’deux droites comprendront entre elles un certain angle «. 

Fn faisant mouvoir l’axe A du double cône dans le plan , le- point A.déç.çira 
un segment capable de l’angle », puisqu'il faut que les arêtes vk et x, 4 passent 
toujours par les |ioints m' et m,'. Décrivons le cercle D dont le centre sera en o, 
ce cercle D étant celui, que le jwinl k décrit. 

Abaissons du point k une perpendiculaire sur l’axe. horizontal A, on adra le 
point fj et en inclinant l’axe A,^lo point/ décrira un cerdeD, ayant le point o jlour 
centre cto/ pour rayon ; et en* toutes ses positions l’axeA sera tahgentau ççrcle D,. 
Cela posé : ‘ ' ‘ , . . ■ 

Menons par les points m et m, et dans le plan P des cérclçs C et C, des per- 
l>ei)dicüiiair(à à la droite mm, , et prenons ces perpcndicidaircs respectivement 
égalc's aux rayons p et p, des cercles C et C, , nous .construirons le po»nt s de la 
même manière que précédemment dans le premier système. ' ' ' ^ ‘ • 

Si par ce point s nouS menons une droite A' tangente au cercle D, , nous aurons 
la posuion demandée de l’axe A. . • . . 

Et en eiïet : - 

Si des points m* et m,' nous abaissons des perpendiculaires «uf A', n'ous,auron$ 
les triangles s'm’s, ^m'‘p et Vm,’z, , qui seront semblables. , 

En cette position , le double cône roulera angulairement sur les cercles Ç et C, , 
le cercle du rayon mz roulant sur le cercle C et le cercle du.sayon m.z roulant 
sur le cercle C,. • • 

Mous pourrons ensuite concevoir un second double cône; el ces deux doubles 
cônes symétriquement placés par rapport A un plap vertical passant par- le 
centre o ( les ax.es, des deux systèmes coniques étant parallèles. A ce plan) roule- 
ront librement el'angtilàirement sur les deux cercles C et G,. 

Et les calculs que nous avons faits pour le premier système se reproduiront pour 
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^ le cercle du rayon mi ou le cercte „l„iW:r le rayoï. vl> du 

Toutefois , il faut remarquer que Un ^ P On deyr;, 

cercle décrit par le centre lousS'»»* ^ .. 

le calculer par une nouvelle remplacé par «ne sphère 2. aya. . 

Le système du double c6ne ,e |>oint ^ et l o^^ 

pour ,rand cerc^ le ^ ,, ,^,Uc est projeté en h - - 

s;”» ! „ .. . „ 

“Ïi^ore Ja force centrifuge agiswnl frottera sur les points 

tourner la sphère 2 autour de son cent ’ frottement de glissement 

'» r '7 

v;» wi. * 

les deux rayons o'm' cl om. . car '® p^,. centre o' de la sphert 2 

passera par le centre ^que le centre de gravité sc; projette a 

ci, .eriu de Vhypolhese faite, savoir . q . 

milieu-du rectangle mm'm.m. • centrifuge, par r la ’ 

U faudra donc , en «if coefficient de frottement, poser 1 «qua- 

parRlera,o„de\asphcre 2 ,parnlecoe ^ '• 

lion:-. • 2,nN.U=P '' ; ‘ . •. 

« ■ r ,' ■.* * . ' 

M cçmmc - ■ . Y p. • ' 


on aura! 


F = 


in.N.R; 


g.k 

r>A’ 

"fT" 
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Nous n’entrerons pas dans plus de détaih à ce sujet , n’aérant point en vue 
ici de résoudre eomplélenient le probtètno méoankfue , mak ayant seulement 
voulu montrer quel parti on pourrait tirer des dkpoeitions géométriqua qui 
conduisent à un système de oercles roulant angtilaireinent snr un autre système 
circulaire. ... - ■ - . • - . 

• ' * • . • . • • • * . 

• ^ : . S IV. ; 

. Comme en examinant les propriétés des épicycloîdes annulaires, nous avons 
eu l’occasion de nous occuper de l'hyperboloîde à une nappe, nous pensons qu'il 
ne sera pas hors de propos de donner bi solution de diverè problèmes les uns 
directement relatifs à l’hyperboloîde, les autres où l’on est conduit' pour" les 
résoudre à employer l'hyperboloîde. ‘ ' ’ * 

PaoBLÈne .1. La surface engendrée par une droite s’appuyant sûr trois droites, non 
situées deux d deux dans tài même plan , est un hÿperMoïde à une nappe. 

HACDETTe est le premier qui a pensé à oonslrutre sûr les trois droites données 
A , B , C (Jig.^t) un parallélipipède, et de considérer le centre o de cè paralléli- 
' plpède comme l’origine des coordonnées etles lrois droites oA„ «B,, oC, , respecti- 
vemenl parallèles aux (rois droites données comme axes de. coordonnées obliquas. 
Cette considération lui a permis de parvenir avec facilité è une équation simple 
de la surihce engendrée par une droite se mouvant sur les trois^roites données 
A,B,cc). ■ • . , • ■ * f 

Proülant de la construction géométrique du parallélipi^e donnée' par 
Hacbette, et remarquant que les trois droites A', B', C' soèt trois positions de 
la droite génératrice , nous voyons que les plans (A, A')et'.(B,. B') se coupent 
suivant une diagonale bb' du parallélipipède , et que dés lors le contre ô est au 
milieu de bb'. . ' 

Si'donc nous coupons le système formé par les deux plans f A , A’) et (B , B') 
et par les plans (A, B'), (A,, BJet (A', B) (fig. 83)parunplan quelconque X, mais 
parallèle à la droite bb', nous obtiendrons un- parallélogramme pq'qf', et le droite 


{*) On doit faire rrnîârtjuer tqne c*est per de DéacertA qae Baoutti r d^fttbotrê qae U 

•iirfacc engendrée par nneKtroite a^appoyant nu* trois droites est oa byperbotbTde à une » et que 
c'est an moyen de proporîiont qne M. Gascbsàvx a démontre le même tbéorènte ; mais nne aolotion 
donnée par les méthodes de la géométrie deteriptiee, et qui fiU dao» reaprit de cette K>ence, 
n'existait pas encore lorsque j'at déreloppê dans mes couft , £t il y a plusieurs annéer, la aolution 
suivante. 
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rr sm parallèle aux (frpitesTif' et \l^, et de plus les points r eir' seront respec- 
tivement les inilieux des droites <pfl et <{9'.* Ge même plan X ne pourra pas. être 
parallèle à la droite C., puisqu’il est assujetti à être parallèle 'à la diagonale bb'\ 
il ooupèra dès lors la droite C. en un point m qui ne pourra avoir que deux 
positions. . . • ’ 

'Ce point m pourra ; 4* être situé entre les deux droites rp et fr' (J(y. 83), ou 
4* être situé en dehors de ces droites (/iff. 84); dans le premier cas on pourra 
construire une ellipse E ayant rr' pour diamètre et passant par le point m; dans 
le deuxième cas on pourra construire une hyperbole (Hj H') ayant rr' pour dia- 
mètre et l’une de ses branches H' passant par le point m. ' 

Il est évident que l’on pourra toujours diriger le plan sécant X de manière à 
ce que le point m soit situé comme 83) entre les deux droites rp' et r'9. 

Cela posé : . 

Bemarquons que le système circulaire représenté (/ff. 13) peut fecUementètre 
transformé en unsystéme elliptique ; car il suffit de faire passer, par chaque droite- 
un plan vertical et par chaque cercle C et D un cylindre de révolution -, et de 
couper tout le système, ainsi obtenu dans l'espace, par un plan quelconque; les 
cylindres seront coupés suivant des ellipses, semblables, semblablement placées 
et concentriques, et les plans parallèles entre eux suivant des droites parallèles 
entre elles. .. .• , . - . . 

■ Si donc(/$9. 85) ayant le parallélogramme pçp'g' et l’ellipse .£ qui a ir' pour 
diamètre, on mène les droites rx et r'x se coupant en un point x de l’ellipse E; 
puis si l'on mène par le point p' la droite p'x, parallèle » rx et par le point 9' la 
droite 9'x, parallèle é r'x , les droites p'x, et 9'x, se couperont en un point x, qui 
appartiendra i une ellipse E, passant par les quatre sommets du pârallélegi<amme 
cl qui sera semblable et semblablement placée et concentrique .par rapport 'à 
l'ellipse E.' - ^ , •• - 

Cela dit: 

.Mous pourrons eonsidércr (/y. 84} un cène ayant son sommet au pointe cl 
ayant pour base l’ellipse E, etfaire passer par la droite A, un'plan P et par la 
droite on plan Q, ces plans étant tels qu’üs.sccoupent suivant une génératrice I 
du cène (o, E). . . i - 

Mous ferons ensuite passer par la droite A' un plan.P,' parallèle à Pet-par la 
droite B' un plan*Q, parallèle é Q; les deux plans P, et Q, se couperont suivant 
une droite G parallèle à I. . * . 

Nous pourrons de même faire passer par la droite A un plan Q, parallèle' à U 
et par. la droite B un plan P, parallèle à P; les deux plans P, .et se couperont 
suivant une droite H parall^ à I. ' - . ■ > , 
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Et conime(/i<;r-^&) les trois x^x, sont en Ijgne droite , et que cette 

droite est tangente en x k l'ellipse E,41 s’ensuit que les^roisdroilee parallèles I, 
G., H seront dans On même plan T passant par le point osommet du cène (o, £) 
et tangent à ce a^ne suivant la génératrice I . i- 

Nous pourrions reproduire ici, cl identiquement, ce que nous avons dit 
lorsque le cène avait pourdirectrice un cercle; il est donc bien démontré, sans 
avoir besoin de recourir à t’analyse , et en ne se servant que des méthodes de la 
yévtnétTlc descriptive, que la surface engendrée par une droite se mouvant sur 
trois droites données est : . c , • • . • 

•t’ Une surface doublement réglée ; > • ' • 

2" Qu’elle a un cène asymptote ; , ■ 

3° Qu’un plan la coupe suivant une section conique; ' ' ' 

4* Que tout plan coupe cette surface réglée et son cène asymptote suivant deux 
sections conic^es semblables , semblablement placées et concentriques ; etc., etc. 
La surface que l’on obtient est donc un hyperboltAde à une nappe. - ■ ' 

On peut génératUer la construction que nous venonsde donner, et de la manière 
suivante (*). ' , ' - ' • : . 

Concevons im Cène X ayant un point t pour sommet et pour base unosection 
conique E (ellipse, pajabole ou hyperbole). ■ ■ 

Prenons deux génératrices droites quelconques G et G' sur ce cène X ; construi- 
sons les deux .plans .T et T tangents à ce cène X, J'un suivant G,- l’autre 
suivant G’. _ ^ 

Ces deux plans T et T' sé couperont suivant une. droite D passant par le 
sommets. - " . • .< ' ' 

'Prenons su( la droiteDdeux pointsp et p'équidistants'du points, l’un édroite 
«t l’autre à gauche de ce points. • 

Menons par le point p une droite \ parallèle à G, et par lé point p' unè droite 
A' paralclle à G'. 

Cela fait, faisons passer par G un plan PetparG’tin plan P', ces deux plans 
se coupant suivant une droite I génératrice droite du cène 2. . ' . >. 

Faisons passer par la droite A nn plan Q parallèle à P et parla droite A' un 
idan Q' parallèle à P'; ces deux plans Q et Q' se couperont suivant une droite K 
parallèle à I, et -toutes les droites K formeront un hyperbotaide à une nappe ayant 
le cène X pour edrte asymptote. - - • • ' 4 ■ 


O'yoyez lé« ndtei sur l«s sArfaces ftanchea que j’ai publiées dans le Bulletin de la Sociélé philoma- 
tique, séances des H' décembre 1832 et 2 nuûs , 2? juin,- IOaofltI833. • 
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On peut , d'après ce qui précède, énoncer le ihéorétue suivant : 

Étant données une section conique (('eirq>se, parabole ou hyperbole) et deux 
tangentes 9 et 9, à cette courbe , ces tangentes se coupant en un point < et tou- 
chant la courbe i, savoir : 9 en un point x et 9, en un point x, ; si sur 9 on prend 
.deux points ij et y, équidistants du point x et que l’on mène par chacun d'eux 
une parallèle à la cordc xx, , savoir : D par le point y. et D, par le point la 
droite D coupera. 9, en un point : et la droite D, coupera 9,. en un point z,. 

'Si par un point arbitraire m de la section conique e on mène les droites mx et 
mx, , et qq.e par le point y on mène une droite Y parallèle k 'mx et par le point y, 
une droite Y, parallèle à mx,, ces droites Y et Y, se couperont en un point n qui 
appartiendra è une section conique c, qui sera semblablf , semblablement placée et 
concentrique à la courbe donnée e; et la courbe c, passera par les quatre points y, 
!/, . ï et Z,. 

Pour démontrer géométriqaement, au moyen des méthodes de la gétymétrie 
descriptive ^ que la surface engendrée par une droite s’appuyant sur trois droites 
non parallèles à un même plan, est un hyperboloide à une nappe; nous avons 
considéré le parallclipipède construit sur les trois droites données , et nous nous 
sommes appuyé sur ce que le centre do ce parallélipipède était l’intersectiOh des 
trois plans diagonaux de ce solide; ces plans diagonaux étant déterminés respec- 
trvement par les droites parallèles A et A', B et B', C et C'. Mais, sans entployér 
le parallélipipède, on peut démontrer directement que si l’on a trois droites A, 
'Bet C et que l'on construise trois nouvelles droites, savoir ; 

A' parallèle à A et s’appuyant sur B et C, ' _ . ' ' • ’ 

B' parallèle è B et'S’appuyant sur A et C, ■ 

C' parallèle à C cl s’appuyant sur A et B. ' ■ ' 

Les 'plans P déterminé par A et A', 

0 . B et B', ' ■ 

' R' C et C', 

SC couperont en un point o qui sera équidistant : 1" des droites A et A ; 2* des 
droites Bet B'; et 3' des droites C et C'. , - ’ ^ 

Nous pourrons toujours prendre les plans de 'projection de manière à ce 
que (/g. 86) la droite A soit perpendiculaire au plan horizontal et que la droite 
B soit parallèle au plan vertical. 

• La droite A' parallèle àA et s'appuyant sur B et C aura donc jiour jirojection 
horizontale le point A'* en lequel se coupent B* et C*,. 

La droite B' parallèle à B s’appuyant sur A et C auaa donc sa projection B* 
parallèle à B* et passant par le point A‘. • < . . - 

r 3i 
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La droite C' parallèle à C et s’appayant sur A et B aara donc sa projection 
horizontale C'* passant par le point A* et parallèle à C*. 

Dès’lors, sur le plan horizontal les droites parallèles B* cl B'*, C* et C* déter- 
mineront un parallélogramme A*, A'*, î‘, s'*; et les points i* et s'* Seront les 
projections horizontales des points s et i en lesquels se coupent les droites B. 
et C', B' et C. . 

Le plan P passant par les droites A et A' sera vertical, et il sera coupé par 
le plan Q passant par les droites B et B' suivant une droite I qui se projelleia 
suivant la droite H' qui unit les points A‘ et A'‘. 

Ce môme plan P sera coupé par le plan R passant par les droites C et C' 
suivant une droite h qui se projettera suivant la même droite H'. 

El les plans 0 et R se couperont suivant une droite L passant par tes points 
î et ï' et se projetant dès lors en la droite L* qii! unit les points i* et s'\ 

Or, les droites L, I et K se couperont en un même point o qui aura pour 
projection horizontale le point d’intersection des projections horizontales I* 
et K*, c’est-à-dire le point o' cenlre du parallélogramme A*, A'*, i*, 

Le point o sera donc également distants des droites A et A', B et B',-C et Ç'. 

Problèhi: 2. Couper un cône de révolulwn suivant une ellipse dont les om’s soient 
dans un rapport donné. _ 

Soit donné un cône de révolution A [fig- 87 ) ayant son axe A vertical et "pour 
base le cercle B et le sommet de ce cône étant au point r; ou peut regarder ce cône 
comme le cône asymptote d’une infinité d’Jiyperboloïdes de révolution et à une 
nappe ayant tous pour axe Taxé A et pour centre le point f. , " 

Pour construire un de ces hyperboloïdes, il sullll de mener par le sommet s une 
droite I horizontale, ou, en d'autres termes, perpendiculaire à l’axe A; de mener |iai 
cet axe un plan méridien M coupant le cône A suivant deux génératrices G et G, ; 
dé prendre sur la droite 1 un point m arbitraire, et de mener par ce pointai deux 
droites K et K, respectivement parallèles aux droites G et G, et qui cii tournant 
autour de l’axe A engendreront un hyperboloide de révolution, toulesles positions 
de K étant les génératrices du premier système, toutes les positions de K. éUint 
les génératrices du deuxième système de ect hyperhotoîde. . . , 

Concevons cet hyperboloide construit. 

Il est facile de couper un hyperboloide à une nappe et de révolution pai- un 
plan suivant une ellipse dont les axes sont dans un rapport donné; cU en ell'et ; 

Si par le centre s derhypcrlioloïdc on mène un plan coupant cette surface suivant 
une ellipse, le petit axe'de cette ellipse sera toujours égal au rayon du cercle de 
gorge, quclleque soit la direction du plan sécant. 
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« Il suUira donc d'inclinor le plan sécant paf ra|iport à Faxe A oti par rapport 
au plan du cercle de gorge, de manière à ce que le grand axe de la section ellip- 
tique soit au rayon du cercle de gorge dans le rap{>ort voulu. Et il sera facile , le 
rapport entre les axes étant donné, de construire la longueur de ce grand axe; 
et en eîlel : ’ 

Ayant deux droites perpendieulaire.s entre elles (Jig. SI )ob el oa dont le rap- 
j)Ort est celui des axes de la section à chercher, on portera sur le |)ctit cété vb 
une droite o;/ égale aU rayon nu du cercle de gorge , et en menant pq parallèle 
à hn on aura en w/ la longueur du grand axe de l'ellipse suivant lequel le plan 
|Kissant par le centre » de l'hyperboloide doit couper cette surfa<-e. 

Il Bullini donc de décrire du centres et avec un rayon égal à uq une sphère, 
laquelle coupera riiypcrboloîdc suivant deux cercles ou paralUle$ i et i égaux 
entre eux et é(|uidistants-du cercle de gorge. 

Et tout plan tangent au cène A, avant le cercle ou pumltèle i pour base et le 
point s pour sommet coupera F hyperboloïde suivant une ellipse dont les axes 

seront entre eux dans le rapport donné et égal à — ; et tout plan parallèle à l’un 

de t:es.plans wupera le cône donné A suivant une cHipsè dont les axes seront 
dans le même rapijort (’); 

Toutes les constructions graphii|ues sont exécutées sur la yij. 87 et ^ au 
moyen de la mtaiion adoptée, il sera facile de lire sur l’épure les diverses cmitrw- 
lions graphiques à exécuter successivement à mesure qu'on lira les raisonnements 
lyéoméfrû/uet précédents.' • _ 

Le problème que nous venons de résoudre peut être présenté sous -un autre 
énoncé , savoir : 

Faire passer par une section conique E lionnée par son tracé un cône de récoluüon 
dont f angle au sommet toit égal ù a- 

ij 3 solution du problème ainsi énoncé est facile au moyen de la /oen/e H de la 
section conique donné E. 

Et en eWet : . • - ' , ' 

AyaiU construit la courbe locale H de la section conique E, et .se rappelant que 
,1a courbe 11 est une ellipse ou uue hyperbole, si la courbe donnée E est une hyperbole 


t*) Uepaij environ quinte ent, je donne dont met rourt le tolution de ce problème afin de noonlrer 
que certaine proWeroce rclatifè eu cène ee rceolvent plue recilement en rempleçanl le c^e peè ITiy- 
perbolofde , tout comme cerleine prublèmce eur niyperboioïde ee réeolvcnl plue facilemcnl en remple- 
cant rbypeAoloIde par eon eflne eeyinplole , ainei qu'on l'a vu précédemment loreqn’d l'est agi de 
démontrer qne l’hyperboloide à une neppa était conpé per un plan enivant une eerbon roniqiie. 
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ou une eltipie, on devra décrire, sur le grand axe de l'ellipse £ ou sur l'axe 
transverse de l’hyperbole E on segment capable de l’angle donné «; ce segment 
coupera l’hyperbole focale H ou l’ellipse focale H en deux points qui seront les 
sommets de deux cônes de révolution satislhisant à la question. 

Toutefois, on doit remarquer que lorsque la section conique donnée t èst une 
ellipse , la focale H étant une hyperbole , le problème est toujours possible , quelle 
que soit la grandeur de l’angle X. 

Mais lorsque la section conique £ est une hyperbole, la focale H étant une 
ellipse, l’angle donné» ne doit pas être plus grand que l'angle compris entre 
les deux droites menées do l’extrémité de l’axe vertical de la focale H aux deux 
sommets de l’hyperbole E; ou, en d'autres termes, ne doit pas être plus grand 
que l'angle des deux asymptotes de cette courbe E. 

Si la section conique donnée E est une parabole, la focale II est une parabole, 
et l’angle a peut être dans ce cas entièrement arbitraire, comme dans le cas oii la 
section conique E était une ellipse (*). _ 

, Problèhe 3. Par une section conique donnée par son tracé, faire passer un hyfier- 
holdide à une nappe et de révolution. 

Étant donnée une section conique c (ellipse, parabole ou hyperbole), on sait 
que l’on peut faire passer par celle courbe une infinité de cônes de révolution, 
et que pour cela faire il suffit de construire la focale H de la courbe e'; Qt l’on sait 
que chacun des, points de cette focale pourra être considéré comme le sommet 
d’un cône, qtii ayant e pour base, sera de révolution. 

Concevons donc la courbe e donnée et |a focale II construite; prenons sur Tl 
lin point », nous aurons le cône de révolution A ayant » pour sommet et t pour 
base. - 

Unissons le centre ode la courbe e au point », nous aurons’ une droite D. 

Tout plan parallèle au plan de la courbe e coupera le cône A suivant une section 
conique s' semblable' à la courbe e et ayant son centre o' situé sur la droite D. 

Nous pouvons considérer le cône A co'minc le cône asymptote d’une infinité 
d'hyperboloïdes à une nappe et de révolution ayant leur centre en » et |H)ur axe 
l'axe du e.ime A , ~et l’on sait que cet axe sera une droite A tangente en » ü la 
focale H. , 

Menons un plan T tangent au cône A suivant une droite G, et traçons dans le 


(•)>oye« mon Cours de géométrie deschpliee^ liUiographié pour Ica cléves 'de l’tcolc'contrale^dt# 
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plan T une droite K parallèlo à G. La droite K, en tournant autour de l'axe A , 
engendrera une surface de- révolution qui ne sera autre qu’un hyperboloidc à 
une nappe ayant le cdnc à pour edne asymptote. 

La droite K percera' le pian de la courbe t en un point a; qui sera hors de cette 
courbe; faisons glisser la droite K et la droite G le long de la droite D et parallè- 
lement à clle-méine, cette droite K prendra dans l’espace diverses positions K’< 
K",... lesquelles seront parallèles entre elles, et perceront le plan de la courbe c 
respectivement aux points x', x ", cl tous ces points seront sur une droite B , 
qui ne sera autre que l'intersection du plan de la courbe cet d'un plan P passant 
par la droite K et mené parallèlement à la droite D; ce plan P sera parallèle au 
plitp qui contient G et D, donc la droite B sera parallèle à la droite Cette 
droite B coupera la courbe i en deux points ou lui sera tangente en un point on 
ne la rencontrera pas. 

Si'par l’un des points de rencontre de la droite B et de la courbe c, on mène 
une droite ü, parallèle à K, et que l'on fasse tourner cette droite K, autour de 
l’axe A , elle engendrera lin byperboloïde de révolution qui sera coupé par le plan 
de la courbe e suivant cette courbe c elle-même; et cela doit être puisque des 
plans parallèles coupent une surface du second degré .suivant des courl>cs 
semblables.. . . 

On voit donc que l’on pourra faire passer par la courbe t une inlinitè d'hy- 
perboloides à une nappe et de révolution, ayant la droite D pour droite diamé- 
trale commune, car l’on peut prendre pour pointa; un point tellement placé 
sur U', trace du plan T, que la droite B parallèle à la droite og coupe en deux 
points. ou louche en un point la courbe c. 

Lorsque la droite B coupera la courbe t en deux points , c’est que l'on pourra 
construire deux byperboloïdes ayant des cercles de gorge égaux , mais séparés, 
ou, en d’autres termes, situés respectivement dans deux plans parallèles, ces 
deux surfaces se pénétrant d'ailleurs suivant la courbe <. 

Lorsque la droite B touchera la courbe i, c'est que les deux hyperboloides se 
réduiront à un seul. 

Ist lorsque la droite B ne rencontrera pas la courbe e, c'est que pour le cène 
considéré et qui a son sommet au point «, on ne peut pas construire un 
byperboloïde ayant pour rayon de son cercle de gorge la pins courte distance 
existant entre les droites G et k; la droite K sera trop éloignée de la droite G ; 
il faudra dés lorS rapprocher le point x du point g, ou, en d'autres termes, 
prendre la droite K plus près de la droite G, |>our que l’byperbolôïde puisse 
exister. 



’.-V 
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Sur r^ure {fig. 88), toutes les constructions sont exécutées, et au moyen de 
la notation adoptée il est facile de les lire. 

Les divers hypcrboloïdcs de révolution <[ui passent par la section conique 
donnée t(/iÿ. 88) et qui ont pour céne asymptote un cène parallèle an cène A, 
lequel a son sommet au point s et pour axe la tangente A en ce points à lu focale H, 
jouissent d’une propriété remarquable et que je vais faire connaître. 

Concevons d’abord (/îÿ. 8'J) un cène A de révolution dont l’a.te A est vertical et 
ayant .son sommet au points et ayant pour base le cercle K et dont le demi-angle 
au sommet soit représenté par a ; en faisant glisser ce cène A parallèlement à 
lui-méme ( son sommet se mouvant sur l'axe A ) en trans]ioctant le sommet s en t', 
ou étant égal à ru’, on aura un nouveau cène A' qui aura pour base sur le plan 
horizontal le même cercle S. 

Ces deux cènes A et A' peuvent être considérées comme deux bypcrboloîdcs 
dont le rayon du cercle de gorge serait nul. 

Par le cercle B nous pourrons faire passer un bypcrboloïdc J, ayant le cercle B 
pour cercle de gorge et dont la courbe méridienne sera une hyperbole dont les 
asymptotes comprendront entre elles gn angle égal à 2a; dès lors le cène A ayant 
glissé parallèlement à lui-mème (son sommet s'étant transporté en o, centre du 
cercle B)en la position A,, et en cette nouvelle position A.r ce cène sera asymptote 
à riiyperboloïdei.. 

Si l’on conçoit une suite d’byperltoloules de révolution ayant l'axe A pour axe 
commun et ayant chacun |>our cène asymptote un cène dont le demi-angle au 
sommet soit égal à a et passant tous par le cercle B, je dis que le lieu de tous 
leurs cercles de gorge sera un ellipsoïde de révolution dont l'équateur sera le 
cercle B et dont les sommets seront les points s et 

Et en effet : . , 

Pi'signant par R le rayon du cercle B base du cène A, et par la hauteur dù 
sommet s du cène au-dessus du plan de la base R ; on aura : 

R ' - ■ 

- = lang a ... 

Si nous prenons l'axe A pour axe des g et la trace il* du plan méridien M 
parallèle au plan vertical de projection ( fig. 89 ) pour axe des r., l'origine des coor- 
données étant alors au centre o du cercle B, l'équation d’une hyperbole 2, tracée 
dans le plan méridien M (cette courbe 21. ayant son centre ». sur l’axe A, son axe 
imaginaire dirigé suivant l'éxe A et scs asymptotes faisant entre elles un angle 
égal à 2a) sera : - • ■ . 
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ê repi'ésenianl la disiance du centre *- de cette hyperbole au centre s du 
cercle B, et p rcpré’sentant l’axe réel de cette même court)c 2.. 

P et S seront donc les coordonnées du point m sommet de l’hyperbole 1,, et si 
l'on établit que cette hyperbole passe par le point ni, du cercle B , ou en d'autres 
termes que l'hyperboloïdc de révolution ( engendré par cette courbe 2, tournant 
autour de l'axo A) passe par le cercle B, il faudra dans l’équation (1) faire B 
etÿ = 0;- dés lors : 

- R' _ V ^ 

P’ P’ ™ 

ou 


R' lang’ « = 6’-|-p’ tang' » (a) 


sera l'équation du lieu des divers sommets ni. des diverses hyperboles 2,. Cette 
équation (^) est celle d'une ellipse ayant le point o pour. centre et pour axes: 
R et (R . tang «). • 

Par conséquent , lé lieu des cercles de gorge des xlivers hypcrboloîdes qui 
passent par le cercle B, qui ont tous pour a.xe l’axe A et dont les cdnes asymp- 
totes sont tous égaux entre eux et ont le demi-angle au sommet égal à 2, est un 
ellipsoide de révolution ayant ;le cercle B pour équateur et pour sommets les points 
* et ^ . 

Cela établi , résolvons le problème général , et supposons qu’au lieu d'un cercle 
R on a une section conique e. 

1* Supposons d'abord que la section conique e est une ellipse. 

CoueexoHs le cène A (/jr. 90) de révolution ayant pour base l’ellipse c et ayant 
pour sommet le jioint s de la focale ( hyperbole) H. 

L’axe A du cône A sera , comme on sait, la tangente en s à l’hyperbole H. 

Si l’on mène un plan tangent T au cône A la trace horizontale de ce plan 
(prenant pour plan horizontal de projection le plan de la courbe e et pour plan 
vertical de projection le plan de la focale H) sera tangente à la courbe 1, et si 
dans ce plan ’T un mène une droite K parallèle à la génératrice G de contact 
du plan. T et du côneA, en faisant tourner cette droite Kautour de l’axe A, on 
aura un hyperboloide à une nappe et de révolution ayant le cône A pour cône 
asymptote. . . • ’ 

On peut donc, pour engendrer cet hy|>crboloïde, prendre un plan 'langent 
arbitraire, ‘e’; dés lors supposer que l’on opère par rapport à la génératrice G du 
cône A passant par le sommet 9 (extrémité du grand axe) de l’ellipse donnée i. 


A 
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Dm lors, la plus courte distance entre les droites G et k sera égale à l'or- 
tlonnéc rie l’ellipse t l^rallèle au petit axe de cette ellipse, cl |>our le pomt en 
lequel K‘ coupt'ra celte ellipse i; et si, pur la droite D qui unit le sommet $ du 
cône A et le centre o de l'ellipse t, on mène un plan Q perpendiculaire au plan 
vertical de projection, il nous suflira de connaître dans ce plan Q le lieu I des 
points en lesquels les cercles de gorge des divers byperboloîdes qui sont assujetties 
à passer par l’ellipse t, sont coupés par ce plan Q pour connÂtre la surface lieu 
de ces divers cercles de gorge. 

Or, prenant la droite D pour axe des abscisses p, et le petit axe de l’ellipse i 
pour axe des ordonnées y, on voit que les abscisses p seront aux abscisses x 
de l’ellipse • (comptées sur le grand axe og) dans un rapport constant; on peut 
donc écrire : p=:m.x. . ' . 

' Et dés lors, il suffira de remplacer dans l'équation 



de l’ellipse e, x par — ; et l’on aura : 



pour le lieu {,. 




Il est donc évident que le lieu dos divers cercles de gorge sera un elliptoide nOn 
de révolution ayant la droite D pour , ligne diamétrale conjuguée des cercles de 
gorge dont les plans seront perpendiculaires à l’axe A. . . 

2' Supposons que la courbe e est une hyperbole, , ' . 

La focale de cette hyperbole sera une ellipse H {fig. tH ). 

En faisant les mêmes raisoiincincnts que précédemment et des calculs aua- 
logues, on trouvera que la coiirbe I est une hyperbole ayant pour axe réel la 
droite $* comptée sur D, s et $ étant les sommets des deux cônes qui passent 
par l'hy perbolc t. 

Dés lors, le lieu des cercles de gorge sera un hyperbol&ide à deux nappes non. 
de révolution. 

' 3’ Supposons que la courbe ( est une paroéolc. ■. ^ . 

La focale de cette parabole sera une parabole H {fig. 92). * 

La droite D sera parallèle à l’axe infini de la parabole c, et l'on trouvera que la 
courbe { est une parabole identiqu&à la parabole c et ayant la (froiie D pour axe 
inlini. • , ' 


Le lieu des cercles de gorge sera donc un paraboloide ellipiique. 


Digitized by Google 


— .267 — 



Si Ton cherche la courbe iiluée dans. .le piati dola (ocale qui sc trouvq être 
le lieu de* points en lesquels les divers certes. de ^rge sontcoiipés par leplsii 
de celte focain , on'verra que : • t r.. . ^.-?V 

i‘- Dans h* Cas où la courbe t est uneiUipte \ ^ sera uncollipse aja^t sonSeetrire ' 
en o,'et avant pour diamètres conjugués,' d',ai>o.rd dirigé sur la droite thoT' 
ensuite uns droite qui passant pur le point o sera dh-igéo perpendiculairement è 
i'axe A et sera égale au petit axe de rclli|)sc e; 

.' 2* Dans le cas où la courbe c est une hyperbole^ sera, une hyperbole ayant son 
centre en o, et pour diamètres conjugués, d'abord $>' dirigée sur ta di^it^^I^ 
(et r.ùn aura lu diamètre réel de >a eourhe I,) cl eusuite I ... — 

par lepoiot e sera dirigée perpendiculairement é l'axe . 
ginaire de l’hyperbole t ( et l'on aura le diamètre iuiuginaip- 

3* Dans le cas où la courbe x est une fxnuMe ; sera une pu raftmie* ayant la 
droite D pour diamètre mAni et ayant pour- tangente au point ('une droitg 
perpondiquUire A'i’axe A. . 

• .(ül) sorte que dans les trois cas le plan langent au ptiinl * S lit- surface rtfipsoiilc 

ou liyperbôL»lU :'i deux, luppcs ou puroèoioTde elliptique. (/inr deàycrcles dégorge 
des'divcfrs'hy'pcnbolOîdcs à une nappe pqs.<iaalpar la môme section oonique^ji sera 
'per^udiculaire Ir Taxe 'Al ■ ^ ‘ • 

PnoatÈae 4.£(anr donnée, bu ttyperMoidt à.uat. nappe et un poipt, ipeperpa^ce 
ppini un, plan qtA coupe 'la nrfate.$uwanl une paraMe énnt -i’gM -^ni patte par ce ' 
n'éme-pobiL '. i. 

Concevons l’aiie A d'un hyperboloïdc2, cet S ve A étant perpendiculaire au plan 
bomootal, P;. désignons par oie oènlre elpar A le edn* a^mptote de- la surraeu 
enfin désignons para' le point donné. ^oul plan passant par le point i couj^a 
les surfaces 1 et A suivant deux sections coniques semblables et «emblableméDt 
placées et çoncentriqiiés. . • 

^S'l donc le plan sécant Q coupe le cône A suivant une parabole t, ce même 
plan 4 couppra la surface 2 suivant une parabole qui sera ideiuiqueé t pies deux 
.sections {parabole») auront môme paramètre p et môme droiteD pour axe infini. 

■ Le problème proposé es^donc ramené an problème suivant , ; y 

.. s.*' 

'Etant donné» un poinl s et un cône A , couper ce cône par un plan Q pationt par le 
point t, et (Mgé dans i’eepaee. de tell* manière que la »qction soit une parabole t dont 
fùM mjjai It passe p <9 la poinl 8. 

Peur qiTunplan eoupe un cône suivant une parabole, il faut qu'il Soit parallèle 
à l'nne des pénératricés droites de ce cône. '. '. 

V sî • • 
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Si dwc roimnifle somtnet» <ki cône A au poialrt par^ne droite B , et si l’on 
fiiit . glisser le cône A paratlèléoiein i jui-riièmê,' son sommet o {KHraourànt la 
droite B, lôrsqne ce<sôni(nct o sera en « , le c&ne A aura pris la position A, , et 
lôut^'lan Q Umgent à A, ôoupêra le oâne A suivant Une parabole »; et la généra- 
. triccrdroitc G contact du plan Q ç( du cône A, sera ie diamètre infini d» la courbe 
• de’scelion r. ' . • •• • 

If fauulonc chcrchi-i quel esl , |iamii tous les plans tangente Q, eelai qui donne 
une droite G telle qu elle soit, Jion un diamètre infini, mais Taxe infini de la 
■ e. - ' ‘ . 

prolonge la droite G jfisqu'à saTenconlrc-avec le oône A , on aqra un 
-s'irofiMipiiuel la tangente à la courbé «, séetioA du-cAb& A par Jè plan O, 
aerala droite i intersection du plan Q M du plan T tangent en'xitu pOné iV/' * . 

l'our qac Ta droite G soit l’axe infini'de la parabole e , il faut qne la droite i 
stoit perpendiculaire è la droite G . ' ‘ 

Il foudra donc cfacrcher, parmi les Couples de droiieé’O ct (,'celuiipuur lequel 
ces deux droites SC coupent sous l'angle droit. ' • ' , ' 

" Première sotiUeim. Supposons Taxe A du cône À .vertical et le' plan de l)ase 
hori/Onlal, on aura ppiîr la basedu cône A une Ctiipsie'X. > ' i .' ‘ 

SiJ’ôn mène la droite D qui unit le point donné t etie sommét o du edtva A^ 
.cette' droite Dviendra percer le plan 'lKiri/onta^cn yn point d',etsi par la droite'D 
l’on mène un plan Y, "ce plùmmpeln le cône-A suivant deux gënêratrjoes droites K 
et K, qui viendront pêrper la OQUrbè X , la première au pôint.6 et la dèoMèm'e au 
pointÂ. j'et lue trpis poiUtsft, t, et d seront en lignedroite,. Èn sorte que si parlés 
deux points k et A,' en mène des tangentes (T ut $, à Tellipsé % , ûcs droites se 
couperont' en un point r qui sera le pd/e de l’ellipse X par rapport àla poinire Atft.'. 
£t ;par rtpporféu pd/e tf OH aura une droite de^ potnls r,'qui serada 
pdftrin*' dp la' fourbe X;- , • • •• • 

Lcs'deùx plans -(o, 0) et (n, ‘6, ) seront tangents au cène A sut vim îles. droites 
fi-et K., et.-ces'.plans-'tangonts se couperont suivant, une droite _br qui- sei-a 
|wraltëlo.5 la drbitc V, lorsque G sera parallèle à K cl que dès lùrs K,, passera par 
le pèint a-. . ‘ '' ' 

Il làtU donc déCcrmim^r laqwsilion du point r sur la drolte’IV [vouè ICqifcl ht 
droite UT s^a perpendiculaire à la droite K ; c’est ce que l’oè pcnt fiiiro de la 
manière suiSantè'; ' • • ‘ ^ 

'■ Dgt» le plan (o , 6 ) tangent au cône A suivant la droite X , èi par le sonnnet o 
de-ce cône menons une droite! perpendiculaire à K; ceUodroitei viendra ooti^r 
la drôite 9, trace du plan tangent (o, 9) sur le plan delà base X eftùn point to-' 

■ .Tous.les points v formeront une eoiirbe I, et. le' point r' en lequd là (Ifoilc B' 
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coupOTa-j $era ■celui, qui donnera une solution '(tu' pr<»b)èro^e-i*'.car il SuflUà-tle 
mener par.cepo.iirt v une tangente 6' -à la. base X et Is plan mené par le [Mini *'• 

’ parallélèipent su pfan tangent (o, S') coupefra Ip Cdné A suivant une parabole 
dolit Taxe rnfuii passera par le point «. ■ ’ " ‘ .'i. 

Autant, il y aura de point »'Nle rencontre de la droite R eî do la ctiurbe 3j 
autant H y 'aura de solutions du 'problème. . 

- Il n'est pas sans intérêt de connaître la nature géométrique de la courbe 
nous allons donc cherclier son.' équation. • ... 

Il est évi,deDL qu’au lieu de mener parle sommet o du cène À une droite I qui , 
siti]ée dans le plan_ tangent (o, 9)s,sera perpendiculaire à la génératrice de 
contact K, on peut mener par ce pojnt c.ûn pian ’L perpendiculaire à la droilo K, 
et la trace hoi‘izontalc< H' de cp plan Z coupera la trace liorizontalc 9 du plan 
tangenf'en un pdiet qui ne' sera autre qde le point v trouvé cî-dessus comme, 
rencontre des droites I el,9./ ^ . ■ ■ . , 

■ CelaiMsé: . ; . -V-’;.' 

Ims Quations de-rcjlipse X 'seront., 'en prenant j.'axc A ’itu cène A pour axe 
des s et le plan de la cotirbe X pour plan des x èi y,, ■ ' ' 

. “ \ r • - •' •• 

Les ^uations'd'une génératrice. droite K du cOne. A seront :. ^* . 

. ''.J — y’ . ' '• 

^ • • > - . * C. ^ • V. 

af— J?'* — — . X - ^ *' • . ‘ ■ 

•' <?•*. '* * «■ • * 

* • ' ^ . , 

en désignant par cia distance du sommet o au plan des (x, y). 

, L’équ.atidn'du plan Z passani par le sommet à,^cl perpendiculaire à là'droitp K, 

sera< • ' . ' • ' . . 

• ■ (x— e)c.— *■ 

I.a trace horizontale H' aiira pour .équations:’ ' , 

' • • ,c=0 et 

L'équation de la tangente 9 au point de L’ellipse X- dont les coordonnées sont'.' ' 
*■' ei y' est 


6* ^ 


tî) 
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On il 4e plus T^ualion 4e condition ; 




puisque le point dont les coordonnées sont x et y est sur la courbe X. ' • ■ . - 
En éliminant a:'. et y' entre les équations (1), (8) et (3), on aura-une équation 
eii X et ÿ qui sera celle du tku ehefclié et ainsi de ta courbe i lieu dps points «i; 
L’élimination éum'effoctuéci' on arrive à l’équation 

.. V ■ . -■ '''' • V 

. .(N*— ‘ 

en posant; - • '•* ‘ • *•*' ‘ , 

• • . - N'=V(î^-)’, P■=(?^^^ .ST=5’(r+7)’. ■ ' “ ’ 


Discutons l’équation‘(4) (qui est cell.e de la courbé 4) adn 3e recbnnalire la 
forme dé cette courbé; et pouf faciliter celte 'discuMÎon, 'écrivons .réquation (4) 
sous la forme; ' . . ' - 



V,'- . Mx‘ ■ 

• . l/p'x’— ü*. .' ^ 



j^cra imàginaii^ pour toutes les' valeurs positives et négatives-de.x-pour 
lesquelles on aura :Çx> N. •' . - ■ ^ _ 

l/)rsque P’x’ = N‘, on a x=± ^ et y est infini. Si l’on met l’équatiOn (5)sous 

* • • * “* » ’ • 
la forme : : - ' ■ . . • . ■ 




M 

P‘— 




bp voh que x augmentant, y va en diminuant jusqu’à ce.quc onlin, pour 

‘ • ï'-” 

j=oc, on ay = ±^. - . ’ 

^ . , . . l . .. ■ ' 

■ De plus I il est évident que la courbe repl^enlce par l’ équation (5) estsymé- 
. trique par-rapport à l’aiie des tant du'eélé des x positifs que ds$x~négatifs, et 
atissipal- rapport à l'a te des y, tant du côté des y pos'itife que des ij négatifs. 
L’équation (6) peut s'écrire sous la forme : • . 

' * f . • • . 

X'y’-f MV=P’,ry " ’ • ' (7) 
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El alors -on voit que la courbe a deux a'sjm^tutas' prâllèlcs à. l'axe tics 5 dont . 
les équalions sont v=± ÿ > et deux asymptotes parallèles V des x dont les 

éqitalions sont x='±-. _ 

La forme de la courbe $ donnée par l'équal'ion (4) sera donc celle repré- 
sentée par la jiy. 93. Toutefois, il peut arriver que les asymptotes des quatre 
branj;hes dont la courbe 4 est ibnuée coupent l'clIi^sc X. ^ ' 

■ Exaipinons donc ce qui peut .arriver 'à ce sujel. • “ 

, -.'Les deux asymptotes parallèles à l’axe des x ont pour équations ;' . " 




(8) 


Supposons que le grand axe de Tellipsc X est dirigé suivant Taxe des x, on 
aura : «!> 6 .' . ' * - ■■ ' ' , ' 

L'érjuation ( 8 ) donnera, -en remplaçant M et P par leurs valeurs ert a et b 

‘ •> . ■ • . 




à’~b‘ 


«i l’on a = 5>'fr, l’asymptote ue coupera pas l’ellipse X j ' •' . . 

Si Ton a ^ .< 6 ’, l’asymptoté coupera rellipso X;- 

M ' •- 


Si Top a p,= b, l’asymptote sera tangente à rëHi|>se. ' ^ • . _• 

J. ■ ‘ ' ô. . , 6 (a' ' . 

• Or, en posant I inégalité ■ 5 »> ' !■ 

• ^ ^ . V ' <• ' ^ 

< On voh que.comme l’on a établi qu'c a est plus, ^am] que 6 , 01 ) aura toujours 


>.*. 


.Donc les .deux asymptotes parallèles à Taie des x- ne renconiroront jamais 
l'eHipsc X. V. ^ !•■* :':. • • ■ ' " 

Mais il n’en sera .pas de mémo pour Tes deux Jsy mptotës {>arâllèles à T’axé deVy ; 
car si PoH pose,: . ‘ ” . . 


n; > 

P 5 '• 


DU 




Digitized by Google 



— 


. ou cnlin • 


, ' < • • 


V ' 


On voit <iue j / a — b' est précisément i’eicentricité e tic l’ellipse X> ét que 




j/t’-l-c* est égal à U génératrice L comprise entre le sommet du cène A cl 
l’extrémité du petit axe de l’ellipse X base dececône. 

Les trois cas pourront donc se présenter, sévoir : 

,'(* e> L, 2" e = L,< 3" e<i' ' 

DSns le premier cas , les asymptotes ne ^ e-’ ' «“'P»o X. . 

vas, les" asymptotes toucheront l'ellipsé X en. ses sommets 

extrémités dc^son^raod axp. . ^ V 

Dans le Iroisième cas, les asymptotes couperont l'ellipse X.' • ’> 

Deuxième solution.., Étaol donné oh cdn'e du sccoqd degré 'i, si roo'raéne par 
son sohimet o une droite et si l'on fait mouvoir ce. cène A paralléleMeai . 
à hii-ttaéme son. sommet o parcourant la'droile. lorsque le poioLô sera vc^u 
SC placer en un poiht-s, le eéne A prendra dans.l'cspaoc uiie position A, et l’on 
sait que les dmx cOhes A et *A, se coupeol suivant une eoucbc p.lane S : . . 

1* Laconrbe Sest une ellipse lorsque lu droite D est située dans Finlérinur du 
cène A; . ■ . . . •: ' ■ 

2’ La courbe S est une lorsque la droite D %st située liprs du'cône’A ; 

. 3:' La courbe 6 ost-unc génèrdtrice'droUe du cône A lorsque la droite. D est- 
située sur ce cône,. et dans èe cas les 'deux cônes A et A.' sont eq «oqtact. suivant 
cette .génératrice droite D, laquelle joue le rôle de parabole. 

Cela posé': si l’on mène au cône A, un plan tangent O', .h' génératrice dé 
contact étant une droite' G, il existera sur le c<)nc A une génératrice K parallèle 
à. G, et le plan tangent au cône A le long de K sera parallèle au plan Q et la 
droite G percera le cène A en un point x qui appartiendra à la scc'lion ooniquê 6 
intersection des deux cônes A et A,. . ' ■ 

El si Ton mène par le point x la génératrice droite K, du cône A, le plan 
tangent à A tout le long d.e ¥. coupera le plan Q suivent une droite ./ tangente 
en x à la courbe €. ‘ \ 

Donc pour que Je poinf a; soit le sommet de la parabole sectipo du cône A par. 
le plan Q , il faudra que les deux droites l et G soient perpendiculaires entre eHes. 
Le problème est donc ramené au problème suivant : ' ; 
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- V 

- >Euuit daiwé un cilftf ^ QffWt ‘CDiujiif I ^ VJi point et potar boêt ^ dit^tclri<‘c 

une sn-rion cniUpie S , irowlter,-porini bmiet le» gdnériOricet droilèt deMeàae celles 
qüLcmpent sout l’angle droit la courbe S, . ■ ' ^ — • ■ ■ * . 

Pour récosdre ce'probtéaM, il toUira d'abaisser du somnet $ hoe pcrppndi- ■ 
culuirc N spf le plan die la courbe 6^ la droite N percera le plan de t en. on 
poitiT n , et l'on mènera par ce point ^ des normales à la courbe S. Chacun des 
petnu en lesquels ces normales perceront la courbe S sera précisément la poinr^r 
sommet de lu parabole demandée et dont l'axe' infini passera pÿr le po’mt s. 

' ‘ Or, par un point nxitué sur la plan d'une saction conique $ , on peut toujours 
tnoQcr deux normales à cette courbe € (et on n’en pênt métier que deux) que le 
l>oini n soit sKué en dedans ou en dehors de la courbe e. ; . ' ' 

■ Le problème proposéji doné Icnjours deux solutions, lom]ue le point s ne 
sera pas situé sur le cOne A. ■ • • . . -- r; „ . • 

• *' V*. • ^ 

Lorsque -le point s - sera sur le cène alors le 0600 A, no coupera pliis le. 
eùne A, mais lui ser^ tangent tout le long de la' génératrice droite D passant -j>ar 
le point ‘ ■ ' ’i . ■ ■ • • 

•'OneoDsIrnira le planX làngeniaueùnaAsuivaul l« droite D,etil faudra chercher 
(lanni tous les pians Q tangents. au oéne A,-, celui . quî oqupera le plan T suivant 
iineVlroite cpcj^udiculairQ’tt la génâratficedecontaci 0 du. plan Q et ducOinoA,. 
,'^Dabs. ce Cas particulier^ iljaudra. employer la première soiUliou'et considérer 
le oAnc ayhnt'son sonnet aii paint'o sommet du cène A et pour base la courbe 
à qua'lrc brancims.è. ' . 

La construction devra- s’-exéenter da la manière éuivante-; .< .. 

On prolongera la-droite D, et ejle viendra couper la base elliptique X du céitevX 
i-n un' point dj en ee point d on' mènera la tangente y' à- i'cilipsè X., et ectie 
droite y CQÛperela courbe' j en deut'pdnts; mais si Iti droite 7 Mt. parallèle aux' 
asymptotes parallèles soit au'potit axe, soit au grand eM defallipde X, ou si, 
en d’autres Inrmes, ladroilc 7 est .tangente à lacottrbe Xen rooo (tes-CKl rémi tés 
dé son grand axe ou de son petit axe, alors le-, pian Q est facile à construire, car 
s.a trace horizontale sera perpendiculaire é l.'un des axes 'de. l'ellipse X> Sans ce 
ca.s ,'U.n.'y aHaU, à rigoureusement parler, qu'une seule, solulion ou trois-solu- 
liond: lïne -seule solulion ai les asymptotes de la eourbe i j^allèle {ni petit axe 
de l'ellipse ’X né coupent pas ou.tondmnt cette eourbe X, el'arols solurions.si ' 
ces.asymptot^'ctnipent la courbe X mais la génératrice D peut oapéndant én-c 
conMdéréè.dabs ce cas comme une seconde solution,. On comme une qnalriême 
sotmion. ^ . --- . ■ •• •• ' ' ‘ 

J Aaissi cela n'a pas lieu, et dès lors hormis le |>articulier précédent , 011 
mènera '.de-'ebamih des-deox points en lesquels la'courbeJ est coupée par !a 
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di'uilcy dfl6 tangentes 9 et''9, à l'eUipse et 'le plen Q aarâ <leiui pnéitioDe : dans 
Tuné il tert'^araUêie au pian («j 9) langeai au c^ne dans l'eulre il' sera 
parallèle «U plan (o, 0,) aussi tangent au i-ùne^ A. . - , • " V , , 

, Ainsi, quelle que soit la position du point «, on -peut dire que le problème 
aura toujours au moins tlc|)x solutions. , . \ \ 

' ' PnosLÈME s. Jetant données une surjart de eévotution 1 par son axe A et sa coftrbe 
méridienm i, et at/ani construit la courbe de contact C d'un, cône \'et 4é la surface £; 
supposant que ta courbe S est projetée sur le plan ruéridien passant par le sotnmet^* dit 
(line A , en une courbe. S", on demande de construire la tattgente en un point quelconque 
de a. ' ■ ' i 

t'On sait que la courbe deeontaol d’un i-Ane tangent à une surface du second 
. degré est une tsourbe pbmoj . . • • 

T 6n sait que lorsque le somniel.du e6ne tàngéitt est s'Uué sur'nn plan dia- 
métral principal dé la surface du Seoond de^'è, -leplan’de. la courir dé conUst 
est perpendiculaire à ce plap. diamétral ; ' . 

‘3* Pour construire la ooardm de coiUact 'd'un cOpe et d'une surface do révolu- 
tion, on détermine soecossivcmen.1 les- points de cette courbe..$ilaés sur- la s«tite 
des phtpUèles delà surface de révolulion „éa rérapMcant potir/C^aqup paraU^ C 
la surface.dé révdlulioiF donnée £ par uuA surface de ^révolutiott B, plus .simple, 
et telle que les deavsurlàccs B, et £ soient tangentes i'ané à raùlrer suivant le 
cerclé ou par^/è/e 0. ; ' " ' . t' 

. ' Et alors les- deux surfaces £- et RLdoivent être considérées tomme ayant rigou-^ 
reosemenlcn-oomnMiD non-oealement-le porodéle C, mais. encore. un secbnd pa- 
rallèle C' infiniment Voisin du- prcmierparallèle Cj. car deux surfaces' eo contact 
'.Suivant une Jigne ont réellement en commun nonpas scalement cattd ligne, mais 
bien une xbne superficielle et éjenicnlaire. ‘ , 7. . . ■ ' 

'On. peut donc dire.qnc poor éonstruirouo point de la Coürbc< de 'contact S, 
on considère 'et on., doit considérer deux cercles ou parallèles- sUccessHs^t- Infini- 
ment voisins C çt G'. -' '• ■ 

'Ainsi peur eonslruirc le point de la courbé 6 situé sur un parallèle ôu 
emploie tine surface auxiliaire simple et de -révolution B, ayant un contact du 
pr^ier ordre Avec lasurface gériérule£ et tout le longdu'eecde G;-. ' . 

' 5*-Poür canstrufre. la langon'te en un )>oini.fn de la-eourbe de conlapt 9, il 
faudra donc. coBstruirodeux points m et m' siicoossiis de •€', puisque la tangente 
en. m n’est autre que réléaiént rectiligne mni' de cette courbe € et supposé pro- 
longé indéfiniment. ■ , • > ■ . ' /'-i 

Os devra donc considérer trois parallèles successifs ou iofiniraeitt voisins 
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C, C', C, et par suite on. devra remplacer la surface générale 1 pour le paral- 
lèle C-,- par une surface auxiliaire simple et de révolution B, ayant un conjact 
do second ordrc.avec la surface 1 et tout le long du parallèle C ; 

fi* Si' l'on voulait construire pour le point m de la courbe do contact S, |e plan 
osCulateue de cette courbe S, il faudrait considérer quatre parallèles successifs 
ou- infiniment voisins C, C', C", C'", et par suite une surface ( plus simple que la 
surface X) de révolution B, ayant un contact du troisième ordre avec la surface 
générale 2 et tout le long de C. ^ 

Cela posé : ’ 

'1* Pour construire le point m de la courbe de contact S situé'sur un parallèle C, 
on construit un cône de révolution B, tangent à la surface X suivant le parallèle 
C, parce que l’on peut Cicileroent construire le plan T tangent au cône B, , ce 
plan T étant assujetti à passer par le sommet dti cône A; 

‘2* Pour construire la tangente au point m de la courbe S , il faudrait construire 
un ellipsoïde de révolution ou un hyperboloïde A une nappe et de révolution B,, 
ayant un contact du second ordre avec la surface X tout ie long du parallèle C. . 

OCj la construction de cette surface du second degré B, ne peut être effectuée 
que de la manière suivante ; ■ • 

Désignant par e la courbe méridienne de la surface X et par A. l'axe de révolu- 
tion de celte surface X, il faudra, au point x en lesquel le parallèle C coupe la 
méridienne e, construire une section conique H ayant l'un de sps axes dirigé 
suivant l'axe A, et ayant en x un contact du second ordre avec la méridienne e. 

Dès lors, la section conique H en tournant autour de l'axe A engendrera- une 
surlbce du second degré et tie révolution 2, ayant un contact du second ordre 
avec la surface 2 tout lé long du parallèle C. • ’ 

■ Et dès lors , construisant la courbe de conlaot de la surface 2, et d’un cône A, 
ayant pour sommet le sommet du cône A , on obtiendra une courbe plane 6, dont 
le plan viendra couper le plan tangent en m à la surface 2 suivant la tangente 
en m soit à la 'courbe S, soit à. la courbe S,; car 1l est évident que les deux 
courbes 6 et 6, seront tangentes l'une à l'autre au point m. 

Mais en ce point, m , les deux courbes € et €, n’ont qu’un contact du premier 
ordre, quoique les surfaces 2 et ^ aienf un contact du second ordre. Cela a lieu 
parce que les deux cônes A et A, n'ont qu’un contact du premier ordre tout le 
long de la génératrice droite qui leur est cqmmune ét qui passe par lé point m. 

La solution du problèmë dépend donc de la possibilité ou de l’impossibilité 
de construire la section conique H satisfaisant aux conditions, imposées. . ■■ 
Or, la courbe 11 peut toujours être Construite., quelle que soit la egurbe 
méridie«ne. (. ' - • - - 

3t 


.i . 
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Et en effet ; cinq con<iiti6ns déterminent une séctien conique. 

Or, dire que. la courbe H a en a» un contact du second ordre avec la courbe _ 
méridienne t , c'est .supposer que la courbe H passe par trois points successifs 
ou infiniment voisins X, ,r', de la courbe méridienne t. ‘ " ' 

Or, pour que la courbe H ait son centre sur l’axe A, et l’un de scs a'xes dirigé 
suivant cet axe A, il faut admettre que celte courlic H passe par les trois nouveaux 
points y, y, y" intersection des trois parallèles successifs C, C', C” par le plan 
de la courbe méridienne t. 

* ♦ . 

Or, l’on sait que si l'on sc donne six |>oints x et y, i' et y, x" et y" tels que 
les cordes xy, x'y, x"y" soient parallèles et coupées en parties égales par une 
droite' A qui leur est |>erpendiculaire, on peut toujours faire passer par les 
six points une section conique,, laquelle évidemment satisfera aux conditions 
imposées précédcuiinent, si toutefois les |>oints li, x', x"- sont trois fioints successifs 
ou infiniinent voisins. 

Cela dit ’ 

' .Uemarquons que pour le point'x la courbe méridienne peut tourner sa 'con- 
cavité ou sa convexité du cété de l’axe .A. Si la courbe c tourne sa concaviléj la 
courbe ,H sera une ellipse et la surface v_ un clli|v.soidc de isivolutionj. Si la 
courbe f tourne sa convexité, la courbe il sera une liyperbole ajant son axe 
imaginaire dirigé suivant l'axe A , et dès lors la surface 1, sera un hyperlioloïde 
à une nappe et de révolution. 

.Appliquons ce qui précède à la solution du problème énoncé. • ^ 

Soit t la courbe méridienne tracée dans un plan paixtUèle au phan verti- 
cal (fig. 04); soit( le sommet du cône A tangent à la surface 2 edgendréepar la 
conrbe ( tournant autour de l'ax^ A. . 

La projection €' de la courbe € contact du cône A et de la surface X étant 
cooaruile, on demande de construire ia tangente T au point m'de ê". 

- Par le point m' on mènera une droite C’ perpendiculaire à A’ qui viendra 
couper c’ en uti point x'. On construira en x' l’ellipse ou l’hyperbole II’ ayant 
en *' un contact du second ordre avec e’ et dont le centre sera sur A’, l'un des 
axes de cette courfie H’ étant dirigé suivant' A'. ■ . 

Par le. point s’ on mènera deux tangentes ÿ" et S," à la courbe IP, et en unissant 
les deux points do contact ’n’ et n’on aura une ilroite qui passera par le' point 
m’ et sera tangente en ce point à la courbe 6'.' • ■ ‘ • ' 

On sait que la courbe S" vient couper la courbe P en doux points if et y’ en 
lesquels cette courbe 6* s’arrête brusquement en tant que l'on considère S’ 
comme la projection de la courbé 6 de l'espace; mais l’on sait que si l’o'ii consi- 
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dérc eommc une cturbe géomélrique plane, elle se prolon^fe au dcii de ces 
points y' et y,'. . 

. On demande do construire la tangente au point y' de T; on sait que la construc- 
tion de cette tangente dépend du plan osculateur U au |»oint y de g; .carsi i'oia ^ 
connaît le plan 0 eommc il sera ]>erpendiculaire au plan méridien e, sa trace 
sur lepJan vertical de projection donnera la tangente nu |mint y’ do S’. 

ür, jusqu’à présent on n’a pas résolu le problème relatif à la conslrction du 
•plan osculateur en ce point y’ lorsque S est une courbe de contact' de deux sur- 
faces. On n’a encore résolu le problème de la couslruelioii du plan osculateur 
'que lorsque la coiirl>e S est l’intersection do deux surfaces ayant un pian dia- 
métral Y principal et comnmn et que la courbe 6 est ])rojelée sur ce plan Y (*). 

En vertu de ce qui a été dit précédemment , la construction du plan oscula- 
teur U n’oilrira auconé dilliculté lorsque la courbe g est une courbe de contact: 

El en effet : • . _ 

Pour construire un point m de la courbe g> il faut considérer deux cercles 
successifs C et C'; pour construire la tangente en il faut considérer trois 
cercles sufecessi fs G,. C' et C"; pour couslrivre le plan osculateur en m, où, en 
d’autres termes, pour construire deux tangentes successives en m, il faut con- 
si^rcr quatre cercles successifs C, G', G" et G"'.’ 

Mais {Mur Te point y, la tangente i esi perpendiculaire au plan méridien t, ' 
et c’est la langeute (' successive de l <i'ue l’on cherche. Or, comme t est perpeo- 
diculaire au plan méridien , on vpii que les quatre cercles successifs que l’on 
devrait considérer se réduisent à trois, et que par conséquent il suffira de 
construire une surface £, dont la courbe méridienne U aura seulement un contact 
•du second ordre au point y avec la courbe t, et non un contget du troisième « 
ordre. En sorte que la conslrucliou de la. tangente au point y’ de 6* sera identi- 
quement la même que celle do la tangente en on point courani m’ de g’. • • 

On peut généraSter tout ce qui précède, Ct de la manière suivante: • . \ 

On sait que par trois sections coniques G , G', G" semblables et semblablement 
placées et dont les centres sont sur une droite D et dont les plans sèntpai allélcs , 
on peut toujours faire passer une surface du second degré, et qu’on n!en peut 
faire passer qu’une.' _ ‘ ; 

Gela posé ! ' 'i ‘ ■ 

Goncévons une' surface Z engendrée par une section coniqué C dont le plan 
SC meuve parallèlement à lui-mémè. Je centre de la courbe C se mouvant sur ùnê 


(*) Et Minti dftâs Vépnre oû 1 *od détermine let projection* de rtnlertèetion de.deux *orf«ce* d* xtwo^ 
lation dont lee czee m ooapeot. * ' ' 
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droite D', cette'courbe C changeant d'ailleurs de grandeur, tout en restant 
semblable à ellc-nième;. si l'on mène par la droite D un plan P, ce plan coopéra' 
les diverses courbes C, C,, C,, C, ( qui sont dans rcs]tace les diverses posi- 
tions de la courbe génératrice C) en des points p, p,,p,( p,,-.-- qui formeront une 
courlte ( que l’on pourra regarder comme la directrice de la génératrièe mobile 
cl variable de paramétres C. - . ■ 

Concevons dans l'espace un point t sommet d'un cdne A tangent à la surfoce i 
suivant une courbe g.. 

On pourra toujours construire en un point m de la courbe g là tangente à cette 
courbe , au mojen des considérations suivantes: ■ • * 

Si l'on conçoit en m les trois courbes génératrices successives ou infiniment 
voisines C, C', C", on pourra toujours, -par ces trois courlH*s, faire passer une 
sorfave du second degré X qui aura dès lors un contact du sivond ordre avec la* 
• . surfiice 2 et tout le long de la courbe C. 

Et si l’on construit la courbe de contact g, de 2, et d'uh cène A, ayant le point « 

, pour sommet, les deux courbes g et g, auront uu contact premier ordre en m. 

• ‘ (tr, la courbe g, est plane; donc le plan de g, couj>cra le pjan T tangent en ni 
à la surface 2 suivant la tangente en m à la courfaç g. 

Il sera toujours facile de construire la sur|aoe du second degré 2, , car il sufli;'a 
de construire, au point p en lequel la dheeniee e de la surface 2'estenupéc |>ar le 
pttrallèle C passant |)ar le point >n, la section conique H. ayant un contact du 
second ordre avec c, et ayanison centre situé sur la droite D gtde plus celle droite 
I) et la droite K qui unit le centre de la courbe génératrice Cèt le point p étant un 
système conjuguéy ainsi K sera la corde ei'D le dimnétre, conjugués l’un à rauim. 

r>t la conslmetion de la tangerUe d ta projecUm f de la courbei itUenerUim de deux turfare* 
•• de rivolutiçu dont le» axes te reneonlrenl .’ 

> U'est ici le Jieu de faire quelques observations sur la construction de 
la tangente en un point m' de la projection verticale de |a courbe 3', inter- 
section' de deux surfaces de révolution 2. cl -2,, dont les axes A et A, se coupent, 
le plan vertical de projection étant le plan des axes do ces deux surfaces. ■ _ , 

. On sait que puur construire cçtte tangente 9’, on emploie le plan des normales 
N et N,' menées au point m, la premièroà là surface 2 et la seconde à la surface 2, 
et que la trace du plan (N, ^,) sur le plan (A, A.) u'csl autre que la droite quL 
unit le point n en loquet l’axe A est coupé par la normale N , avec le point n, on 
' lequel l’axe A, est coupé par la normale N.; et la. tangente 9' cherchée est |>er- 
' pendiculairc à la droite (n, n.). ‘ . . , ’ \ 
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Les divers auteurs ont appliqué cette méthode à tous tes points de la courbe d', 
et aussi au point x en lequel la courbe 3 perce le plan des axes (A , A,) , ce point x 
étant dés lors celui en le<|ucl se coupent les- courbes méridiennes des surfaces ^ 
et (ces courbes méridiennes étant situées dans le plan des axes qui est un plan 
méridien commun aux deux surfaces de révolution),* et ils n’ont point ce que je 
crois, expliqué d’une manière sullisamment nette pourquoi cette métliodc était 
exaçte, lorsqu’on l’appliquait h' un (>oint tout particulier, tel qu'est le point x. 

■ A la première vue, on serait |K>rté à croire, au contraire, que pour ce point » 
la méthode n’est point rigoureuse. ' 

Et en elTet : ^ » . • • . * ' 

Concevons deux paralléiet sûcccssilà et inSniinent voisins C et C' de la sur- 
face le Cercle C coupera la courbe 3 en un point p, et le cercle C' coupera 
cette même courlw en un point p' et les deux points p et p' seront degx points suc- 
cessifs et -infiniment voisins de la courbe ê et l’élcment rectiligne pp' étant pro- 
longé'donnera la tangente au point p de la courbe é. 

Toutes les normales menées à la surface X par les divers points du ptirallêle C 
couperont'l’axe A, 'et en un même point </; toutes les normales menées, à la 
surfaa* X par les divers points du parallèle C' couperont l’axe A,. et en un iqémc 
l>oint If'. • ^ . ... 

Et ces po'ints tf et q' seront distincts entre eux; ils seront deux points suc- 
cesifs et infiniment voisins de l’axe A. 

Or, pour construire la tangente en un point p de la courbe 3, on n’a besoin 
de mener une -normale- a la surface X que par lo- point p; par conséquent lu 
trace sur le plan des axes de tout plan [tassant par la droite N, passej-a par le 
point q, point qui est rigoureusement déterminé. 

Mais si l’on voulait-coéstruiro la tangente au point p' do la courbe 3 , ce point p' 
étant le successif ut infiniment voisin du point p, et si dés lors on voulait 
construire la tangente 9' de la courbe 3 successive et infiniment vôisine de ht 
tangente 9 au ftoint p, on devrait mener par le point p' une normale N' à la sur- 
face 2, laquelle cou|ierait l'axe A au point 9 qui serait le successif et infiniment 
voisin du point q sur la droite A , et la trace sur le plan des axes de tout plan 
passant par la noruiale N' passerait par le point q'. 

Et ce que nqus venons de dire pour deuxjtoints (juelconqùes successifs et infi- 
niment voisins, p et p'de la eçurbe é,- petit se dire pour lepointx situé sur le plan 
des axes et son successif x' qui. est hors, de ce plan, et comme la tangente 9 au 
point X est perpendiculaire au |ilan des axes, on est obligé de construire sa tangentê 
sucessivc g' qui n'est autre que la tangente au point successif x' de la courbe 3. 

Et , alors la trace du p'andes normales ne passera pas.par le point q en lequel la 
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normnte N au point x de la courbe d coupe Taxe mais par le point 9 ' en lequel 
la normale N' au point*' de J coupe cet axe A. 

On serait donc tenté de regarder te construction de la tangenteau point* comme 
approximâtive , puisque l’on fait passer la trace du plan des normales par le point 
q , et non par le point q' infiniment voisin de q , comme ce qui précéile . semble 
nous y obliger. _ ; • 

■ Cependant pour ce point * tout particulier de la courbe i , la construction de 
la tangente est rigoureuse , parce que pource point* il arrive que les deux points 
q etq' se confundent en un seul point, ou en d'autres termes, c’est que pour le 
point * de la courbe 3 les normales N a;i point * et N' au point infiniment voisin 
* (e.es normales étant menées à la surface 2 > se coupent, Undis que pour tous 
les autres points de la courbe 3, les deux normales successives à la surface X ne «e 
coupent pas. En d'autres termes, encore, c’est que la surface gauche 6 Ibnuée 
par les diverses normales à la surface 1 et qui ont pour directrice la>courbe 3, se 
trouve- avoir une courbure développable tout le long de la normale menée par le 
poiiiitxj'et ainsi toutle long de la normale située dans le pian des axes'desdeux 
surfaces de révolution considérées. •’ \ . 

Et en effet : . ' • , ■ ' • 

La courbe 3 est symétrique par rapport au plan des axes , l’axe A est une droite 
de Mriction pour la surfecc gauche 0 , celle surface 0 est donc syniélriquo par rap- 
port au plan des axes. 

Si.]c construis au point *de la eoürbc 3 le cercle osculateur y, son plan sera 
|RM-pendiculaire au plan des ax(>s cl son centre sera' sur Je plan des. axest on 
pourra donc construire un eéne osculateur à la surface 0 , tout le- long de la nor- 
inalc au point * , et Ce cône sera symétrique j>ar rapport au plan des axes , et son 
sommet sera au point en lequel la normale menée au point *cogpe Faxe A. Un a 
donc, en vertu de ce que la courbe 3 est symétrique par rapport.au plan désaxés, 
en ce cercle'y un cercle osculateur ayant , non 'pas seulement un contact du second 
ordre avec la, courbe 3, maie un contact du troisième ordre, par conséquent la 
surface gauche 0 a quatreglpiératriccs droites successives et infiniment voisines, 
qui viennent se couper en o» même point de i’axè A-. ’ • 

Et o’csl parce que la surface 0 est développable tout le long de sa génératrice 
droite située dans le plan des ateS, que la coosirnction de la tangente au point * 
de la courbe 3, par lit méthode du plan d«s normales, est rigoureuaament exacte. 
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• ■ ■ ISouoellei propriétés des parabotdides hi/perboliques. 

' . * 

fiorsque l'on a doux droites dans l'espace A et A', et que l’on divise en parties 

.égales ces deux droites par des points I i 2 , 3, 4 , S , cgaleraent espacés sur 

A et par des points 1', 2% 3', 4', 5', ..... aussi également espacés sur A' (les divisions 
de A étantégales ou non à celles de A') on sait que si l’on unit les points 1 , 1' et 

2, 2' et 3, 3', etc., par des droites G,, G., G,, ou forme un paraboloïde 

hyperbolique 2. 

Si l'on unissait les points 1 , 2' et 2, 3' et 3 , 4‘, etc. par des droites G/, G',; 

G/, on formerait un nouveau paraboloïde' hyperbolique 2'; si do môme on 

unissait les points 1 , 3' el2, 4' et 3, 5' etc., |>ar des droites G,", G", G,"etc.,on 
formerait encore un nouveau- paraboloïde hyperbolique 2". 

Car' l’on peut, eiï faisant mouvoir une droite D sur deux droites A et A' { non 
situées dans un même pLm)parâllèlembnl à unpian P, engendrer une infinité’ de 
paraboloidcs hyperboliques en faisant varier la (losition de ce plan P. Tous ces 
pàraboloïdcs se couperont suivant les deux droites A et A* et auront tous un plan 
directeur commun qui sera le plan Q parallcleauxdroilesdirectrices A et A'; et 
chaque posKion du plan P sera celle du. second plan directeur, d’un dos pa'ralio* 
loïdes. 

Cela posé : • ' ’ - ■ - 

Concevons trois' droites parallèles entre elles B, A, B (Jtg. itâj, et tracées dans 
un môme plan. Prenons sur D un point s;, divisons la droite B en parties égales 
par les points a', é',c', tf, 

Unissons le point s avec chacun de 'ces points de division , -à', b', c\ d't les 

divergentes du point s couperont la droite A en des points a,- b, r, d qui 

seront tels, qu'ils éliviseront aussi en parties égales la droite A. Ainsi, ayant, 
sur B, ab'=b'c —c'(t =elc, on aura sur A, ab=bcz=cd—elc. 

Unissons maintenant le point a' de B avec le point 6 de A , par une droite coû' 
pant D en 

Si on mène par les points />', c', if...... de B des droites allant converger en s', 

CCS droites couperont la droite A en des pojnls qui ne seront autres que les points 
c, d, etc. déjà placés sur cette droite A. Et en' effet: lestrois droites s'a', s'b',s'c, 
coupent A en les points é, c., . 

Les deux triangles s'bc, et ««V sont semblables. '• • ' 

' Les deux triangles sab et m'ii' sont semblables. • ^ 



Digitized by Google 


I 


— 272 — 

l>es triangles ont leurs sommets s et t ' situés sur une droite D parallèle à leurs 
liMes situées pour les uns sur A, pour les autres sur B, mais A et B sont parallèles. 

On a donc évidemment ab=bc,, dont le point c, n’est autre que le point c. 
Donc etc. '•> : ' ’ 

On sait aussi , que si l'on a {fig- BC^deux droites parallèles A, et B, et qu’on 
les divise en parties égales par des parallèles équidistantes K, K,, K;j K,, en 
unissant ; t* les points a et I/, A et c', c et d', etc.'^, on aura une suite de droites 
parallèles entre elles K,', K', K,', etc.; en unissant 2*les pointsa et c', A et d',det«', 
on aura encore une suite dé droites parallèles entre elles K,", K ", K,'Vetc. 

Cela posé : . . 

Concevons trois plans rectangulaires entre eux P, Q.et R se coupant, suivant 
trois droites X, Y , Z, la droite. X étant l’interscclion des plans P et Q, la droite . 
Y étant l’intersection des pians P ët R et la droite Z étant l'intersection des plans 
O et R. • . . 

Prenons le plan P poiirplan horizontal de projection ; P et R serontdeux plans 
verticaux de projection. _ . ' . ’ • 

X sera la ligne de terre pour les |>lahs P et y. ‘ _ . 

Y Sera la ligne do terre pour les plans P et R. > ■ •• ' 

Dès lorseteinployanl nos notations, si l'on u dans l'cspacedeux droites parallèles 
aux plans Q et désignées par A et A', leurs projeetioas A* et A' sur le plan P 
seront parallèles à Z;* et leurs projections A' et A'* sur le plan Qse couperont en 
un point o. ‘ ' 

Prenons les positions de A et A' telles que: si di; point o on mène dans le plan 
y une droite Z, |)arallèleà Z, lus points en lesquels le plan P sent coupé par les 
dr.oites Z, , A et A' se trouvent en ligne droite. 

D’après ce que l’on sait, si l’on Tua mouvoir une droite G sur A et A' parallèle* 
ment au plan P, si cette droite G en ses diverses positions divise la droite A' en 
parties égales, elledivisera aussi la droite A en parties égales, et l'on aura un para- 
boloide hyperbolique 2 dont le soihnael sera au point o situé sur le plan Q et dont 
l’axe inlini $ passera par le sommet o et sera parallèle à la droite X intersection des 
deux |)lans directeurs P et Q. L’axe mfini ( dii'paraboloide 2 sera donc situé dans 
le plan Q. ‘ . 

'Et les diverses génératrices G du. paraboloïdc 2 se projetteront sur le plan R 
suivant des parallèles à la droite Y,'el diviseront les droites A" et A"' en parties 
égales ainsi que cela est indiqué .sur la fig. B6, pour les droites K., K,> etc. 
.qui divisent les droites A,, et B, respectivement on parties égales. 

Eicès même» génératrices G se projetteront sur Je plan P suivant des droites 
(qui divergeant dufwint «en lequel la'droite Z, coupe h droite X)diviscronten par- 
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lieségalesicsdrpiles el A'*, ainsi que cela a lieu fiy. 05 pour les droites parallèles 
A et B et les droites qiii,divcrgent du point t. 

Cela posé : 

Si l'on mène par la droite X un plan P', faisant avec le plan Q un angle a et arec 
le plan P un angle S complémentaire de 3, et si l'on mène A ce plan P' une suite 
de plans parallèles et équidistants entre eux P,', P/, P/ ces divers plans cou- 

peront les droites A et A' en des points qui seront équidistants entre eux , ou eu 
d'autres termes , qui diviseront ces droites A et A' en parties égales. 

Dés lors les droites G,', G.', G/ qui passeront par les points de divisions et seront 
parallèles au plan P' se projetteront sur le plan R suivant des parallèles équidis- 
tantes et faisant un angle 6 avec la droite Y (ainsi que cela a lieu pour les droites 
K', K/, K', etc. j!ÿ. 9C) et diviseront A’' et A"' en parties égales. 

Et ces mêmes droites G.', G/, G,', se projetteront sur le plan P suivantdes droifes 
qui diviseront en parties égales les droites A*et*A'* et concourront en un point 
x'i comme en la fig. 95, et le pbint *' ainsi que le point t devront en vertu de ce 
qui a été dit ci-dessus être situés sur une droite parallèle à A* et A”* et dès lors ce 
point s' sera situésurla droite X. 

Nous pouvons donc énoncer, le i/iéoréine suivant : 

Si l’on a un paraboloïde hyperbolique X, et que pr son axe infini ^ on mène 
deux plans Q, et P, respectivement parallèles aux génératrices du premier et du 
deuxième système. Si l’on prend deux génératrices du premier système A et A' 
prallèles au plan Q., on pourra par ces deux droites A et A' faire passer une 
infinité de praboloïdes hyperboliques X', X", X'",...». qui auront respectivement 

pour second plan directeur l'un des plans P,', P,", P,'", lesquels psseront 

toits par l’axe l, ces divers praboloïdes ayant le plan Q, pour plan directeur 
commun. 

-- ^Lcs soramets deces divers praboloïdcs et leurs axes infinis i'" seront tous 

situés dans le plan Q, el ces axes seront prallèles entre eux et A faxe £ du pra- 
boloidc X. ' • 

Maintenant je dis que les sommets o, o, des divers paraboloides X, 

X', X", X"', seront sur une droite située dans le plan Q,. 

En elTei : . 

On sait que lorsque l’on a un paraboloïde liyprbolique X ayant deux pian.s 
directeurs P el Q se coupant suivant une droite X el sous un angle arbitraire «, 
si l’on- mène un plan U perpendiculaire à P el Q et coupant P suivant une droite 
Yet coupnt Q suivant une droite Z, les deux génératrices de systèmes dilTérents 
qidkl croisent au sommet 0 du praboloïdo sont respctivemçnt parallèles aux 
drCÜtteZ et Y, et dès lors sont dans le plan qui, mené pr le sommet o, serait pr- 
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pendicul«ire à la droite X , ou, en d'autres termee, perpendiculaire à l’axe infini ^ 
du paraboloïde, ou, en d'autres termes, encore parallèle au plan R. _ . 

Par conséquent le plan Q, étant un plan directeur commun et tous les sommets 

O, o\ o", o", des divers paraboloïdes 1, 2!', X", X'" étant dans ce plan, toutes les 
géDQcalriccs du premier système (parallèles à Q, ) qui passent respectivement par * 
ces mérs sommets o, o', o',.... seront dans le plan Q, et seront parallèles è Z, et 
toutes les génératrices du deuxième système (parallèles respectivement à P,, P/, 

P. ") et qui liassent respectivement parles sommets o, o', o", o'" seront parallèles 
au plan R. 

Toutes ces génératrices formeront donc un paraboloïde A ayant les plans Q, 
et R pour plans directeurs et les droites A et \'|)our directrices. 

Or, toutes les génératrices du système parallèle an plan R pour le paraboloïde 
A coupent le plan Q, en des points qui sont sur une génératrice de A apparie* 
nant au système de génératrices droites parallèles au plan Q,, donc tous les 

sommets o, o', o",- des divers |>ara.boloïdes 2,'X', X', s®*** u”® droite 

située <lans le plan Q,. £l il sera toujours facile de construire eetlc droite, par la 
considération du paraboloïde A. 

S VI. 

Lorsque nous avons parlé des épicycloides annulaires, nous avons eu l'occa- 
sion d'examiner deux systèmes qui étaient tels que l’un d’eux était la transforma- 
tion de l’autre. Dans l’un des systèmes, il y avait un plan qui se trouvait représenté 
dans l’antre système par un plan gauche ou paraboloide hyperbolique; nous allons 
examiner un second système dans lequel la même chose a lieu. . 

Cet examen ne sera pas sans intérêt , parce que les transformations sont fré- 
(|ucnimcnt employées en géométrie descriptive, ainsi (|ue nous l’avons déjà dit, 
comme moyen ou méthode de recherche. . 

Concevons {fg. 97 ), un cène de révolution ayant pour axe la droite A et pour 
base le cercle C et son sommet étant en un point 

Imaginons un second cône ayant le même cercle C pour base cl son sommet 
situé, en s sur l’axe S.. ' . . ■ 

Si par un point m de C et par l’axe A on fait passer un plan méridien P, ce plan 
coupera Jes deux cènes suivant deux génératrices G cl G, qui feront entre elles 
un angle droit ouun angle arl)ilrairc x ; de sorte que les demi-angles au sommet 
5 cl S;' des deux cènes (s, C) et (*, , C) seront ou ne seront pas complémentaires 
l'un de l'autre. '• 
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Traçons sur 4e cône (f, C) une section conique e.' •' 

Cette courbe c sera coupôe par la génératrice G, en un point 

Menons par x une droite K parallèle â G , elle coupera l’axe A en un point p. 

Opérant de la même manière pour tous les points x de la courbe j, on aura une 
suite de droites K qui formeront une surface gauche 2 engendrée par une droite 
K se mouvant sur l’axe A , sur la courbe e et parallèlement au cône (*, C). 

Concevons la tangente ren mau cercle C. 

Traçons la tangente 9 en x à la courbe c. 

Si nous menons une droite sn dans le plan tangent au cône (s, C), lequel plan 
passe par f et fi, si nous unissons le point n, en lequel se coupent les droites tn 
et t , au point », sommet du premier cône, cette droite coupera 6 en un point y, et si 
|>ar y nous menons une droite L parallèle à sn, elle coupera l’axe A en un point q. 

Opérant pour tous les points de la droite ( comme nous venons de le faire pour 
le point n , nous obtiendrons une suite de droites l- s’appuyant sur Taxe A et sur 
9 et étant toutes parallèles au plan langent ( ( , G). 

La surface A , lieu des droites L , sera donc un paraboloSde hyperbolique ayant A 
et 9 pour directrices et le plan langent (t. G) pour plan directeur. 

Ainsi le plan (t. G) est transformé en un paraboloîdc A » et le cône(», C) se 
trouve transformé en une surlace gauche2. * 

El comme dans tout mode de transformation , deux surfaces tangentes restent 
tangentes après leur transformation, on voit que le plan (i. G) étant tangent au 
cône (»,-C) suivant la droite G, le paralraloïde A transformé du plan (t, G) sera 
tangent à la surface 1 transformée du cône ( » , C ) tout le long de la droite K trans- 
formée ie \sl mêxtènXr'wxi droite G ducône(»,C). 

Cela dit : , • . ' 

Supposons d’abord que les deux cônes ( »-, 6 ) «tf , G ) soient deux cônes égaux 
et tels dos lorsqu’on transporlànt le cône (t, C) parallèlement à lui-raème , son 
sommet s étant venu en»,, les deux' cônes en cette nouvelle position, sesuperpo* 
sent ; ou , pour plus de généralité , sujiposon» que les deux cônes (»,.C) et(»,,C) 
ne sé coupent. que suivant une seule section conique, et soient dés lors tels, qu’en 
menant par l’axe A.un plan, ce plan coupe les deux cônes suivant quatre géeéra- 
. triées pariiUU«itj|wx i de(||.- ■ 

Cesdeux côlieCM potlrront se couper- que suivant ; 1* une ellipse, ai la droite A 
qui unit les sommets t et », .des deux cônes est dans l’intérieur de ces cônes; et 
2* une by pefbole , yi la droite A des sommets est extérieure aux cônes. 

CtHfjiitxns loQt le tyatème par un pion Ce plan pourra avoir deux, positions par 
rat||j|i|ifrA la dniM^ qui tteit’let aommeis » et », des deux cônes, il . pourra la 
coupât’, ôtt lui fM^itNiHélei ' 
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Premier cas. 1* La droite A étant intérieure atix cône», le plan X étant parallèle à 
la droite A des sommets. 

Le plan X {/iy. 97) coupera le cône (*, C) suivant une section conique H, et le 
point V en lequel le plan X coupe la génératrice G du cône est un point de la 
courbe H. 

Ce môme plan coupera le plan tangent((, G) suivant une droite I tangente en 
V à la courbe H. • 

Ce plan X coupera la génératrice K de la surface X parallèle à G en un point : 
et ce môme plan coupera la surface gauche 1 suivant une courbe H, et le parabo- 
loïde A suivant une section I, et les deux courbes H, et I, seront tangentes l'une à 
l'autre au point i. , 

Le plan X étant parallèle à la droite A, on voit de suite que les points cet z seront 
unis par par une droite parallèle à A. 

Maintenant la courbe H, variera de forme suivant la forme des courbes &et t 
que nous supposons toujours être des sections coniques. 

Puisque l'axe A est supposé intérieur aux cônes la courbe C est une ellipse; 
sup[)Osuns que la courlMu est aussi une ellipse. 

Le plan X coupera le cône («, G) suivant une lij'perbole H. 

La cou rite H, sera dès lors composée de deux branches infinies et ayant deux 
asymptotes. 

Les deux asymptotes de la courbe /lyperôofiquc H, seront parallèles aux asymp- 
totes de l'hyperbole H. ‘ . . ■ . 

Kl en effet : ' . 

Désignons par G' la génératrice du cône.(s, C) parallèle à l'asymptote de la 
courbe H. Sur la surface X il y aura une génératrice K' parallèle à- G', et de même- 
que G' passe par le point situé à l'infini sur l'hyperbole H , de môme la droite K' 
oontieildra le point situé à l’infini sur la courbe 11., puisque G’et K' sont parallèles 
au plan sécant X. . . 

Ainsi la courbe H, est composée de deux branches séparées et infinies. 

Le plan tangent M aucônc(«, C) suivant G' se transformera en un paraboloîde 
hyperbolique A' tangent à la surface X tout le long de K'., 

On sait que quand un plan est tangent à un paraboloîde et au point situé à 
l'infini sur une génératrice de ce paraboloîde , il est parallèle au plan directeur de 
cetfe génératrice. 

Le plan T' langent au point situé à l’infini sur K' sera donc parallèle au plan T. 
Dés lors comme le plan 'f coupe le plan X suivant une. asymptote AH, le plan T' 
coupera ce même plan X suivant une asymptote à H, et les deux asymptotes à 
la courbe II el.^ la courlte II. seront évidemment parallèles. 
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DeuxiÈME CAS. i'' Le plan \ coupant /adroite A de* sommets. >' 

Le plan X coupant l’axe A , coupera le cône suivant une parabole, une hyperbole 
ou uneellipse, cl l'on aura l'une de ces Irais sections coniques ]>our. courbe de 
.section , en vertu de la valeur de l’angle quele plan P fera avec l’axe A. 

D’après tout ce qui a été dit précédemment, il est évident: que le planX coii- 
l>cra la surface gauche 1 : 

1* Suivant une courbcpuraéoli^ue ( composée d’une branche iiiliniedans les deux 
sens et sans asymptote) si ce plan X coupe le cône («, C) suivant une parabole; 

2" Suivant une oourho. hyperbolique (wmposée de deux branches infinies et 
ayant deux asymptotes) si ce plan \ coupe le cône(», C) suivant une hyperbole ; 

3* Suivant une courbe elliptique ( courbe fermée) si ce plan X coupe te i:ônc 
{s, C) suivant UDC ellipse. 

Nous avons, dans ce qui précède, sup()Osé que la courbe e tracée sur le cône 
(s,, C)étaitune effipse, sup|)osons maintenant que cette courbe est une paroéo/c , 
et que le plan X coupe l'axe A. 

Remarquons d’abord , qu’en supposant que le plan X coupe l'axe A, nous sup- 
|K)sons implicitement' le cas où le plan X est parallèle à l'axe A, car c’est supposer 
lurs du parallélisme que le plan X coupe l’axe A à l'infini ; dans ce cas particulier 
il y a des restrictions aux résultats cl qui ne sont autres , savoir : que dans ce cas 
tout particulier le plan X coupe toujours le cône (*, C) suivant une hyperbole., 

La courbe e étanf une parabole son plan sera parallèle à une génératrice G, du 
cône (»^, C ) , cl G, sera parallèle à une génératrice G du cône ( *, G). 

Dansce cas la surface gauche 1 ne pourra pas être coupée par un plan X suivaut 
une courbe fermée ( elliptique ). 

Et en effet: ' 

D’après le mode de transformation adopté, lorsque l'on fera passer par l'axe A et 
la génératrice G, un plan P, il coupera le cône (r, C) suixant ladroitc G qui vien- 
dra couper le cercle C en un point y et la droite s, g ou G,' sera une génératrice 
du cône(r,, C) et coupera la parabole t ep un point a: par lequel on devra mener 
une droite K parallèle à G, laquelle droite K sera une génératrice à distance finie 
delà surface X. -, , 

Huis le plan P coupera le cône («, G) suivant une génératrice G' et le cône 
(s., C) précisément suivant la génératrice G,'; et G' coupera le cercle G en un 
point g' cl la droite s, g' qui ne sera autre que G, coupera la ])aral)ole c :'i l’infini , 
cl ce sera par ce point situé à l’infini qu’il faudra mener une droite K,' parallèle à 
G,', laquelle droite K,' sera une génératrice droite de la surface gauche 2. 

La surface gauche I a donc une génératrice droite K,' située à l'infini. 

Ainsi dans le cas ou la tlircclrice c est une parabole la surface gauche H ne peut 


Digitized by Google 


278 — 


iHre coupée par un plan X, quelle que soit la direction de ce plan, que 
suivant : * ' 

1* Une courbe hyperbolique; si le plan X coupc le cône (», G) suivant une 
hyperbole. 

2* Une courbe parabolique', si le plan X coupc le cône (s, G) suivant une para- 
bole ou une ellipse. 

Supposons maintenant que la courbe e est une hyperbole, et supposons encore 
i|ue la droite A des sommets est extérieure aux deux cènes. 

En discutant la question , ainsi que nous l’avons fait lorsque la droite A était 
intérieure aux deux cônes (s, G) et (s,. G) nous retrouverions identiquement les 
mêmes résultats. ' 

Reprenons maintenant le problème sous un point de vue plus général. 

PaoBLÉME céséRXL. Gooccvuns deux cônes du second degré quelconques, s et s, 

( désignant chacun des cônes par son sommet) et supposons que ces deux codes 
sont placés dans l'éspace l’uii par rapport à l'autre, d'une manière arbitraire. 

Menons par le sommet s, une droite A, de direction arbitraire et plaçons sur le 
cône t, une section conique c ( ellipse ) ou r, ( parabole) ou <, (hyperbole). 

(.k>nccvons ensuite une droite K se mouvant sur l’axe A, et la section conique e 
Ou c, 00 X; et parallèlement au oône (s); nous engendrerons une surface 
gauche 2. 

Examinons cette surface 2. 

Ssipposons me directrice t (ellipse). 

. >ous mènerons par le sommet s du cône (* ) une droite A parallèle à A,. 

. Par Taxe A, nous mènerons un plan P,, qui coupera la courbe t en deux points x 
et ÿou qui la touchera en un point*. _ . 

Par la droite A nous mènerons un plan P parallèlo au plaa P, qui coupera h; 
cône(«) suivant deux droites G et G' ou qui le louchera suivaril une droite G". 

On devra donc mener de chacun des points 4 :oby etz des parallèlcsaux droites 
G et G' ou G". ' ' 

Et l’on voit que la surface 2 sera composée de deux nappes; 2, et 2. s’entre- 
coupant suivant l'axe A, et la courbée. ' i 

Si donc on coupe tout le système par un plan X on obtiendra pour section dans 
l'une et l’autre nappe ou une courbe elliptique, si le plan X coupe le cône (a) sui- 
vant une r/lipie: ou um courbe hyperboliqte , si le plan X coupe le côue(s) sui- 
vant une hyperbole ; ou uiic courbe parabolique, si le plan .X coupe le oône (x ) 
suivant une paroôole.. 

Et l’on voit de suite aussi que dans le cas où : 
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L'an »uppo$e une lürectrke t, (parabole), 

. ‘ L'on a encore deux nappes 2.. et 2. qui ne seront coupées par un plan X que 
suivant des courbes hyperbolique* ou itarabolique». 

Et que dans le cas où : 

L'on suppose une directrice t, (hyperbole ), < 

L’on a encore deux nappes 2. et 2, qui ne sont coupées 'par un plan X que 
suivant des courbes hyperboliques. 


§ VH. 


■ La surface hélicoïde (filet de ri* triangulaire) a pour surface osculatrke, tout le long 
d’une de ses génératrices droites , un hyperboloïde à une nappe et non derévolution. ■ 

Désignons par A t'axe d’un cylindre de révolution sur lequel se trouve tracée < 

une hélice i. 

Concevons un ç6ne de révolution A ayant son sommet en un point s de l’axe A 
et cet axe pouf axé de révolution. 

Imaginons uqcdroiteG se mouvant dans l'cspace'en s'appuyant sur l’axe A et 
sur l'bélice e et ayant le cène A pour cAne directeur. 

La droite G engendrera une surface hélicoïde gauche 2 , 'qui sera la surface 
connue dans les arts sous le nom de surface diiySIct de eù (non^u/aire. 

Cela posé : ’ 

Considérons trois.génératriccs droites successives ou infiniment voisines G, 

G', G" de la surface 2, lesquelles seront parallèles respectivement à trois 
génératrices droites aussi successives et iniiniment voisines K, K'iK" du cène 
directeur A. ' . ' 

' Ces trois droites G, G', G" seront les trois directrices ou génératrices du pre- 
mier système de l'hypcrboloïde' à une nappe U osculateur de deuxième ordre à 
la surface 2 tout le long de G. , - - ■ 

Or, les trois droites G , G', G" s'appuient sur l’axe A. Cet axe A sera donc une 
génératrice droite du deuxième système dé l’hyperboloïde H. 

lin hyperboloïde aune nappe a. toujours un cène directeur ; la surface U aura 
donc un cène du deuxième degré A, pour cène directeur : G , G', G", et A seront 
donc parallèles respectivement à quatre génératrices droites de ce cène A,. 

Un peut placei- le cène A. où l'on veut dans l’espace , on peut donc supposer 
que son sommet est en s. ' . 





Digitized by Google 


— 280 — 


Dés lors le cône A, doit avoir parmi scs génératrices droites , les.quatre droites , 
K , K', K" et A. 

Le cône A, devant avoir, en commun avec le cône A, trois génératrices succes- 
sives ou infiniment voisines, lui sera osculateur du deuxième ordre tout le long 
de K. 

Le cône A, sera donc déterminé si l’on connaît sa base. Or, si l'on coupe le cône 
A par un plan \ perpendiculaire à son axe A, on aura un cercle G dont le centre 
O sera le pied de l'axe A, et ce cercle G passera par les trois points successifs ou 
infiniment voisines/:, k',k",ca lesquels les droites K, K', k" sont coupées par le 
plan X. , 

1^; cône A, aura donc pour base sur le plan X une section conique G, oscula- 
Irice du deuxième ordre en K au point k du cercle G et passant par le point o. 

Il est évident que la courbe G^ n'est autre qu’une ellipse ayant la ligne ko pour 
|ietit axe et dont le grand axe se calculera de la manière suivante : 

Désignant la ligne ko ou le rayon du cercle G patf, , o sera le rayon de courbure 
de l’ellipse G, pour le point k. 

En désignant par a le demi-grand axe cl par | le demi-petit axe de la courbe 

/S 2-®’ J' • 1 . . ' 

G, ; on aura : p = — ; d ou p — « -t- a ■ 

Pour construire a, il faudra donc décrire sur p comme diamètre un demi- 
cercle B et prendre le côté du quarré inscrit dans ce cercle B , et l'on aura la 

longueur du demi-grand axe de la courbe G,. Or, il est évident que l'on a ; 
donc le sommet du cône (s , G.) ou A. sera dans Un plan passant par le petit axe 
de l'ellipse C, ; le cône osculateur A, ne sera donc pas de révobtion , puisque Kon 
sait que tous les cônes de révolution qui passent pr une ellipse G, ont leurs 
sommets situés sur le plan qui pssant par le grand axe est perpendiculaire au 
plan de cette ellipse C,. ‘ . 

Ainsi, le cône directeur de l'hyperboloïde osculateur H est détermine » efil 
se trouve démontré que cet hyperboloïde n'est pas de révolution. 

Pour déterminer complètement l'hyperboloïde H il faut connaître une seconde 
directrice du même système que celui auquel appartient Ja droite A; or, l’on sait 
que si en un point a: d’une génératrice G d’une surface gauche 1 on mène un pian 
tangent T â cette surface 2, ce plan T coupe 2 suivant une courbe j dont la tan- 
gente ( au point x est une dcsdirecirices de i’hy|>erboloïde,osculateur. On devra 
donc construire, au [x>int x en lequel la droite Gdel'helicoïde 2coupe l'hélice t, 
le plan tangent T lequel sera déterminé pr la droite G et la tangente 9 au pint 
X de l’hélice e. ■ 
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Ce plan T Contiendra la droite' ( tangente en à la section i faite par ce même 
plan T dans l'hélicoïde 

Or : lors mémeque cettecourbe 3 serâitconstruite on ne'saurait pas lui construire 
directement sa tangente c. Mais si l'on remarque que la droite t cherchée doit 
être parallèle à une des génératrices du cône directeur A., il sera facile de con- 
struire cette droite (sans avoir bcsoinxle construire la courbe 3- 
Et en effet : ’ ‘ - 

Menons par le sommet «du cône A, une droite S, parallèle à 9 , et faisons passer 
par 9, parallèle à 9 et par G, parallèle à G un plan T, ( qui dés lors sera parallèle à 
T), ce plan T, coupera le cône A, suivant la gcnérutricc G, et suivant une seconde 
génératrice'!, qui sera parallèle à I. ' . . 

Il suffira donc de mener par le point x une droite (parallèle à (, |M>ur avoir la 
Seconde directrice droite de' l’hyperboloïdeosculateur H, lequel sera dès lorsen-t 
gendre par la droite G se mouvant sur les droites A' et ( et parallèlement au cène 
directeur A,. • . 

■ Le demi'-angle au sommet du cène A est égala l'angle sous lequel chaquegéné- 
ratrice G de rhélicoîdè 2coupe l*ax« A. , " . ■' ' ' 

Si cet angle devient droit, les' cènes directeurs A et A, deviennent un seul et 
même plan directeur Q perpendiculaireà l'axe A elle filet de vis iriartffulaire devient 
un filet, de vis carré; alors l'hyperboloïdê osçulatuuc H devient *00 paraboloide 
oseiilaleur U, ayant le plan Q |K>ur plan directeur.. • 

Ce'qui nous montre que le paraboloide osculateurdans ce cas n’est autre que 
le parabolohle engendré par 'dne droite s'appuyant sur l'axe A et sur une tan^cAte 
l'hélice c -et se mouvant pàrallèleraënt an plan Q. . . . * 

Ainsi le paraboloide de raccordement le long d'une génératrice G d’une surface 
bélicoide gauche S. (ület (le vis carré ) 'qui .a pourdirectrice l’axe A et la tangente B 
à l’hélicei, n’a pas seulement un contact du premier ordre, tout lé long de G, avec 
la surfacé .2, 'mais elle a rigoureusement va contact du deuxième ordre tout le long 
de cette même génératrice droite G , avec la surface gauche 2 (*). 

Ce qui précède peutêlre généralisé de la irianière suivante (**)} . ' . 

Concevons une surffice gauche 1 engehdree par une droite G se mouvant paral- 
lèlement à un cène dir^teur du deuxième degré A, ayant son sommet en un 
point a de l'espace en s’appuyant sûr une droite A et sur une courbe arbitraire f. 


(*) Prçpriété que l'où connaisMii, iDvit' qui M trouve ttnii déoiontrêe dhtne manière nouvelle. 

•• (V) r^oyezdana le Bulletin de 1a Socîélë philomatique, aéance du 26 mai I8SS, la nota que J’ai publiée. 
Sur Iss iiverus surfaces gauehes engeudréet par une droite te mouvant sur éeuxilr^cttt parallè- 
lement à un cène iuMeoui éègré. 

3R 
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Pour consiruirc l’Iiyperboloïde Oüculateur H de la surface ^pour uuc de scs 
génératrices droites G , on cherchera' le cône directeur A, du second degré. de 
l'hjipcrboloîde H. Pour cela on mènera par le sommet s une droite A, parallèle ù 
A , on coupera le cône A par un plan P suivant une section conique t. 

Ce plan P coupera In droite A, en un point o, et la droite K génératrice du cône 
A, laquelle est ]iaralléleà G en un point h. 

On construira dans le plan P une section conique e, passant le point o, et ayant 
en 4' un contact du deux^ième ordre avec c. • . • 

Le cône (s, t,) sera le cône directeur A, de riijpcrboloïdeosculateur H, et l'on 
obtiendra une seconde directriçc du même système que A, en construisant le plan 
T tangent à la surface 2. au point æ en lc(|uei la droite G coupe çi Ce plan T 
passera par G et parla tangente é en X à la courbe ç. .... . 

Par le sommet set la droite K on mènera un plan T, parallèle au plan . T ; ce. 
plan T, éoupera le cône A. suivant deux génératrices K et Kj et. en menant par le 
point X une droite t parallèle à K, on aura en A et t les deux génératrices droites 
de I hyperlwloide oscillateur U, . • 

Cèt liyperboloïde H peut donc toujoui’sêb'C'Cbnstruitotayecfacilitc. Silecône 
A, est de révolution L'hyperboloïdc H sera aussi de révolution.. ■ • 

■ Si par hasard le plan T, était tangent aq cône 4 , suivant k. droite K, alors les ' 
droites < et G se- superposeraient. 

.Alors la droite G ne serait autre queS , e’eat-à-dire tangente en x à la directrice 
courbe œ. . , ' . . • 

-Dans ce cas la surfacs 1 aurait. pour le point x une infinité dè plans tangents. 
Tout plan passant par la génératrice G serait tangent en xi la snrfoce 2. 

, La surface 2 offrirait donc une tingularité le long de la génératriqeG et l'kyper- . 
boloïde osculateur. n’existerait pas pour cetté génératrice. .' '' 

. ^ 

, • ■•§ vuj. 

«■ ^ • . * • . ■ ^ _. >*■ . 

II 7 a deux manières de déterminer une courbe plane : la première consiste é 
construire un certain nombre de poinu.de'cette oourbe, chaque point étant 
déterminé séparément et indépendammenr des auti^is; la seconde consiste à 
construire un certain nombre de tangentes à cette, courbe , chaque tangente 
étant déterminée séparément et indépendamment des autres. 'Dans le premier 
cas , la courbe est le iieu des points ; dans le deuxième cas , la courbe est Venve- 
foppc des tangentes. ■ • ’ 
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Dan^ Iteaucoup de queitiotfs, il est utile de construire une courbe comme 
étant l'enveloppe de ses tangentes. 

II. n'est donc ptis sans intérêt de savoir construire une suite de tangentes i 
une section conique donnée par deux tangentes et ses points de contact et un 
troisième point situé dans l'angle des tat>gcntc6. 

Lorsque l'on a résolu pour Te cercle ou une section conique parUcaKére C un 
problème de relation de position, on peut toujours faire passer, comme on le 
dit, cette' relation- de position sur toutes les autres sections coniques; et , pour 
cela faire, on considère la section conique particulière C comme la base d’'un 
cône .A ayant pour sommet un point s arbitrairement placé dans l'espece, et 
l'on fait passer par ce point s et par toutes les lignes du système plan , du système 
tracé dans.le plan de .la courbe C, des plans ou des cônes, 'et l'on coupe tout le 
nouveau système de Tespacc par un plan P. Ce plan P coupe le cône A suivant 
une êUipse, une parabole ou une hyperbole; on obtient la 'relation de position qui 
existe pour Chacune de ces sections coniques entre les diverses liynet situées sur 
le plan sécant P.. Et Ton voit que' par ce moyen on n'a besoin de démontrer une 
relation de pceilîon que pour qne des sections coniques , pour l’obtenir Immédia- 
tement poqr toutes les autres. ' ■ ■ ■ ' 

Lors donc que l’on -veuf résoudre ùn 'problème du genre des relations 'de 
position, on doit- choisir la section 'CiAiique pour* laquelle la solution esfla plus 
.simple et la plus facile, et ensuite au moyen d'un cône oit fait passer la propriété 
déinootnée sur toutes les autres sections coniques. 

C'est ainsi que l’oii fait pour les propriétés des hexagones, ou pentagones ou 
quadrilatères inscrits à une se'clion conique; on démontre d'abord fes pi^pfiétés 
pour- l'ellipso,' et l‘on fait passer ensuite ces propriétés surlep autres sections 
coniques au moyen 'd'ün.^e auiiliaire{^')..’ ' • * • 

Nous allons- appliquer eette méthode à.' là construction d’une suite de tangentes 
à une section cohiqu.er dbndée' pat doux Ungeqtes é; SM|«înte decOntactsur ces 
tangentes et'un troieième point Situé 'c(aos l’angle des tangentes^. 

■ 'Oir suit que si l’on a deux droites \ ét Bse coupant en ua' point o(/ÿ..98),si 
l’on porté, h purtirdu point'o, des divisiDns égales entre elles, où', a a”, À*asiirA, 
et ob'\ b"b',l/biwr B ; lés divisions de A étant égales ôu inégales-à cellesdaBtles 
droites db', a"é'', seront, les tangentes d’une parabole P, ayant A et B pôar tan- 
gentes et les pointe «'et b pour ptdnte de'cohtact avec ces tangeirtue."’ -.’ • . ■. 

. *. V îerj/ * V •' '\*t. *•. * * ** * • 

■ (*) Voir mon cûün 4e géométrie deréHpHve , IHboftnphio pour lot ëlévet de ITcole caa^lo des 

arts et cfianuficttiret. ' ' 
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Si donc Çfig. 00) on a nnc parabole P et deux tangentes A et B aux pdinu o et b 
de celte courbe, ces deux tangentes se coupant en un point o, pour mener par le 
point b', situé sur la tangente B, une seconde tangente à la courbe P, il &udra 
porter sur A à- partir du point o, une longuèur oo' calculée au moyen de la pro- 
portion: . .... . 

. • oa : bb' : ; oa : ob. •• •'■ 

• Et l’on est conduit à celte proportion , parce que ( fig. 08),' les droites ab , a"b\ 
ab“ sont parallèles. , . ' ■ 

Il nous suffira donc defeire passer^sur toutes les sections coniques la propriété 
reconnue .vraie pour la parabole. ^ . 

Concevons un cène de révolution (fig. 100) ayant la cercle B peur base sur le 
plan horizontal et le point « pour sommet. . 

Coupons ce cène par un plan parallèle à la génératrice G laquelle est parallèle 
au plan vertical do projection , nous aurons pour section une parabole P. 

Menons en son sommet a une tangente, laquelle sera horizontale. 

Elconstruisons au point a',cn lequel la courbe P coupe Iç cerdeB, la tangente 
A celle parabole P, • ■ . . • . ' ' ■ , ’> 

Les deux tangentes aux points a et g' de la courbe P se couperont cnain point o. 

Divisons la. tangente oa en n parties égalesentre elles et aussi la tangente og' en 
)i pa.rlies égales entre elles. > ; , ' t - ' - ■ 

Les droites ou', bb', «<, seront parallèles et les droites cb', bc', > seront des tan- 
gentes à la courbe P. ^ ’■ . 

Cda poçé ; . • ' ’ - ’ | 

Menons par le points, sommet du cène unedroite^K, parallèle à la dro’ite E qui 
unit les points a ‘et a' de la courbe P; la droite. K, 'percera le .plan horizontal on 
un pointp,. , ' %'* ' • . ‘ . -, . 

Et tous les plana passant par le sommei s et les parallèles W, èlé, ce',..,., 
auront leurs traces Imrizonlalcs Q, 0', Q'^passant par Je point p et par les points 
a', b', c’, 0 ’ en lesquelslcs droites aa, bb', cc\ parallèlesà K percent le plan horizontal. 

Tous les points a, b', c\ o* scèontsur la trace horizontale da plan de lacourhe 
P, laquelle U âce sera perpendiculaire à la ligne de-terre et tous ces points seront 
équidistants entrceux ; en sprte que l'on aura î > , ' . , , . 

Le plan, tangent mené au cène par la génératrice sq , aura sa trace tangente en a. 
au cercle B elles droites 0, 0', Q'' couperont cette trace en des points a„ è.i c,,o, 
qui seront aussi équidistants entre eux, puisque Iqsdroitesao’ etn, o, s inlparallèles. 

Si l’on mène par la génératrice sa' un plan tangent au cène, itpasscra par la 
tangente oa' en a' à la parabole P, oi sa trace a'o, sera tangente en a' au cercle B. 


y 

y 
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El cettb trace do, coupera les droites Q, Q', Q"-, (/" en les points -a , r\ o, 
tels que les droites a'o.', rc. i dk,, o,a, seront des tangentes au cercle ' . . 

Il suffit de jeter les yeux sur l'^urc et d’y suivre les constructions pour être 
assuré de l’exactitude du résultat énoncé ; car il suffit de voir que les droites do, 
TC, , T b,, 0 , a, sont les traces horizontales de plans passant par le sommet « et par 
les tangentesau, b'c , cb, oa à la parabole P, cl que dés lors ces plans sont tan-, 
gents au cône, et que dés lors leurs traces horizontales doivent être tangentes au 
cercle B , base de ce cône. ' ' . , 

De ce qui préeéde , on peut donc conclure pour lecercte, les constructions sui- 
vantes. . « , ■ ‘ 

I. Étant donné (/g. 101) un cercle B on mènera aux extrémités a et 6 «Tun de 
ses diamètres deux tangentes, dès lors parallèles, oq et ép. 

On unira un point m du cercle B aVec le point a -, la droite ma coupera bp en un 
point p.. - , . ' ■ _ 

On mènera au point m la tangente' mq au cercle B, laquelle coupera oq en un 
point q." . ■ . . ' • ' • 

Cela fait : si l’on divise la droite nq. en n parties égales'cntrë elles par des points 
de division équidistants entre, eux , savoir, 1,3,3,.;. et si l'on mène les diverses 

tangentes p.lj p.2, p.S, elles couperont là tangenfe mtf en des points 3', 3', V, 

tels que les droites'1,3', 2,3', 3,3' seront tangentes au cercle B. 

Si le point m (Jfg. 102) chojsi sur le cercle B, est à l’extrémité du diamètre per- 
pendiculaire an diamètre ab, les constructions seront les mêmes, seulement on 
remarquera quC le point p situé sur la tangente èq sera tel que' l'on aura bp' c=ab. 

II. Pour l'edipfe , les constructions seront identiquement les mêmes que pour le 
cercle , si l’onr considère le grand axeoufe petit axé où un diamètre quelconque- 
comine remplaçant ledianètreué do cercle D dans lè cas, indiqué par la Jig. 101. 

. Mais dans lecas analogue à celui indiqué /g. 101, lés diamètres perpendiculaires 
entre eux ba et mn du cercle devront être remplacés {mur l'eilépse par un système 
de diamètres (mnjugucs. . ; , 

Il est facile de se convaincre dé' l'exaclitudc des résultats énoncés (jourreffipsr, 
cerilsudit déconsidérer lêeerclç ’B'comme la base d'un cylindre de révolution 
et de mener par les diverses droites du système (/q, iOl et 102 jdes plans (parallèles 
aux génératrices droites de ce cylindrc , et dç couper ensuite tout Je système de 
l’espace [>ar. un plan quelconque ; On obtiendra une eitipse pour section dans |e 
cylindre et une suite de droites pour seclSons dans les divers plans . verticaux qui 
aurool évidenunent eqtre elles les relations de position' décrites ci-dessus; ’ 

III. Pour l’kgperbole les constructions seront les mêmes que [x>ar f’gUiptej on 
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pourra prendre pour ab l'axe réel ou un diamètre réel , et un point m sur l’une 
des deux branches. Seulement on remarquera que les droites 1, i', 2, 2' qui sont 
tangentcsàla branche sur laquelle on a pris le pointm, ne se croisent pas'dans 
l’intérieur de l’anglerr/qacomme pour le cercle (/ÿ. 101) ;cela tienià ce que le point 

P est situé dans l’intérieur de l'angle mqa pour Ikyperbole (fig. 103), et hors de 
cet angle pour le fcrc/c et l'eH^se Oîÿ. 102). . • 

• . 1.-. ' ■ ' • § IX. 

'1' Proposons-nous la solution du problème suivant, qui peut ^ présenter 
assez souvent dans la pratique. ^ 

Problème. Ètani donné sur un pian une droite B et deux pointi m et h', construire 
le sommet de la parabole qui passant par les points m et n aurait Ja droite B pour tan- 
gente en son sommet. ■' .■ . . ^ • 

L'on sait que par deux sections éoniqùes qui ont ünc corde commune on peut 
toujours faire passer denX crines (*). ' . ‘ 

Prenant le plan qui conlientja .droite % et les deux points m et n pour. plan 
horizontal de projection, on potlrra considérer ! 

l’ la parabole oherchée^comme étant la base de la trace ■/ sur le plan borUontal 
du cène qui passerait en même tenips.par un oarlain cercle C assujetti à passer, 
par les deux points met a et doAt leplan ferait aVcc le plan horizontal un cer- 
tain angle , ou consitlérer 2" un certain çercle -C passant par les points m et n et 
tracé sur le plan horizontal comme la base d'un cône qui passerait enanéme 
temps par une parabole ê coupapt ce cercle, G aux )>oiats m et n et dont le plan 
ferait avec le plab horizontal un certain angle ; dans ce dernier cas , la paraÜole 
cherchée sérail la projection horizontale de la parabole S. 

. . ' ■ * ' ■ ■ ■ • 

- Première solution dq problème. 

Soient donnes sur le plan horizonlhl les' deux points m et 'n (Jig'. 106) et la 
droite B. . ' ' ‘ . ' , ' ■ ' ' 

Unissons les points m et n par. une droite que 'nous désignerons par €*, 


(*) f'opsxisiu la Correspondanet de matkétnaUqvet et dt plq/sigue , reOigéepar M. QiitTELir, de 
Bnaetkt , le mémoireque j*ai piiblië et qui a p«mr titre ; De* propriétèt dn cowrba dv itcond degré, 
contidérdei dam Veepaet f tome e- . . ,. • 
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celle droite coupera la droite B eu un poinl que nous désignerons par p* . 

Prenons la ligne de terre LT parallèle à la droite mn. • 

Concevons par la droite mn' un plan vertical N > lequel coupera Je plan vertical 
M dont B devra être considérée comme la trace horizontale H*, suivant une 
droite verticide Y. ' ’ 

Traçons dans le plan N uo cercle C passant par les points m et n et langent en 
un point p à la droite Y. Ce cercle C aura la droite C* pour projection horizontale. 

La parabole y cherchée doit passer jxir les points met net être tangente en son 
sommet x à la droite B, dès lors le plan M sera tangent au cène 2 passant par 
les deux courbes C et y. . ' 

Le plan horizontal devant couper le cène 2 suivant une parabole y, ce cône 2 
doit avoir unede ses génératrices G parallèle au plan horizoniâl. 

Cette génératriceG aura donc pour projection verticale unedroile G' parallèle à 
la ligne de terre et tangente à C*. 

Prenons d'abord. G* arbitraire, mais passant par ç* projection du point. ç en 
lequel la droite G coupe le cercle C , le sommet * du cône 2 devra se trouver sur 
Ç et sur lé plan M , dés lors *’ et a* projections du somniét » du cône 2 seront situés 
de la ipanièce' suivante : le point r* sera sur B ou H* et le pbint.f’ sera à l’inter-, 
section de la droite G' et de. la' perpendiculaire menée du |)oint s" sur la ligne 
de terré LT. ' ’ ■■■ ' 

Le plan horizontal étant parallèlaàlâ génératrice G.ducône2, l’axe delà para- 
bole y sera parallèle iV G' et par conséquent à G\ ^ 

Et puisque l’on veut que la droite B soit tangepte au .sommet x de la parabole 
y, il faudra que G*. soit perpendiculaire sur. la droite B., On ne donnera donc pas 
à G* une'direction arbitrai Ce,' mais on mènera G* perpendiculaire à B.' 

Lc'plan M sera tangent au cône 2 suivant une génératrice G, "qui pas-sera par 
le sommet s et le point'p en lequel le cercle C est tangent au plan M, le plan M < 
coupera donc le plan horizontal suivant uné droite tangente k la parabole y au 
point X en lequel la droite G, perce le plan horizontal. Le point x sera le sommet 
cherché. ■ ' . , • ■ ■ 

/ Deuxième solution du problème, . 

Construi.sons un «cercle C (/iç. i04) passant par les points m et n. et tangent 
en P à la droite B. . , ^ , • • • 

Prenons la ligne de terreLTperpendiculâire à ladroite mn; puisque la 'parabole 
S doit coujsèr le cercle C aux points m et Uj le plan P de celte coürbe Saura la 
droite mn pour trace horizontale Fl'. • ■ 
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Pour que le plan P coupe sutvanl une parabole o lé cOiie ^ qui aura le cercle 
C pour base sur le plan horizontal, il faudra que-cv. plan P soit parallèle à une 
génératrice G du cône i;'et de plus il faudra que la droite B soit la trace 
horizontale il* d'iu) plan M vertical et tangent au ctVne car il faudra que 
la parabole S* soit tangente à B. 

Pour satisfaire à ces conditions nous prpndrons un. point sur la droite B; par 
le point rcii le<|uel le diamètre parallèle à la ligne de terre coupe le cercle C 
nous inèaerons une droite G'dont les projections seront G’ et G', G' étant arbir 
traire; puis nous prendrons V' parallèle à G*; dés lors nous sommes assurés que 
le plan P est parallèle à G et coupera le eône £<lont le sommet a a pour projec- 
tious *’ et J* suivant une parabole S. ' % . . 

Si l'on joint les points * et p par une droite G,-, on aura la génératrice du, cône 
2 suivant laquelle cc.cône est touché jvar le plan vertical M. ■ 

Dès lors le plan P coupera la 'droite G, en 'un point x et la j^arabole. € se pro- 
jettera sur le plan horizontal suivant une parabole passant par les points m et s 
langcnte.à la droite B au pointa^.' , . 

Le plan P étant parallèle à la génératrice .G , le diamètre A de la parabole S sera 
parallèle à _G, dès loi^, pour que soit perpcndieulairè à B , il faudra que G‘soU 

perpendiculairë à B. • • 

Pour satisfaire à cette condition nous ne pouvons pas prendre le poitita* arbi- 
trairement sur la droite B, nous devrons (jSji.^lOl) par le point r mener G* 
perpendiculaire à la droite B et le point sera déterminé convenablemenlr •• 
D'ailleurs nous pourrons prendre r" on nous voudrons sur la verticale passant 
par le point . ‘ ' • . . ’ ' 

Par ces dernières constructions nous sommes assurèsr|ue le point 2 * est le somi- 
met de la parabole cherchée 6*. ' ■ ’ ' . • • 

Remarquons que le plan qui contient les deux génératrices G et G, coupe le 
plan P suivant Taxe de la parabole 6. 

Or, la droite rpesllatrace horizontale du plan (G, G,); par conséquent le point 
y en lequel rp coupc mu sera la trace horizontale du diamètre A de la parabole 
Ë, diamètre dont -la projection A* est l'a.xc de la. parabole un voit donc de suite 
que la conslruclion du point jr* sommet de la parabole'.S* peut être lrès-«iniple et 
en effet : ’ . 

Il suilira de rlécrire le cercle C (//f. 105), passant par les points'm et n et 
tangent à la droite B .vù point p. , 

. Du centre 'o dû cercle C , on mènera vr perpendiculaire à la corde im et l’on 
unira les points r et p par une droite rp coupant la corde »m au -point y. 
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' Par le poial j|« on mènera perpendiculaire à B et oonpaot cette droite B 
au point X* qui sera te sommet de la parabole demandée é. ‘ 

D’après ce qui on pçut énoncer le théorème suivant : • . ' * 

TnÉORèHE. Étant doun^et une parabaU S ei ime tnniffnte 9 en un point x a cette 
courbe, ii par deux points miet a arbitraires de çetie parabole l'od fuit passer un cercle C 
tangent en tm point p a la tangente 9', si du centre o du cerde G on abaisse une perpen- 
diculaire sur ta corde nrn , coupant le cercle C en uw point r, la droite rp coupera la 
corde mn en an point gui appartiendra au diàmélre de Ut partibole. gui est le conjugue 
de la tangente. 9, , 

2’ Donnons tnaintenadt la solution de divers problèmes que l’on pentproposer 
spr les sections coniques déterminées'par ceriaines^condilions et non données 
par leur tracé complet. 

Lorsque deux sections coniques situées dans des plans dilTérents ont une 
corde, commune, ou ont un point de contact, on peut toujours les envelopper 
dans le premier cas par deux cènes, dans le second pds par un seul cèneC^).* 

Il npus Sera donc, loujoués fccile de construire, par les méthodes de la géo- 
inéliÿe descriptive , une section conique passant par des points donnés çl tangente à 
'des droites donnas, ]jourvu que les condüions, comme on le sait, soient.au 
nombrede cinq, ettoulés les /bis q'ue parmi les données, il y aura ; 1°deux points, 
ou 2* une droite et un point de «ontaei sur cette droite. , ’. 

AinsitMtpoOrrarésoudrelcsproblèmess'.iivanlS:/'.'- 

construire une section conique’: , ' 

1” SÉRIÉ.' _ ' • ■■ 

, v'. ■' * ' '■ ■ 

't. Passant par cinq points; ‘ 

2. Passant par quatre points et tangente à une droite;' , 

^ , 3'. Passant par trois points et tangente à deux droites; . ■ . . 

4. Passant par deux points et tangente à trois droites ; . . 

' V- - ‘ , ■ . 2' SÉRIE. ■ , 

5. Tangente à quatre droites et ayant avec l’une d’elles uh point de. contact 

■ ■ déterminé; * ' ^ . 


(*) To]m le mamoiiè-qae j’ai publié dtiu U Corrtsponâanes it maltUmutiguef tt te ’fbftigtu , 
rédifce per M. QiiSniar, de ènnellef , t. lU , n* t. •• . ■ 

. '37 
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• 0. Tangente^ trois droites passant par on point et ayant avae l'ane des droiics 

.. ■ un poirtt de conlaçt déterminé ; • • . ^ _ 

' l. Tangenteà trois droites et ayant avec deux de ces droit^ des points de con- 
tact, détermines; • , _ . 

8.^ Tangente à deux.droites et passant par deux points et ayant un contact 
. déterminé sur l'une des droitest> - . 

U. Tangente à deux droites et passant par un point étayant tu contact déler- 
.V miné sur. cbacune des deux droites t ' 

' 10. Tangente à une droite et passant par trois points et ayant un contact 
déterrainc sur la droite. ' -• • 

Les seuls proUèmes^que Ton ne pourra pas résoudre seront les.deux suivants : 

1. Construire une section conique tangente à cinq droites ; 

2. Construire une section conique passant par un point et tangente à quatre 

droites. - ■ ^ 

' Mais nous savons que ces doux proljl.èmes peuvent se- résoudre au moyen de 
la* théorie dès poUùres , par des constrOctions graphiques exécutées sur le plan 
même de la courbe cherchée cl sans avoir besoin d’employer la Constructiop d|un 
l'ône, et ainsi sans avoir l^oin de passer dans l'espace. , 

. t- •* , 

. . , Mode de solution à employer pour la V‘ strie. ' t. . ■ . 

Sur la droite q\ii unira deux dea pointa Donnés m, et on construira un 
cercle C ayant la droite m,m, pour diamètre et dont lé plan sera vertical, et Ton 
prendra ce plan pour plan vertical de projection. ■ 

Pour lo problème 1': • - 

On regardera chacun des points ni,, m, , m, comme le Sommet d'un cène ayant 
le cercle C pour base. . , ■ * '. " ■’ 

On aura donc trois cônes 2,, 2,, 2,. ' • ' 

Les deux cônes 2, et* 2,- «e - coupant déjà suivant le cercle C se couperont 
encore suivant une section conique E. ' _ ' 

Les deux cônes 2, et 2, par la même raison se couperont suivant une section 
conique E', et les deux cônes. 2, et 2, par la même raison se couperont suivant une 
Section conique E". 

Or, l'on sait qub la section conique S cherchée, et qui est celle qui doit passer 
par les ci nq po ints donnes m, , m., m,, m^, m,, et le cercle G ayant une corde 
commune ne peuvent être enveloppées- que par deux cônes K -et K',- par 
cpilséqiKnl, les trois «ouihes E, E', E" se couperont en deux poinits $ et t', qui 
seront les sommets des cônes K et K'. • ’ 
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Or, Fon peut déterminer oes points « et s' sans avoir besoin de construire les 
courbes E , Ei', E"; et en eflet : ■ '' • . . 

On construira trois points de la eourbo E et trois-points de ta courl>e E', on 
connaîtra dés lors le» plans de ces, deux courb«» ; on pourra déterminer la 
droite D intorsection de ces deux plans, et cette droite D par son intersect'ion 
avec l’un des trois cônes i,-, 2, , 2, déterminera les points « et 
Il ne restera plus qu’à chercher l’intersection du cône K ou du cône K' par le 
plan horizontal de projection ponr avoir la section conique S pa^nt par les cinq 
|K)ints donnés sur le plan horizontal, y, 

Pour le Proélème 2 : . 

Etant donnés les quatre points m,-et la droite B, nous tracerons le 

cercle C sur la corde m,m, comme diamètre , par hi droite B nous mènerons un 
plan T tangent au cercle C en un point p; ce plan T contiendra les sommets t et 
*' des deux oônes K et K'.‘ ’ 

NOUS regarderons les points m,‘et m, comme les sommets respectifs des deux 
i.-ôfles ^et 2, avant le cercle C pour base commune, et nous déterminerons le plan 
P de lo courbe E, intersection de cos deux, cônes î, et 2,.' 

Le plan -P coupera le plan T suivant uuc droite D qui contiendra les «ymmels 
s' et I, et ces sommets seront les points en lesquels la droite D percera Fun et 
l’autre cône 2, , 2,. ‘ • 

Pour le Problème 3 •• \ 

'Etant donnés lesjrois points m , ,’ m.‘, in, ©l les deux droites B. et B,, sur m,m,, 
comme diamètre nous construirons le cercle G. 

Par B, et B. nous mènerons deux plans T, et T, tangents au cercle C ; ces deux 
plans T, et T, se 'couperont suivant une droite l|^ui contiendra les sommets 
*et»". --x 

Par fa'dmtel) et le ^intm, nous passer un plan X lequel coupera 1é- 
cercle G en deuz points x', x,) la droite x,m, cou'|wra la droite D au point z , et 
kl droite o:jn, cou.pera la droite D au point .y., ; ' .• . ' 

Pour le ProMàaaé: ' ' •» • . . , 

Etant donnés les deuxpointsm.i'm, et les trois droites B,, B,, B',, nous construi' 
rons sur m,m, comme diamètre le- eercleC, • . *• , • , 

Par les. droites B,, B,, B, nous, mènerons trois plans T,V T/,>T, tangents au 
cercle C; ces trois pians se couperont en un point s qui sera le sommet d’un cône 
qui , a;ant le carde C pour directrice y sera coupé par le plan borizonial suivant ' 
une section conique € (tassant par loa deux points donnés et tangente aux jroit 
droites données. . . .... 
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Maisilfaul remarquer que toutes ^es fois quepar unedrôitcoo mètieun plan tau- 
genl à un cercle , on a toujours deux plans tangents passant par celte droite. Dès 
lors pour la.soJulion du problème proposé, il faudra mener les plan» demaniëreà 
ce qu'iii'Soient tous tapgents'au demi-cercle siluè au-dessns du plan hofizonlat 
«Hi tous tangents au demi-cercle situé au-dessous du plan horizontal. 

• , Mode de toltuion pour la 2' série. 

, , * » ■ * . • ; ■ . - ■ ' . ■ • • 

On construira un cercle C avant pour tangente Ma droite sur laquelle se trouve 
un point de contact j on prendra ce cercle C de rayon arbitraire et son plan qui 
sera mené perpendiculaire au plan sur le(|uel sont tracties les doHnéerdu problème 
sera pris pour plan vertical de projection. Ainsi : . > . 

Pour le proè/éme 5 : v , 

Étant donnés quatre droites B.;, B,, li,, B^ et un point deçontact>nnSur B; on 
construira un cercle C d'un rayun arbitraire, ^dont le plan sera vertical ét ayant 
la droite B, pour tangente au point in,. . .. 

Ensuite par chacune des trois droites B. , B, , 6, un mènera des plans tangents 
au cercle G lesquels se couperont en un point s qui sera le sommet du cène K 
qui ayant le cercle C ]>our directrice sera coupé pdr le plan horizontal suivant la. 
section conique demandée. - . 

On doit remarquer qu’ici H n'y a pas d'embarras.^ car par cluique droite on ne 
peut mener qu’un seul plan langent au cercle G puisque Je ^eond plan tangent 
est le plan horizontal de projection. .. . ' . * , ' _ • 

Pour le proè/éinr 6 ; , t . • ' . . . 

. Étant donnés trois droites B., B,, B,, un point deco'olaçi m.'sur b, et uir point 
n, nous construirons le cercle C vertical et langent à B, au poqUrn, j nous mène- 
rons ])ar les droites et fi, deux plans Un^ents au Cercle C etseconpant suivant 
une droite D ; nous ferons passer par la droite D et le point n un plan X qui sera 
forcément tangent aq qercle C en un.poini x (parce que deux sections coniques 
qui ont une tangente commune île peuvent ètrcenveloppées que par un sculcdnc). 
La droite nx coupera la droite D en un point « qui sera le sommet du cène K/ • 
Pour le proè/éme 7': ■ • 

Étant donnés trois droites B,, B,, B, et deux'.points de contact m, sur B, et 
IN,, sur B, , nous tracerons un cercle C vertical et' ayant eii né, la droite B, pour 
tangente. ■ 

Par les droites B, et B, nous mènerons deux plans tangents T, ct.-T, au cercle G,, 
ces plans se couperont suivant une droite O, lé plan . T. touchera le cercle G au 
point p.'et le plan T, toucliera ce m^mc cercle au point p^. • - . 
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Nous unirons Im poipts n ci p, par une droite qui s^a une généralricedu c6»e k 
et viendra <y>uper la droite D en un point s qui sera le sommet dece cdne K.'_ . 

Pour le problème 8 ; 

Étant donnés deux droites B, et B,, deux points li, et n,et un point de contact iii, 
sur B, t nous construirons Je cercle C vertical et tangent é la droite B. au point m;. 

Nous méneroniipar la droite B, un plan T, langcntau cercle C, ce plan T, i^n- 
tiendra le sommet « du%ânQ Kl 

' ^us rogardonr les points n, et n, comme les sommets de deux edqpa £, et S; 
a>ant le cercle C pour base commune, ces deux cènes se couperont suivant uik- 
section conique dont, au moyen de trois points, nous déterminerons le plan K, 
et ce plan coupera le plan T. 8uivant,uneëruito D qui contiendra le sommet s.. 

. Menant par la droite D et le point a, un plan X , ce plan sera tangent au cercle 
G en un pointa; (puisqu’il ne peut y avoir qu’un seul sommet ») , et la droite 
ïï^ coupera la droite Dau point «“qui aéra le sommet du c<>nc K. 

I Si l’on menait pr la droite D et le point n. un plan X,, ce plan toucherait le 
cercle Con un- point et la droite couperait forcétueiit la droite D au même 
|)oinl«', sommet dn cènê K. ■ . . 

Pour le problème t». : - ; * ■ 

Étant donnés Iss deux droites B, et B,, le point net les points de contact m, et m, 
situés sur les droites B, et B,, nous ôanstruirttns le cercle C vertical et ayant 
au point m, la droite B, pour tangente. . _ • 

Par la droite B, nous mènerons un plan T^ tangent au point p, au Cercle C; la 
droheni^- sera une génératrice du .cène K. ' • ’ ‘ 

Par la droite mj>, et le point n nous mèiicroos un plan X, ce (>laii coupera le 
sercle C aux points p, elj;, et la droi|onx coupera la droite mp.en un f>oint t qui 
siéra le sommet du cône K,. . ‘ " 

Pour lé proôl/mc 10 ! ‘ 

Étant donnés ia droite B , un point de cqptact i'm sur B et trois points , h. , • 
n„ nous construirons le cercle C vertical et tangent à la droite B dupointm. 

Nous regarderons les trois, points n,', n., n, oommelos sommets 'do trois cônes 
2, f X., 2, ayant le cercle C pour base commune. 

Ces trois cônos se couperont deux- à deux suivant trois courbes planes É, E', 
E", dont les trois plans secôuperont suivaiU uueseuleel même droite D, èt-comme 
- il ne .peut exister qu'un sommet s, oeltè droite D sera une tangente commune aux 
trois courbes &, E', E", et le point de contact commun entre ces trois courbes 
lera le sommet « du cône K.' ^ 

Pour Construire ce point « , sans avoir'besoin deconstruire les courbê8E> E'j ■ 
E", la droite D étant déterminée, nous mènerons par la droite D cl Tun des trois 
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poroM n;, b,, Hi()e poiiil «>. pw eMnipte) ua plan p qui Içudwra i« carde B en 
lin point X et -la droite xa, «oupera la droite D en un pomt < qui sera le soanaat 
ilu cône K. ‘ . ' - • 

D'aprt» ce qui précède , il etldonc toujours possible de construire -par poidu, 
<■( en se servant des méthodes de là géométrie descriptive, une section conique 
assujeltie aux cinq conditions établies dans tes.dix problèmes |l^cédent8. 

Maintenant nous pouvons arriver facilement à la solution do divers probléines 
qui se pr^entent fréqueroroent dans la pratique des artsa Et ainsi , étant 
donnée une section cuni<{ue par cinq conditions, nous pourrons, «nu tracer la 
lowrbei I* construire les |inints en lesquels elle est coupée par une droite don- 
née; 2* mener |>ur un point duiiné une tangente à la courbe, et déterminer.. le 
jioint de contact ; S" mener à la courbe une tangente qui fasse , avee une droite 
donnée du position , un angle donné, et, comme coroUairet, construire une tan- 
gente parallèle ou perpendiculaire é une droite donnée. • •>. •’ , •V. gvi ' 

El ces divers problèmes deviennent faciles, car il suilira de construire leSom- 
met t du cône K, qui a poiir trace horizontale la section conique S donnée par 
les cinq conditions, et le cerqie C, qyi , situé dans le plan 'vertical, sert de 
directrice au cône K ; alors par le sommet * et le point p par lequel ou. veut mener 
une tangente à la section conique € , on fera passer une droite;!, qui percerb le 
plan vertical du cercle C ou un |>ointf,*ct en mènant'par le point une tan- 
gente ( au cercle C, le plan (s, t), qui sera tangent au cône K , coupera le plan 
horizontal suivant una droile.9, qui sera la tangente demandée. 

Pour mener k la section conique S.ùne tangente, 6 parallèle à unë 'dcoite 
donnée B , il sufUra de mener |>ar te. sonuncl s du cùne k Une droite J) paraît^ 
à B ; droite D percera le plan vcrtical.du cérefe C en uu point d; par êe 
point d on inénofa une tangente t où cercIe'C,-et je plan (s, i) passera par la 
droite D et sera laïujciit au cône k. Ce plan .(s,() éleul langent au .cône K, 
coupera dès lors le plan liorizonial .suivant ^nc droite S tangente Séctipn 
eoni(|ue S ; él comme ce jtlàn (i,.() passe par la droite D, parallèle à ladéoite B, 
la droite t sera i^ralléleù la droite B, Donc, élu. • ' , . 

En déllnilive ,• on voit (|uc ces divers problèmes 'sc, résolvent en considérant la 
section conique S CooAmc étant la projeetbn conique ( ou projection centrale, le 
point a-ctant le centre de projcciiônjdbn. cercle C situé dans qnplan vertical et 
cette courbe S dcvailt être traçéc sur un plan hbrlzonufi on pourra donc modifier ' 
les .solutions précédentes et les S;iniplitier en ; appliquant les règles de la perspec- 
tive, le plan du cercle C étant le tableau et le pbn de la uuiwbc 6 étant lu plan 
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■ '- '“'r - CHA PITRE Vî, " = V • ' 

• U , .[Ç V.» J. •- •■■. . >4— ji'ii' C’' • ■» ; J <<♦ ^ . 

. • . .. Y’ '"'V ’- '• •: 

De t* SfHtBK SATISFAISA.tT A OOATBF. CONDITIONS. •, . 

•V' ■• ■ . ' ’til v/^ . <•'■.■ ’ rr ; •> ;. 

Lorsque l'on propose du construire une sphère satisfaisant & certaines comti- 
tiims , on demaude évideminent la poiitidn-éu centre et la Umytumr du rayon de lu 
sphère. ' 

.Supposons que les conditions soient pqur la sphère de passer par certains points, 
ou d'élre tangente à certaines droites eii è certains plans. 

Quatre conditions, comiite Qn lisait-, suffisent pour déterminer la sphère, un 
-pourra 'dôAc araîr (i>ôur.construire le centre et . le rayon d’une sphère satisfaisant 
à quatre des conditions iatliqnéès ci-dessus) à rèsoudrcTiin des quinze problèmes 

^ * A *•'. * .•** •*■ *«* *• 'f 

suivanu : ^ * • *, 

' Problémr ' i'. S|dvére passent |»ar quatre points. . ■ ■ 

pMsant-par troils.-poiniaet.iaagente i. -une droite. • 
passant déni points et tangentè i deux ‘droites. . 
passant j^r un poiol'ot-tangcnte i trois droites, 
taogente'à quatre drôiles. . 

..'pwant par trois points et tangente à un plan. 

passant pur deux points et tangente à deux plans, 
t .passant par un point et tangente i trois plans. «, ; 

« Mngeiue à quatre pians. >•-, ■ ' 
tangente è trois droites «t un pian. .* ^ 

tangente à- deux.droiies et deux plans. . . 

’ 'tah^nte à une droite ét trois plans. '•> > -i* . 

passant par deux points -et tangente è ûnedroiieèt i itu 
; j)ian. •' 

— 14. \ • passant par un point et tangente i deux drôiteset à iiii 

, •- -ph»^ V ^ i : ..v' . 4. . 

,. .. '. 15 . . paaaant par dn.poinl evtaogmte it une droite et à deux 

- r .r 'V plans. . ' Vi .e' 

On sait : IT que le centre d'une spitèrepossant par deux points est situé sur le 
lieu géométrique des points du l’espace également distants des deux pohna donnés ; 
<n lorsqu'on Suppose :'2° q'ué là splière (lassé par un (Kiint et se'trèu\e tangent^ 'à 
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une droite ol » un plaii ; et S* que la sphère est assujettie à être tangente i deux 
droites^ ou k deux plans, ou. à une droite et à un plan; on sait aussi que 
dans ces divers cas lé centre de la sphère est toujours situé sur le Ueu gioné- 
iriqHe des points de l'espace également distants; 2* du point et de la droite, ou 
du point et du plan, et 3* ou des deux droites, ou des deux plans, ou de la droite 
et du plan. ^ -, . ' • 

La première chose à faire estdonc.de rechercher là nature. géométrique de 
CCS divers lieux ijéemétriquet , puisque nous devrons nous servir de ces fieux 
pour obtenir la solution des proliléiues proposés. .. j ' •*. 


5 .»•' 


I. Lieu géométrique de» pointe de l’espace également distant» de deux pointsdonnés. 

^ Étant donnés deux points m et m' situés dan^-rês|>acc, on sait que Ja 'surface 
(Ic'mandée est un plan P mené perpendiculairement à la' corde qui unit les deux 
points et en son milieu. ' . 

• • ' . ■ ' 'r ' 

II. Lieu géométrique des points de l'espààe également disUmts de deux plans donnés. 
Ëtant'donhés deux plans Q et Q', on Mil. que 'la surface demandée est com- 
pose de deux plans P et P, p.a$sant par la droite intersection .des deu^ plans 
donnés Q et Q', cl divisant en deux parties égales, savoir : le plan P, l’angle a 
formé par les plans Qet-Q' et le plan P, l'angle supplémentaire de «. . /. 

Lesdeux'plans Pet P, sont rectangulaires entre eux. V ' , • 

Si les deux plans donnés 'Q et Q' sont parallèles , la surface ne secompose pjus 
que d’un seul plan -P équidistant dés 'deux plans donnés et dès lors qui leurést 
parallèle ; le second pl.an P..'se trouvetransporlé i' l’inlini. ' ' . 

■ . ■ . : ... •. ' ’• . - 
Ul. lieu géométrique des points l’iespeçe é^lement distants -de' deux droites 
données < i >• ' .• ’ • • •-. . 

Étant données deux droites 0 et O', il pcul se présenter deux cas. ' 

PnEUiEa. (US. Les deux droites étant situées dans un même pbn. 

Lorsque, deux droites d'" et D' sont 'situées dans un mènre plan X, on .sait (*) 
que la surface Se compose de deux plans P et P, passant par l«. point d eh lequel 
se coupent les droites données, ces deux plans étant perpendiculaires au 


. ( ) P^oir te cU^tre IV de I» Théorie géùmétri^e dei engrenagee « etc., oumgo qaa j*«i pobliê 
fo iW7. • - ■ • - - . - • 
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plan X cl dÎTisant en deux parties égales , le plan P, l’angle a des deux droites 
données D et D' et le plan P,, l’angle suppIcnM^ntaire de a. 

Si les deux droites D et D' sont parallèles , la surface sc réduit à un seul plan P 
équidistant des deux droites données, le second plan P, se trouvant transporte 
à l'infini. 

DeiixiÈME CAS. Le* deux droites n'élaiu pas situées dans un méineplan. 

LorsquedeuxdroitesDetD'nesontpassituéesdansuiimèqio plan, on sait quc^*) 
la surface demandée n’est aiitrequ'iin paraboloïdc hyperbolique Z, ayant son sommet 
situé au point o milieu de la plus courte distance existant entre les deux droites 
données, et dont l’axe infini est dirigé suivant cette plus courte distance, et qui 
a pour SOS génératrices droites, se croisant au sommet o, deux droites G et K 
qui sont rectangulaires entre elles et font des angles égaux avec les droites 
donnas. Les deux plans directeurs II et R' de la surface Z sont , l’un U 
perpendiculaire à la droite G, et l’autre R' perpendiculaire à la droite K. 

Pour que le paralioloïdc Z soit complètement déterminé, il faudra construire 
une seconde génératrice G' du système G ou une seconde génératrice K’ du 
système K. 

Pour cela, on mènera un plan X parallèle au plan R, ce plan sera perpendicu- 
laire à la droite G et la coupera en un point ÿ. ' . 

Les droites D et D' couperont ce plan X , la droite D eu un point a et la droite 
f>' en un point a’. 

Les droites D et D' se projetteront sur ce plan X pris pour plan horizontal de 
projection suivant deux droites D' et D'* qui seront parallèles et équidistantes du 
point jr; de plus les deux droites D et D' feront des angles égaux avec le plan X. 

En sorte qu’en prenant le plan qui passe pur les droites G et k pour plan ver- 
tical de projection, les droites U, D'. et G s’y projetteront suivant les droites 
D', D’’, G', et la droite G’ sera pcr|>endiculaire à la ligne de terre et parta- 
gera en deux parties égales l’angle « formé par les droites D’ et D’’ , cet angle a 
étant évidemment égal à celui que font entre elles les droites,. 0 et D' dans 
l'espace. 

Cela posé ; 

Il faudra chercher sur le plan horizontal X un point x, tel qu’il soit également 
distant des deux droites D et b', cl la droite gx ne sera autre que la droite K' 
cherchée. 


n f'mr le chapitre IV de I* Tkieris gSomélriqut 4a engrtnaga , sic. 
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K' élant délerminée, si l'on fait mouvoir la droite G sur K et K' et parallèle- 
ment au plan X , ou engendrera le paraboloïde X. 

Or, pour construire ce point x, nous mènerons dans le plan X et par le point 
a une droite N perpendiculaire à D*, et nous chercherons sur N un point a: tel 
* ({u'il soit également distant dn point a et de lu droite [)'. 

Celte même question devant se représenter dans la solution* de plusieurs îles 
quinze problèmes à résoudre, nous allons la traiter complètement 

PltOBLèME t. Étant donnés dans t’espace un point ni et une droite D, troaivr sur une 
droite B (assujettie ù couper la droite D ) un point x également distant et de la droite D 
et du point m. 

Concevons le plan X passant par le jioint m et la droite 0. 

Prenons ce plan X pour plan horizontal de projection (yiÿ. 107 ). 

Prenons pour plan vertical de projection ain plan perpendiculaire à k* droite 
D. La ligne de terre sera dés lors |)crpendiculaire à D. - . 

Projetons sur les plans de projection la droite B cl rappelons-nous qu’elle coupe 
la droite D; nous aurons B' et B*. 

Cela posé : 

Concevons un point.z situésurB ; sa distance au|x>intmsera la droite mx et sa 
distance à la droite D sera la perpendiculaire N abaissée de ce point x sur la 
droite C ; dés lors la projection N* de celle perpendiculaire N sera perpendiculaire 
à D.- 

Désignons par p le point en lequel le droites N et D se coupent, on devra avoir 
mx= px et par suite 

Le problème de l'espace est donc ramené à un problème dans un plan, car il 
suWIt de chercher sur la droite B‘ un point .t* tel que ses distances au point m et 
à la droite D soient égalas. 

Pour trouver ce point on peut employer deux constructions. 

Première conttruction. Construisons la parabole g ayant le point m pour foyer et 
la droite D pour directrice (^ÿ. 107); celle courbe g coupera la droite B* en deux 
points ou en un seul point, ou ne le rencontrera pas. 

Xinsi le problémeauradeux solutions ou une seule solution ou aucune solution; 
cela dépendra des relations de position qui existeront dans l'espace entre le point 
ni et les droites D cl B. 

J 

Deuxième construction. Le point JC* (yïÿ. 108), que l’on cherche sur B*, est 
évidemment le centre d'un cercle C passant par le point m et langent à la 
droite D. • . - - ' 
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Le problème à résoudre est donc celui-ci : 

Conilruire un cercle C puisant par un point m, tanÿent à une droite D et dont te centre 
soit situé sur une droite B*. 

Pour résoudre ce problème, nous abaisserons du point m une perpendiculaire 
sur B*; cette perpendiculaire coupera B* en un point 9 cl D en un points. 

\ partir du point q nous prendrons un point ni' tel que l’on ait qm ==■ qm. 

Évidemment le point m'appartiendra au cercle C. 

Il suilira donc de trouver le point en lequel le cercle C touche la droite D. 

Daignons ce point par y. Un devra avoir : 

sy exu sm. snt. 

Il sull'ira donc de construire une roovenne pro|>ertionnelle aux droites sm et 
sm', et à porter cette moyenne proportionnelle de s en ÿ ou do s en ÿ' ( à droite 
et à gauche du point s), et l'on aura en y et y les points de contact de deux 
cerclés C et C' passant par le point m ayant leur centre sur B* et tangents à la 
droite D, l’un au point y et l’autre au point 1 /'. 

Pour construire les centres de ces cercles C et G', il sulDra d'élever en y et en y' 
des perpendicnlaircs à D, lesquelles couperont B\ la première on un point 
et la seconde en un point x'*, et ces points seront les centres, le premier du 
cercle C , et le second du cercle C'. 

Si le point s est situé entre les points m et m', le problème est impossible. 

Si le point m' n’est autre que le point s, ce point m' est le point de contact du 
<>errle cherché et de la droite D, et le problème n’a qu’une seule solution. 

Paoiii.ÈME 2. Étant donnés cleux droites B et D qui ne te rencontrent point dans f espace 
et un peint m sur la droite B , chercher sur cette même droite B , vit point x tel que ses 
distances au point m et à ta droite D soient égales. 

Par le point ni et la droite D, nous ferons passer un plan X, que nous pren- 
drons pour plan horizontal de projection, dès lors nous connaîtrons sur ce plan X 
la droite B* projection de B, et en prenant un plan vertical de projection per- 
pendiculaire à D , nous connaîtrons B'. 

Ainsi sont écrites graphiquenient les données de la question, et le problème 
pro|K)sè dans l’espace se trouve ramené à un problème dans le plan, car il suffit 
de chercher sur B* un point x* tel que les distances à ce point m et à la droite D 
soient égales. . • 

Pour trouver ce point x* il suffira de mener par le point m et dans le plan X 
une droite K perpendiculaire à B‘, laquelle coupera Den un pointa. On divisera 
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l’angle (K, D) en deux parties égales par une droite L, qui coupera' B* au 
point X* demandé. . . 

Et comme les droites K et D font deux angles supplémentaires l'un de l’autre, 
on aura deux droites K et par suite deux points x*, et le problème aura, toujours 
deux solutions. 

La solution du premier problème nous servira plus tard, lors<|ue nous résou- 
drons les problèmes relatifs à la sphère, et dans lesquels les données sont de.s 
points et des plans. 

Quant au second problème, il est po.sé en des termes trop généraux pobr k cas 
qui précédemment devait être résolu. 

Car on doit reniarqucr que les données de la question étaient telles <|uc les 
droites B et D sont rectangulaires entre elles. 

Dès lors, si par B on mène un plan perpendiculaire à D , il sera perpendicu- 
laire à tout plan passant par D et par conséquent au plan X passant par D et le 
point m : dès lors B* sera perpendiculaire à D (yîÿ. 109). * 

Il suflira donc, pour résoudre le problème , de prendre le |x>int p en lequel B‘ 
coupe 0 et de prendre le milieu de pin, et l’on aura le point xé demandé. 

Et dans ce cas tout particulier, le problème n’a plus qu’une seule solution et 
en a toujonrs Une. 

Nous avons dit précédemment que le lieu f/éométrique des points de l’espace 
également distants des deux droites situées ou non situées dans un même plan 
était connu. < . • 

Et nous avons, dans une note au bas de la page, renvoyé à un ouvrage public 
en 1812, dans lequel la solution se trouve exposée. Cette solution a été donnée 
dans cet ouvrage en employant rano/ÿxe de Descxrtks; nous reproduirons à lu 
fin de ce chapitre- la même question , et nous la' traiterons encore par l’analyse , 
mais avec plus de dévelop(>einents que dans l’ouvrage cité. 

Toutefois, il n’est pas sans intérêt et aussi parce que cela rentre tout à fait 
dans nos idées, de faire voir que la yéomélrie descriptive n’cst'pas aussi bornée 
qu’on parait trop généralement le supposer et de donner ici une démonstration 
purement géométrique relativement à la nature géométrique de «es lieux, en 
employant les méthodes graphiques que nous fournit la géoméirih' dssfrfptive. 

Car d’ailleurs, on sera ainsi conduit à mieux apprécier la dilférence qui existe 
entre l’esprit des méthodes analytiques ut l’esprit dos méthodes graphiques. 

Et il faut bien le reconnaître, l'intelligence ne travaille pas de la même 
manière lorsqu’on cherche la solution- d’un problème ]>ar l’nna/ÿse, nu qu'on la 
cherclic par la géométrie descriptive. 
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Lieu det point» de l’espace également distants' : ' • : 

1* De deux droites qui se coupent. 

Soient données deux droites D. et D. se coupant on un point s (Jig. 410 ). 

Désignons le plan de ces deux droites par P, et par a l'angle que ces droites 
comprennent entre elles. 

Traçons dans le plan P deux droites B et B' divisant en doux parties égales , 
l’une l’angle « et l’autre l’angle a supplémentaire de 

Je dis que tous les points des droites B et B' sont également distants des deux 
droites D, et D.. 

Et en effet ; 

Prenons sur B un point quelconque m , abaissons de ce point deux perpendi- 
culaires my et niy' sur D, et D., ces deux perpendiculaires seront les distances 
du point m aux droites D, et D, , et ces perpendiculaires seront égales, puisque 
les triangles sym et sy'm sont évidemment égaux. On pourra en dire autant de 
chaque point de B et B', donc , etc. 

Cela posé : • • 

Menons par le point m une droite K perpendiculaire au plan P.. Prenons sur K 
un point arbitraire i. 

Le plan passant par le point : et la droite my sera |>crpendiculaire à D, et 
coupera D, au point g; de même, le plan passant par le point z et la droite my' 
sera perpendiculaire li D, et coupera au point y'-, dès lors, zy et zy' sont res- 
IKsctivenient perpendiculaires à D, et D. et mesurent la dislance du point z à 
chacune de ces droites D, et D.. 

Or, les triangles rectangles zym el zym sont égaux , tlonc ; zÿ = zÿ' ; donc tous 
les points de la droite K sont également distants des deux droites O. et D,. 

En faisant mouvoir la droite K sur B et parallèlement è cllc-mème, on engen- 
drera un plan R dont tous les points seront également distants des deux droites 
D. et D.. 

Par les niéines raisons le plan R' passant par B' et pcrpendieulare au plan P aura 
tous scs {joints égnleincnt distants des deux droites D, et D,. 

Les deux plans R et R', lieu des points également distants des deux droites données, 
se coupc’ronl suivant une droite L passant par le point s et per[>endiculnire au 
plan P. 

X De deux droite» non situées dans un même plan. 

■Soient données deux droites D et D' non situées dans un même plan. Nous 
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Mous pourroiK inenerdans.le plan X une suite de droites f , I', I" parallèles ' t 

Â I ,et pour chacune d'elles construire les points o, o', o", dont les distances 

aux droites I) et I)' seront égalcs.Tous ees points formeront une ligne 4- 

Nous pourrons mener une suite de plans X , X', X",..... parallèles entre eux, et 
pour chacun d'eux nous aurons une ligne 5,' l', Toutes ces lignes forme- 

ront une surface qui sera le lieu des points de respace également distants des 
deux droites données I) et D'. ' - ’ ' ‘ 

Itemarquons que toutes ces lignes s'appuient toutes sur la droite B; 

et, en eil'et, le point m en lequel le plan X coupe la droite B est également 
distant des droites D et D'. C'est ce qu'il est facile de \ôir en supposant que la « 
droite I passe par le point m; en opérant comme nous l'avons fait ci-dessus , on 
verra que les points eel g sc confondent dans ce cas particulier. 

Ce que nous venons de faire par rapport à la droite B, nous pouvons le faire 
pai' rapport à la droite B’ en menant des plans X,, X,', X,", parallèles entre 
eux et perpendiculaires à B', et nous trouverions encore une suite de lignes 

situées sur la surface X et chacune d’elles fiassant iiar-un point de 

la droite B'. 

Cela posé : . 

Cherclions la nature géomélrique de ces diverses lignes 5, Ç'-, et 5,, i', ; 

mais pour y parvenir il est nécessaire d’établir plusieurs remarques préliminaires. 

Remarques préliminaires. 

• 

(Aat. 1"). Concevons la suite de plans parallèles au plan horizontal, 

X, X', X" (Jig. fl2), chacun de ces plans coupera les droites Det D' en des 

points qui seront unis par une droite horizontale s'appuyant sur la droite B, et • 

qui formeront un paraboloïdc hyperbolique. 

Par chacun des points m, m', m",..,.. de la droite B , menons des plans per- 
pendiculaires aux droites D et D', ainsi : 

Par le point ni passeront deux plans N et N' respectivement perpendiculaires à 
D et D'. . ' 

Par le point m passeront deui plans N, et N,' aussi perpendiculaires à D et U'. 

Par le point m" passeront deux plans N, et N,', aussi perpendiculaires à D et D'. 

Et ainsi de suite. . ' . . 

Les plans N, N,, N,, couperont la droite D en des points s , y, u 

Les plans N', N,', N,',....'. Couperont la droite D en des points s', y', n' 

Les plans N et N' sc couperont suivant une droite I passant par le point m. 



j.- .. 
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Les plans N, cl N,' se couperont suhaiit une droite I, passant par le point m'. 

Les plans N, et N.' se couperont suivant une droite 1, passant par le point m". 

Et ainsi de suite. 

Et toutes les droites 1,1,, I,', seront perpendiculaires à la droite R, et 

perpendiculaires au plan vertical de projection.. 

Cela posé : * 

Faisons tourner les plans et N' autour de la droite I pour les amener dans le 
plan X. 

Faisons tourner les plans N, et .N,' autour de la droite I, pour les amener dans le. 
, plan X'. 

Et ainsi de suite. 

Les points y cl y viendront en y, et y' sur le plan X. , ■ 

Les points Z et z' viendront en z, et z,' sur le plan \'. 

Et ainsi de suite. * 

Et il est évident que les droites z,z,', y, y,' se projetteront sur le^plan liori- 

•/onUl en des droites z,*z,'*, qui se croiseront toutes au point B* pro- 

jection de la droite B. 

(Art. 2). Concevons un seul plan .V (fig. 113), et dans ce plan une suite do 
droites I, I', 1", 1'", parallèles entre elles, ét|uidijlanles et perpendiculaires au 
plan vertical de projection ; supposons d’ailleurs que la droite I [wsse par le 
point m en lequel la droite B est coupée par le plan X. ' 

Menons par chacune de ces droites deux plans, l'un perpendiculaire à la 
droite D, l'autre à la droite D'. Dés lors on aura , sur le plan vertical de projec- 
tion, une suite de droites perpendiculaires à D'", et dent les portions Fn, V'a, 

comprises entre les droites D” et V, iront toutes en diminuant, la 

dilTéreuce entre la première et la suivante étant constante et égale à : ae. 

De même les portions de droites Fi’, F'6', perpendiculaires à D” iront 

toutes en augmentant , et la différence entre la première et la suivante sera 
constante et égale à : 6'd'. • 

Mais les deux triangles rectangles aae et 6Vd' sont égaux, ainsi l’on a 
b'(T = ae. , 

La somme des [terpendiculaires abaissées d'un même' point sera donc constante 
et l’on aura': * . 

IV -F ÏV == 1 V -F -F PV etc. == A. 

Dans le triangle a'ae rectangle en a, on a l'hypoténuse a'e= FF’, et celle 
distance FF' est celle qui existe entre deux positions successives des droites 
I , F, 1 ",..,...; désignons par / celle distance. 
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r>ans Ifî même triangle, ae est la (Hflërence qui existe entre deux perpendicu- 
laires, successives, menées à D''; et en désignant par a Tangle compris entre 
D' et D'', on aura : 

• oe ï=:a'c. cos oea' ou ue i= /. cos -• 

Ce qui précède étant compris , revenons au problème à résoudre et démontrons 
(juelcs lignes et sont des droites. 

Concevons les deux plans N, et !S/ respectivement perpendiculaires aux droites 
D et D' et se coupant suivant Fa droite l' située dans le plan horizontal X qui coupe 
la droite B en un point m. 

Le plan N, coupera la droite D en un* point y,, et' le plan N,' coupera la droite 
D'en un point y,' •, concevons -sur la droite I' le pointe' également distant des 
deux points y, et y,’. 

Désignons par p' le point en lequel la droite l' perëc le plan P' vertical et 
I>as8ant par D', et.parp le point en lequel I' perce le plan P vertical et passant 
par D ; nous aurons deux triangles o'p 'y,' et o'pÿ,. - 

Faisons glisser le système des deux plans N, et N,' parallèlement à lui-mème 
jusqu’à ce que la droite I' se superpose sur la droite t passant par le point m, et 
concevons par ce point ni deux plans N et N' perpendiculaires à D et D'^. Les plans 
IS et N, , N' et N/ se superposent. 

En cette position, faisons tourner les plans N et N, (qui sont superposés) 
autour de I pour les amener dans le plan X ; faisons ensuite la même opération 
pour les plans, superposés N' et N,'. . 

Cela posé , il est évident que les points en lesquels viendront se plaoersurle 
plan horizontal X , les points y, et y,' seront unis par une droite qui se projettera 
sur le plan horizontal de projection , suivant la droite H8), et l’on 

aura : s'^-f-Ml'aconstante^A , en'vertu de ce qui a été dit CMessus (art. V) 
et les points en 1es<|ucls viendront se placer sur le plan X les points en lesquels 
les plans N' et N, cx>upent les droites D et D' seront sur une droite qui se projet- 
tera sur le plan horizontal de projection suivant la droite p6,*,- et l'on aura : 
s'p + constante = A , en vertu de ce qui a été dit précédemment(art. f). 

Les droites pé.^etqd* séront donc parallèles. ■ * 

En vertu du transport des plaps normaux N, et N,', le point o, sera venu en un 
point o^'si tué sur I, et dont on déterminera la projection o,'* en menant sur le 
- milieu r de la droite qd,'‘ une perpendiculaire à cette droite qd,* et qui viendra 
couper la droite F au pointu,'*, et en ramenant le pointu,'* parallèlement à la ligne 
de terre et d'une quantité égale à l, on aura Iç point u'*. - . , ■ 
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Or, faisant pour chacune des droites I", 1"', ce que nous \enqus de faire 

pour I', on voitque l'on aura pour le lieu des points o'‘, o"", o"'* une droite passant 

par Ml*, car le rapport est constant. 

Remarquons que la longueur dépend 1" de l’angle que la droite m‘A* fait 
avec la droite et 2" de la quantité m*r qui est égale à 6,*i/* qui elle-même est 
égale à b'd' ou à . cos . et la quantité o'*o.'* ept égale à /. 

Lorsque l’on prendra un autre plan X, la droite analogue de pé,‘ fera un angle 
difTèrcnl avecss', en vertu de cequi a été dit ci-dessus (art. 2), mais la quantité 
analogue de m*r restera la même , car l’on peut supposer / constant pour toutes 

les.droitcs 1 , 1', tracées successivement dans les plans X , X', X" 

Ainsi dans chaque plan X, X', X", * On obtiendra une suite de droites l, 

l", qui s’appuieront toutes sur la droite B cl qui feront avec la plus courte 

distance m' des angles différents entre eux. ■' 

La surface t est donc réglée. ' m, 

Maisoe que nous venons de dire en considérant des plans X, X', X", perpen- 
diculaires é B , nous pourrons le dire , en considérant des plans X, , X/, X", per- 
pendiculaires à B', la surface Z est donc <loué/emen( réglée et elle a deux plans 
directeurs , ol\e en donc nn paraboUnde hyperbolique.. . '. . 

IV. Lieu tjéoinéirique des points de l’espace également distants (Cun point et d'un 
plan. _ ’ , ^ ■ 

Étant donnés un point »i et un plan P , on peut par le point m faire passer une 
inrinité dè plans Y, Y', Y", perpendiculaires au plan P; tous ces plans V, Y', Y", 
se couperont suivarit une droite R perpendiculaire au plan P et passant par le 
point»!. 

Chaque plan Y coupera le plan P suivant une ifroile A, cl si l’on considère sur 
le plan Y un point x, et que l’on veuille connaître sa distahee au plan P, il sutfîra 
d’abaisser de ce point :r une perpiettdicnlairc D sur A , laquelle sera parallèle à la 
droite R , et par suite sera perpendiculaiiveab plan P. 

Or , le lieu géométrique dés points. a; qui , situés sur le pl5n Y, sont également 
distants du point m et de la droite A est une parabole 6 ayant le point -w pour 
foyer et la droite A pour directrice-, sur chaque plan Y', Y", Y'", nous trou- 
verons une parabole S”, et évidemment toutes ces paraboles sont iden- 

tiques, car elles ont même paramétre;, le lieu de toutes ces paraboles sera un 
paraboé&ide de révolution ayant la droite R pour axe infini ou de rotation et le 
point m pour/uyrr et Je plan P pour plan directeur. 
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V. J^irn (jéométrilfue des pointé de i'etpace égalen\ent dislauls d'un pohH et d’une 

droite. _ • ^ 

Étant donnés un point m et une droite D, on peut Taire passer par ce point et 
cette droite lin plan X. Sur ce plan le lieu des [Ktints également distants du point 
m et de la droite D sera une parabole 6 ayant le point m pour foyer et la^droite T) 
pour directrice. 

Imaginons un cylindre It ayant pour base la courbe 6, et ayant ses génératrices 
droites perpendiculaires au plan X. Prenons sur ce cylindre B un point x, et 
considérons le plan X comme un plan horizontal de projection. 

Le point x se projettera en sur la courbé ê , et la droite mx se projettera 
en mx*. La perpendiculaire menée du point x à la droite O coupera cette droite 
en un point p; et la droite px*, projection de la.droitepx (le l'espace, sera per- 
|>endiculaire à D. . ' * 

Or, la courbe € étant une parabole , on aura : 

nix* = px*. 

D’où l'on doit conclure que mx = px. • • 

Donc tous les points x du cylindre B seront également distants du point m et 
de la droite D. 

V I . iieu géométrique des points de f espace égatemeiit distants <t une droite et d'un plan . 

Étant donnés une droite D et un plan P , il peut arriver deux cas , la droite D 

peut être parallèle au plan P ou percer ce plan. 

PaeiiicR Csa. La droite Ù étant parallèle au pim P. 

Menons un plan X perpendiculaire à la droite D. Ce plan coupera D en un 
point m elle plan P suivant une droite A. Sur ce plan X le lieu des points éga- 
lement distants du point m et de la droite A sera une parabole 6 ayant m pour 
foyer et A pour directrice , et de plus, il faut bien le remarquer, si l'on prend un 
point X sur é, et si l'on mène de ce point x une perpendiculaire xp sur A , les 
droites mx et xp seront égales, et de plus mx sera perpendiculaire à la droite D 
et xp sera perpendiculaire au plan P> Les points de la parabole 6 satisferont donc 
au problème proposé. , ' ' ‘ 

Pour tous autres planaX', X", X"', perpendiculaires à la droite D, on trou- 

vera des paraboles g', 6", 6'",....-. satisfaisant à la question. Évidemment toutes^ 
ces paraboles' ont même paramétre, et sont parallèles entre elles; elles forment 
donc un cylindre B ayant la paraboles pour base et section droite , et ayant ses 
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génératrices droites parallèles à la droite P. La surface demandée sera donc un 
cylindre parabolique. 

Del'xième cas. La droite P perçant le plan P. 

Étant donnés une droite P et un plan P, nous pourrons toujours prendre le 
plan P pour plan horizontal de projection. 

Pésignons par a le point en lequel la droite P perce le plan P. Menons par P 
un plan X perpendiculaire à P. Ce plan X coupera P suivant une droite A, et si 
l’on divise en deux parties égales l'angle a que font les droites P et A , on aura 
une droite G , dont tous les points seront également distants de la droite G et du 
plan P; la droite K qui divisera en deux parties égales l’angle supplémentaire 
de SE satisfera aussi . â la question, et les deux droites G et K sont évidemment 
rectangulaires entre elles. . v 

Cela posé , menons par le point a une droite arbitraire L faisant avec P un 
angle x , on fera tourner L autour de P et l'on aura qn cène de révolution A 
.ayant P pour axe de rotation , et son demi-angle au sommet ^1 à a. 

Menons par le point a une droite Z perpendiculaire au plan P. 

Et par le point a une droite L, faisant avec Z un angle complémentaire de x' ; 
la droite L, , en tournant autour de Z , engendrera un uùncjA, qui sera de révolu- 
tion , et dont toutes les génératrices feront avec le plan P un angle ' 

Les deux cônes A et A. ayant même sommet a, se couperont suivant deux 
génératrices droites, ou se loucheront, ou ne se couperont pas. 

Or, il est évident 1* que les deux cènes se toucheront , lorsque l’angle a' sera 
égal à l'angle x que la droite D fait avec le plan P ; 2° que les doux cènes ne sc 
couperont pas, lorsque l'on prendra a' plus petit que a ; et 3° que les deux cènes 
se couperont toujours suivant deux génératrices droites, lorsque l’on prendra a' 
plus grand que a. ■ -, • ' - 

Les deux génératrices d’intersection, l’une G' et Pautre K', satisferont à la 
question. 

Ainsi la surface demandée est une surface coniijuc ayant le point a pour som- 
met, et il sera facile de construire autant de génératrices droites, que l’on voudra, 
de cette surface conique. 

Cherchons maintenant la nature gtSométrique de cette surlàce conique. Rapp«'- 
loDS-nous que la surface lieu des points de l’espace également distants d'un point 
et d'un plan , est un paraboiefide de révolution ayant le point pour foyer et le pian 
j>our plan directeur. ' . _ 

Menons par un point ni, arbitrairement pris sur la droite T), un plan y jicrpen- 
diculairo à D. • , ■ 
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' Conslriliaons la surface paraboloîde t{> , ayant le point »i pour Jmjer et le plan P 
pour pim directeur; le plan y coupera la surface iji suivant une section conique, 
qui sera unC ellipse, ou un cercle, ou une parabole S; celle courbe sera lelle, 
que si l’on prend un de ses points x et que de ce point x l’on abaisse une p<‘r- 
pendiculairc xp sur le plan P , et que l’on mène la droite am , on aura 1cm = xp ; 
et comme la droite xm est dans le plan y, elle sera perpendiculaire à la droite ü; 
tous les points æ de 6 seront donc également distants du plan P et de la droite D ; 

on pourra faire des constructions analogues pour tout autre point m', m", m"’, 

de la droite D. ... 

La surlàce coniqtie> lieu des points de l’espace egalement distants de la 
droite D et du plan P, est donc un cône du second dr^ré. Mais si l’on remarque 
que l’axe du paraboloîde iJ. est perpendiculaire au plan P, on voit de suite que 
le plan y, perpendiculaire à la droite D , coupera toujours la surface 4< suivant 
une ellipse, qui aura pour l’un de ses axes la droite unissant les points en lesquels 
les deux droites G et K seront coupées par ce même plan y. 

Passons maintenant è la solution de chacun des quinze problèmes pro|>osés. 

Problème 1 . Cotulruire te centre et te rayon d une iphère postant par quatre points. 

Désignons les quatre points donnés par m, , m,, m,, m,. 

On. mènera sur le milieu dés cordes m.m.j m.m,, m,m,, qui se coupent en un 
même point m,, des plans Qr Q'> Q", respectivement. perpendiculaires à ces 
cordes. 

Ces trois plans sc couperont'*en un point o, qui sera le centre de la sphère, et 
a droite om, en sera le nii^on. 

On aura donc toujours une solution et une seule. 

Si les quatre points sont sur un même plan, il faudra considérer les divers 
plans menés perpendiculairement sur le milieu de toutes les cordes données, en 
unissant deux iî deux les quatre points. Si tous les plans se coupenf suivant une 
seule droite D, le problème aura une infinité de solutions; la droite D'scra le 
lieu des centrés de rinlinitc de sphères passant par les quatre points donnés, qui 
dans ce cas p.ariiculicr seront situés sur une circonférence de cercle. 

Si les plans ne $é coupent pas suivant une droite unique, .le problème n'a pas 
de solution possible , et, dans ce cas , les quatrè points donnés ne sont pas situés 
sur une circonférence de cercle. 

Problème 2. Construire te centre et te rayon d'une sphère passant par trois points ft 
tangente à une droite. ' 

Désignons les trois points par m, , nj,, m, et là droite par D. ■ ' 
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Le lieu géométrique pour deux points sera un plan P, et pour un point et la 
droite ce lieu scéa un cylindre parabolique. ' 

^ous construirons donc deux plans, Pet P' perpendiculaires sur le milieu des 

conles m,m, , m,m,. ‘ 

Ces deux plans P et P' se couperont suivant une droite 1 , laquelle sera le lieu 
du centre de la sphère. 

Par le |)oint m, et la droite D nous mènerons un plan \ et dans ce plan nous 
construirons une parabole g ayant le point i», pour/oÿcr et la droite D pour direc- 
trice, et le cylindre B ayant g pour section droite sera coupé par la droite ien des 
points qui seront les centres des sphères demandées et la distance de ehatjue centre 
à l'un des points donné sera le ration demandé. V 

■La droite I peut : 1” ne pas rencontrer le cylindre parabolique B; 2" le percer 
en deux points; 3* le percer en un seul point. 

Le problème peut donc ne pas avoir de solution possible, ou avoir deux solu- 
tions ou une seule solution. , • 

Pour construire les centres avec facilité, on fera passer par la droite I un plan 
perpendiculaire aU plan X et qui coupera ce plan X suivant une droite H. 

1* Si la droite H ne coupe pas la parabole g, c’est que la droite I ne perce pas 
le cylindre B. • . 

2* Si la droite U est parallèle à l’axe de la parabole g , elle ne coupera cette 
courbe qu’en un point, et la droite 1 percera le cylindre Ben un seul point. 

3* Si la droite H n'est pas parallèle à l'axe de In parabole g, elle coupera cette 
courbe en deux |K)ints et la droite I percera le' cylindre B en deux points. 

On doit d'ailleurs remarquer que dans ce qui précèdeon suppose que la droite 
1 n'est pas parallèle aux génératrices droites du cylindre IV,- ca» pour lequel les 
données du problème seraient évidemment telles que les trois points et la droite 
seraient siinés dans uti même plan. Dans ce cas le problème ne serait possible, et 
aurait dés lors une infinité de solutions ,.qu'autant que le cercle C passanlpar 
les trois points donnés serait tangent à la droite donnée; l'on aurait- dans ce cas 
une infinité ife sphères s' entre-coupant suivant le même cercle G. • 

PaOBLËME 3. Constmire le centre et le raÿon <f uMe spltére panant par deux points et 
tamjente à deux droites. 

Désignons par m, et m, les points donnés, et par D, et D, les droites données. 

Le centre clicrché sera d’abord sur un plan P mené perpendiculairement à la 
corde ni,m, cl en son milieu. . ‘ 

Le cculre sera encore sur deux cylindres B, et B., lepremier ayant pour section 
droite une paral>ole g, ayidil le fKÛnt w, [>our foi/er et la drgilo D, pour directrice , 
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et le second ayant pour seaion droite une parabole é, ayant le |K>int m, pour Jbyer 
et la droite D, pour directrice. _ . 

Ces deux cylindres B, et B, se couperont suivant une çourl>e ù double courbure 
V, laquelle sera coupée en général par un plan suivant quatre points, puisque In 
courbe intersection de deux cylindres du second degré est do quatrième degré. 

Ainsi, en général, le problème peut avoir quatre solution.s; comme cat particu- 
liert, il peut se présenter les données suivantes. 

Premied cks. La droite K qui unit le» deux points ni, et m, rencontre eteoupeladroiteD,. 

Dans ce cas on pourra construire deux cercles C et C' passant par les points 
m, et m,et tangents à la droite D,. 

Désignons par o et o'. les centres des cercles CetC', et par Y le plan qui contieni 
les points in, et m, et la droite D. .. 

Menons par les centres o et o' des droites L et L' perpendiculaires au plan Y, 

Pour déterminer Icsccntres des sphères,. il faudra cherclier sur les droites Let 
L' les |K»inLs également distantsde la droite D, et do l’un des deux points m, et m,. 

On construira donc la parabole S ayant m, pour foyer ei D,.pour directrice , et 
l’on, retombera sur le deuxième problènte. 

Chacune des droites Let L' pourra couper le cylindre B ayants pour section 
droite, en deux points. • ‘ j 

Ou (>ourra donc avoir dans ce cas quatre solutions, ■ 

Et ainsi quatre sphères, dont deux se couperont suivant te cercle C et deux 
suivant le cercle G'. 

Deuxième cas. Les deux droites D, et D, rencontrent et coupent la droite K qui unit les 
deux points m, et m,. ' • ‘ • 

Dans ce cas on pourra construire quatre cercles passant par lus points m, et m, 
et tangents, savoir : deux i la droite D, et deux à la droite D,. 

Désignons par C, et C,' les cercles tangents & D,, et par C, et C/lcs cercles tan- 
gents à D,; désignons j>ar Y le plan des cercles 'C, et C/ et par Y' le plan des 
cercles C, et C', • ' 

On sait <(ue lorsque deux cercles ont une corde commune ils peuvent totijours 
être situes sur une sphère. ' ^ 

On aura donc dans ce cas quatre solations , car on aura- quatre sphères 
passant par C, et C, , ou C, et C,', ou C,' et C. ou C' et G/. 

Dans les deux cas particuliers précédents, il faut supposer -que la droite D, ou 
les deux droites D, et D, coupent la droite K en un point situé extérieurement 
par. rapport aux points m, elM.; car ai cela n'avait pas lieu , le problème proposé 
serait impossible avcT les donnéer: ■ ’ ■ 
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Problème 4. Cmitruire le centre elle rayon (fane êphérc passant par un point et 
tangente à trois droites. . 

Désignons lo point par m_ et les droites par D, D_, D,. 

On construira trois paraboles 6, 6', S" ayant le point m, pour foyer commun, et 
ayant respectivement pour directrice*, les droites D,, D, , D,. 

Les cylindres B, B', B" ayant respectivement pour sections droites les paraboles 
S, 6", S" s’entre-couperont en général en huit points. 

Il y aura donc en général huit.sphèrcs , et le rayon sera , pour chacune , égal à la 
distance du point m, à l’un des huit points centres. . 

Problème 5. Construire le centre et le rayon d’une sphère tangente à quatre droites. 

Désignons par D, , D,, D,, D^ les quatre droites données. * 

Nous construirons les paratx)loîdes hyperboliques lieux des |K>ints de l’espace 
également distants des droites D, et D,, O, et D,, D, et O,. 

Ces trois surfaces I, 1', I" se couperont en général en huit points qui seront 
les centres de huit sphères. _ 

On abaissera de chaque centre une perpendiculaire sur la droite D, et l'on qura 
la longueur du roÿon.- . ’ 

Comme cas particulier, il peut se faireque les quatre droites se coupent deux à 
deux et forment dès lors un quadrilatère gauche. 

Dans ce cas la solution est simple, et facile , car qi nous désignons par D et D', 
D, et D,' les célés opposés d’un quadrilatère gaudicétpar », »', s", s" ses quatre 
sommets, s étant le point de rencontre des côtés D et D. , *' celui des côtés D. et 
D', s" celui des côuis D' et D/ et s'“ celui des côtés D.' et D. • • .. 

Il suffira de mener 1' un plan P passant par le point * et divisant l’angle inté- 
rieur des droites D et IX en deux parties égales, ce plan étant d'ailleurs perpen- 
diculaire a celui dt's deux droites D et D,. ' 

2' Un plan P' passant par le point*' et divisant l’angle intiTieur des droites D, 
et D' et perpendiculaire à leur plan. 

3" lin plan P" passant par le point *" et divisant l’angle intérieur des droites D' 
et D.' et perpendiculaire à leur plan. 

Les trois plans P, P', P" se couperont en un point o , qui sera le centre de la 
sphère Intérieure touchant les quatre droites données en des points situés sur les 
portions des quatre droites qui forment les côtés du quadrilatère gauche. Mais si 
l'on -remarque que les c<ités d’un quadrilatère étant prolongés, il a, outre les 
angles intérieurs les angles extérieurs, et que dés k>rs un peut diviser ces angles 
comme les premiers, on devra' : . 
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Concevoir les deux plans P et Q passant par le point »'■, rectangulaires entre 
eux et qui sont respectivement les lieux des points de l'espace , également distants 
des dnoites D et D,. 

On aura donc en chacun des sommets deux plans à considérer, et ainsi on 
aura à considérer en •' les plans rectangulaires P' et Q', et en «" les plans rectan- 
Kulaires P" et O". • ■ 

Il faudra combiner ces six plans cl de la manière suivante : ' ^ ' 

Les plans P et P' se couperont suivant une droite I. 

QetO'. .......... . , . : . 1 '. 

PetQ' . . .... . I". 

P'etQ I". 

Chacune de ces quatre droites sera coupée en un point par les plans P" et Q". 

On aura donc en tout huit points qui seront les centres de huitsphères tangentes 
aux quatre droites indéünies D, D', D. > D.', et la sphère dont le centre est le 
point de rencontre des trois plans P, P', P", sera celle qui sera tangente auqua- 
drilatére gauche formé par tes quatre droites indéfinies. 

Par conséquent le problème étant énoncé ainsi : ' ‘ . 

Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauche. 

N’a , en général, qu’une seule solution. ‘ . 

fit le problème étant énoncé ainsi t 

Construire une sphère tangente à gitalre droites, qui se coupent deux à deux et inter- 
ceptent entre elles un quadrilatère gauche. ' , ' 

Aura en général huit solutions. * ' 

Nous venons de dire que le problème : Inscrire une sphère dans un quadrilatère 
gauche, n’avait, en ÿènéra/, qu’une seule solution; • - 

Nous axons dA employer celte locution , puisque, dans certains caS| le pro- 
blème peut avoir une infinité de solutions, ou 'aucune solution. 

£t,enelTct: , ...' •. 

1* Concevons un quadrilatère plan, et supposons que ce quadrilatère est un 
parallélogramme oblique ou rectangulaire oèo'è', 111. Il est évident que les 
quatre plans P, P', Q, Q', qui diviseront en deux parties égales chacun des 
angles intérieurs de ce polygone, se couperont deux i deux suivant quatre 
droites parallèles entre elles A, A', A", A'",-, et dès lors il , est évident que, 
dans ce cas, le problème ne peut avoir de solution, ou, en d’autres termes, que 
le centre de la sphère est situé à l’infini, au point. en lequel les quatre droites 
parallèles A , A', A", A’", se coupent. . . ‘ ^ . 

' 2‘ Concevons un losange, /g. 1 15. Lesjiiaiis P et P' se confondront ainsi que les 

♦0 
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plans Q et Q‘, et dés lors on aura une seule droite d'intersection A , dont chacun 
des points pourra être Considéré comme'le centre d'une sphère tangente aux 
cétés du losange. On aura donc , dans ce cas , une infinité de solutions. # 

Si le quadrilatère au lieu d'ètre plan était gauche, des cas analogues pourraient 
se présenter. Ainsi, si le quadrilatère gauche a ses quatre eOtés égaux, on se 
trouvera dans un cas analogue à celui du losange, et le problème aura une inii- 
nité de solutions. 

Nous devons aussi faire remarquer que , lorsque nous énonçons le problème 
ainsi : Inscrire une sphère dans un tfmdrilatére gauche , nous D'enlendons pas que 
les points do contact de la sphère et des célés du quadrilatère seront placés sur 
les cétés mêmes du quadrilatère ; car avec une semblable restriction , le problème 
ne serait possible que dans un petit nombre de cas , et , en effet : 

Concevons un quadrilatère gaucho aa'bp’, les côtés opposés étant ab, a’b' el 
na', bb‘. ' 

Deux côtés adjacents formeront un plan. 

Nous désignerons par A le plan des côtés ab et aa, ■ ' • ■ 

'■ Par A' le plan dçs côtés a’b et a'b', 

Par B ic plan des côtés ba et bb', 

Par If le plan des côtés b'a vXb'a'. 

Désignons par P, le plan qui divise en «||^ux parties égales l'anglç intérieur en a. 

ParP... . . . . a', 

ParP, . ..... b. 

Par P,, •; . . . . ... . . . . ..... b'. 

.Venons par le sommet a une perpendiculaire au plan A, et désignons' cette 
droite par N,. ' ... 

Nous aurons de même ; ■ 

Les droites N,/, N,, N» , passant respectivement par les sommets a', è, é', et 
perpendiculaires respectivement aux plans A', B B'. ' ' 

De plus, ces droites N., N,. / N,, N,-,’ seront respectivement placées dans les 
plans bi-secteurs P. , P,. , P, ,' P„. •' ' 

Les plans P, èt P, se couperont suivant une droite I , laquelle sera coupée par 
les plans N-. et N, ondes points < 1 , et ô,. 

Lé plàn P^ coupera I en un point o, qui sera le centre de la sphère demandée; 
si le point o est intérieur pér rapport aux points a, et b, , les points de contact de 
la sphère et des côtés ab et aa' seront shués entre les sommets a, bel a'. Mais les 
points de contact de la sphère et des côtés bb' et a'bf seront en dehors do 
sommet ô'. 

.On voit, d’après ce qui précède, qn'ajànt construit les quatredroiles 1,1', I", I", 
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intersection «les couples de plans P, et P*. P,. ^ei P*., P. et P*, P^ et P», et les 
huit points en lesquels ces quatre 'droites 1,1', 1", 1"', sont coupées 'par 'les 
quatre droites N,, , le point o, qui est le point 'de rencontre des 

quatre droites 1', !",• I'", doit se trouver dans l'intérieur du polyèdre ayant 
pour sommets ces huit points et les sommets du quadrilatère , pour que les 
points de contact de la sphère et des câtés du quadrilatère gauche, se trouvent 
situés sur les cètès méntes de ce «quadrilatère! c'est-à-dire entre les sommets de ce 
.(]uadrilatére,ces sommets étant considérés deux à deux. 

Problème 6. Cotutruire le centre ei le rayon d'une sphère passant par trois points et 
tangente à un plan. 

Désignons ces trois points par-m, , m, , m,, et le plan par P. 

Preitnère solution.. 

On mènera «leux plans N et N' perpendiculaires sur le milieu, le premier de la 
cortle m,m,, le second de la corde rn.ni,. 

Ces deux plans se couperont suivant une droite I qui contiendra le centre «le la 
sphère cherchée. 

Il faudra ensuite chercher sur la droite I un point o également distant du plan 
P et de l'un des trois points donnés ; le point m, par exemple. 

■ Pour résoudre <*tte dernière question , on mènera par la droitç I un plan per- 
pendicolaîrc au plan P et qui le coupera suivant uqe droite D, et le problèmesera 
ramené au problènie suivant : ■ ' ■ ; 

Trouver sur ladraiie I im pointa également distaU du point m,rl de. la droite 0. 

Remarquons que les «leux droites I et D se coupent et qu'ainsi on a à résoudre 
lë problème qui nousa occupé précédemment. . . . ■ 

£n vertu de ce qui a été dit alors, op voit’que le problème aura ou 1’ deux 
solutions, «HJ 2* un e.seolè solution, ou 3’ aucune solution. 

Lorsque l’on voudra exécUtei:. l'épure , on prendra pour simplifier les uonstruc- 
tions, le plan P pour plan IjorUontal de projection et ppur plan vertical de pro- 
jection un plan passant par dent «les trois points donnés. . • 

Deuxième sàtiüan. . 

On peut aussi supposer. que les trois points donnés sont situés sur le plan , 
horiiontal de-projection, et .que le plan 1* est perpen«Uculaire au plan verti«al de 
projection. • • • ' 
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Avec cette position particulière des données ( et à laquelle on peut toujours 
arriver par des changements de plans de projection ) , la droite I sera verticale et 
SC projettera sur le plan horizontal en un point qui sera le centre du cercle cir- 
conscrit au triangle ... ’ , ' 

Désignons par p le point en lequel Ja sphère cherchée doit toucher le plan 
t* et par H' la trace horizontale du plan P. ' ' ‘ 

Prolongeons les trois cètés du triangle mjmjn, jusqu’à la trace H'; cette trace 
sera coupée: t* par m,m, prolongé en un point q; 2* par in.m, prolongée en un 
point q, et 3‘ par m,m, prolongée en un point q". 

Le plan pm,m, coupera la sphère cherchée suivant un cercle C ayant in.m.t/ pour 
sécante et p9 pour tangente en p. On aura donc: 

qm, . qm^z^qp’ • . . . • 

Le plan pm.m, coiipera la sphère cherchée suivant un cercle C' apnt m,mfl pour 
sécante et pq' pour tangente en P , on aura donc : 

qnt..q'm,—q'p'. 

Le plan pni,in, coupera la sphère cherchée suivant un cercle -C" ayant 
pour sécanteet p7" pour tangente en p, on aura donc ^ 

H 0t • • 

q m, . 9 P ... 

•* • • • • • • 

si dans le plan P nous traçons trois cercles, savoir (y!ÿ. 2 IB): 

le cercle It du point q - comme eenti-tt^et ave6 qp ponr rayon,' 

le cercle B' du point n' • comme -centre et avec ^'p pour rayop, - • ' 

le cercle B" du point 9" comme centre et ayeco'p l^^^r rayon, . 

ces trois cercles B, B', B" se couperont , en général , en deux |K)iots p et p', mais 
ces deuz points p etp' pourront se réunir en un seul r, qui serait alors situé sur 
la droite H' et dans ee Cas,' le plan P serait per|)endiculaire an plan horizontal et 
langent en rdu cercle circonscrit K aux trois points donnés, et les trois cerclee B , 
B', B" seront tangents en r. • . 

Mais si la trace H’, cou|H 2 le cercle K , alors quelle que suit la direction du plan P 
dans l'espace, le problème sera impossible et les trois cerclesB, If, B" nesecou- 
peront plus. ' •' , 

Ainsi : V ily aura "deux solutions si H’ ne rencontre pas le cercle K et quelle 
que soit la direction du plan P. . ' 


Digitizod by Googli 


— 317 — 

‘i* Il n’y aura qu'une æule solution si H’ touche le cercle K, et , dans ce cas, le 
plan P devra être perpendiculaire au plan du cercle K,. 

3’ Il n’yaura pas de solution possible si IT coupe le cercle K. 

D’après ce qui précède , nous pouvons énoncer le ibéorème suivant i 

Étant donnés sur un plan trois points m,, m, et ni,e( une droite H’ (e//e (/u'elle ne 
coupe pas le cercle K, circonscrit au triangle prolongeant les trois côtés du 

triangle jusqu’à leur rencontre en q, q’, q" avei:la droite H', si dechacun de ces trois 
points q, q', q" on mène des tangentes qi, q'i', q"i" au cercle K et si de chacun des 
points q, q', q",' comme centres et respectivement avec les rayons qi, q'i', q"i'’^ on 
décrit les trois cercles V, V', V", ces trois cercles s'entrecouperont en deux points y et y' 
situés SUT la droite L menée par le centre o du cercle K et perpendiculairement <i la droite 
H’; et les deux points y et y' seront également distants du point s en lequel les droites 
Leth’ sè coupent. 

On peut faire varier l’angle « que le plan donné P fait avec le plan des trois 
points donnés m, , m,, m„ dés lors il n’est pas sans intérêt de savoir quel sera lelieu 
yéométriquedesdivers points de contact pdes divers plans Pet desdiverses sphères 
passant toutes par le cercle K qui est circonscrit au triangle in, 

Pour déterminer ce lieu , menons par le centre o du cercle K , un plan Z per- 
pendiculaire aux divers plans P ayant pour trace commune la droite H’. 

Prenons ce plan Z pour plan vertical île projection, (eplandu triangleétant le 
plan horizontal de projection; ce plan Z coupera H’ en un point s; le cercle K 
en deux points tn et m'; et les divers plans P, P', P" (faisant avec le plan du 
triangle les angles a, a, a"), suivant des droites V’, V’', qui feront avec 

la ligne de terre précisément des angles égaux à a , a', a" ‘ 

Ce même plan Z coupera les diverses sphères qui s’entrecoupent suivant le 

cercle K, suivant des grands cercles, C , C', C",.,..- tels que C et C' et C", 

seront respectivement tangents(jîÿ. 117) aux traces V’,V",V’",et aux points pjp'jp". 

Et CCS points P, p', p",..:.. seront précisément los points de contact des sphères 
et des plans. • ' ' ' ' - ’ . 

Ainsi le lieu des divers points de contact des sphères et des plans, 'sera une ligne 
plane et située dans le plan Z. - ' - 

Toutes les tangentes sp,sp', sp", seront égales entre elles, puisqilè l’on a : 


et 

et 

et ainsi' de suite. 


9p =int , 

. sm 


sp" —sm . 

sm' 


sp" =«m 

4m'^ 
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Ainsi le tien des points de conUel est un cerele ajant pour centre le poinl t. 

Lorsque l'on supposera que l’angle » est droit, le plan P sera vertical et xk-s 
lors, lescenlres des sphères se trouvant sur la droite A élevée perpendiculairement 
au plan du cercle K et par le centre ode ce cercle, il faudra que roacberebe sur 
la droite A un point a tel que sa distance au point tn ou ni' soit égale à la perpen- 
diculaire td menée par le point r à la ligne de terre, et l'on aura alors en d 
le point culminant du cercle D lieu des points de contact des diverses sphères et 
des divers plans satisfaisant les uns et les autresaux conditions établies ci-dessus. 

De ce qui précède , on peut déduire divers théorèmes relatifs à l'hyperboloïde à 
une nappe. 

Et en cITet : 

Concevons un liypcrboloîde à une nappe 2, tel que les plans des sections cir- 
culaires soient perpendiculaires à une des génératrices droites G du premier 
.système de cette surface gauche, ce qui peut eitister; ces plans seront alors per- 
pendiculaires à une génératrice droite G, du second système , laquelle sera paral- 
lèle à G. 

Prenons pour plan de projection un plan Z , perpendiculaire à G et G, ; ce 
plan Z coupera G en un point m et G, en un point m', et une suite de plans 

Z', Z", Z'", parallèles à Z couperont la surface 2 suivant des cercles C', C", 

C'",:..., qui se projetteront sur lé plan Z suivant des cercles ayant pour 
corde commune la droite mm'. 

Si nous' menons dans le plan des droites G et .G,, une' droite H* parallèle à 
Gou G. , elle coupera le plan Z suivant un point s. Et dès lors si l’on mène aux 

divers cercles C, C', C", C'", dos tangentes s'appuyant sur la- droite' on 

formera un conoïde A' tangent à. la surface gauche S., et la courbe de rântact I se 
projettera sur le plan Z suivant un cercle D. De sorte que la courbe de contaicl^^ra 
située sur un cylindre ij<, ayant la droite H’ pour axe et le cercle D pour section 
droite.- . ; ^ ^ , < ' _ . 

On peut généraliser ce qui précède de la manière suivante : 

On peut couper l'hyperboloïde à une nappe 2 par -une suite de plans parallèles 
Z, Z', Z", Z'", suivant des ellipses, toutes ces ellipses seront semblables. 

Concevons deux génératrices droites de systèmes différents G et G, parallèles 
entre elles ; menons dans l’espace une droite H parallèle à G ou G, et située dans 
le plan y , qui , passant par G et G, , sera on plan asymptote de la surfece 2. 

Cela posé : 

Coupons tout le système par un plan Z, perpendiculaire aux droites G, G, et H. 
Ce plan Z, coupera ces droites ^el respectivement en les points m, m' et * , et remar- 
quons que les trois points m , m' ét s seront en ligne droite. 
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Les diveràes ellipses pafallétes se projetteront sur le plan Z, suivant des 
ellipses semblables et semblablement placées, et ayant pour corde commune la 
droite mm'. - 

Et si du point s on mène des tangentes à toutes ces projections elliptiques , les 
points de contact serons sur upeellipso D ayant le point s pour centre, et qui sera 
semblable et semblablement placée par rapport aux ei}ipsesTprojcctions. 

Ainsi on peut énoncer le tliéorémc général suivant ; 

Étant donni’ un hijperboloîde à une nappe 2 , si Con prend sur cette surface une géné- 
ratrice droite G , et si F on construit le plan T gui , passant par G , sera asymptote à la 
surface Ijsi dans ce plan T on trace une droite H parallèle à G, la courbe ^ de contact 
de la surface 1 et d’un conoide A engendré par une droite se mouvant parallèlement à un 
plan arbitraire X , en s'appuyant sur la droite H et sur la surface S, , sera située sur un 
cylindre , tel gue , ses génératrices étant parallèles à la droite G ou H , 1* M section 
droite sera une ellipse semblable et semblablement placée par rapport â la projection, ‘sur 
le plan de secâa^ droite , de f ellipse section de la surface hyperboloide X par tout plan 
parallèle au plan X , et 2* son axe sera la droite H. 

Et nous devons faire remarquer que nous établissons, comme condition, ‘que 
le plan X (quelle que soit «a direction dans l'espace ) coupe toujours la surface 
hyperboloide 2, suivant uneellipse ou un cercle. 

Si l'ellipse de section par le plan parallèle à X se projette sur le plan de séction 
droite suivant un cercle, le cylindre sera alors de révolution et il aura la droite 
H pour axe de rotation. 

PRoaLtaE '7; Cofufruire le centre et le rayon-d’une sphère passant par deux points 
et tangente à deux plans. , • -, 

Désigoou les deux points pér m, et m. et les deux plans par P et Q. 

Les deux' plans P et Q se coupèrent suivant une dfoite L; par cette droite L, 
nous pourfons mener deux plana À et R' perpendionli|jres et bi-secteurs des 
angles a et <x' que font entre eux plans P et Q, , 

Sur le milieu de- la corde m,m^,«t perpendiculairement à cette corde, nous 
mëner(^ un plan S. . * ' , 

Les plans S ‘et R , S etR' sé couperont suivant deux droites X et X' sur lesquelles 
seront situés les centres des SphèrÉS cbercliées. . ., 

On devra donc chercher sur X un point « tel que ses distanças é l'un des 
points m, et m, et à l'un des plans P et Q soient égales. Nous sommes donc encore 
conduit à employer le premier mode de -solution du problème 6 précédent.. 

Il' pourra, donc y avoir deux points o.sur X-et sur X', ou un seul, ou aucun. 
Dés lors, leproblëme peut avoir ^ 
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r Quatre blutions, ou 2* trois solutions, ou 3* deux solutions, ou 4* une 
solution, ou 5* aucune solution. , 

Lorsque l’on voudra construire V épure, pour simplifier les constructions , on 
pourra prendre : 1* le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical 
de projection perpendiculaire au plan Q et passant par un des deux points donnés , 
ou 2" le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical de projection 
passant par les deux points donnés. Alors le plan Q sera oblique par rapport 
aux deux plans de projection. 

Problème 8. Construire te centre et te rayon d’une ephire passant par un point et 
tanyente à trois plans. 

Désignons le point par m et les plans par P, Q et R. 

Les plans P, Q et R se couperont deux à deux suivant trois droites I , I', I" qui 
s«.' croiseront en un point p, et ces trois droites seront : ' 

1 intersection des plans P et Q 

r . . P et R 

I" •. Q et Tl 

Cela posé: 

Par la droite I-, nous ferons passer deux plans X et X' rectangulaires entre eux 
et bi-secteurs par rapport aux plans P et Q; par la droite I', nous ferons passer 
deux plans Y et Y' rectangulaires entre eux , et bi-secteurs par rapport aux plans 
P et R. 

Par la droite!", nous ferons passer deux plans Z et Z' rectangulaires entre eux , 
et bi-secteurs par rapport aux plans Q et R. ‘ ' 

Les trois plans P, Q, B forment un angle solide; les plans X^Y, Z qui divi- 
sent en deux {Orties égales les angles dièdres intérieurs de cet angle Iriédre se 
coupent suivant une même droite J, laquelle contiendra le centre o de la sphère 
cherchée. - 

Tl faudra donc chercher sur la droite J un point o également distant du point m 
et de l'un des trois plans donnés P, Q, R. . - 

On .se trouve ainsi conduit à employer le premier mode de solution du pro- 
blème 0. . . ' 

Le plan Z coupera les plans Y' et X'suivant une droite J'. 

Le plan X coupera les plans Y' et Z' suivant une droite J". 

Le plan Y coupera les plans Y' et Z' suivant une droite i'". 

- Pour chacune de ces droites, il pourrait exister deux centres ou un centre ou 
aucun centre. * - ' • ' - 
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te preMéiM paraît <k>BC, ‘à le première vue, . avoir eu général, kùi( «olutions ; 
voyons si la chose est possible. 

Les quatre droites J , J', J", J'", se coupent en un seul et même point qui 
n'est autre que le point p. 

tes trois plans donnés P, Q, R divisent l’espace en huit régions trièlircs. 

1’ Le point donné m ne peut être que dans une deces régions, s'il n’est pas 
situé sur l’un des trois plans. ^ . 

2' Si le point mest situé sur un des trois plansdonnés , il apitartiendra à deuv 
nagions adjacentes parle plan sur lequel le point est placé. 

3* Si le point mest situé sur l'une des trois droites I, I', T qui se croisent au 
|K>int P , ce point ni Appartiendra à quatre régions contiguës par. l’aréte sur 
laquelle le point m est situé. - ' 

Cela |K)sé : • • „ - . . * 

1’ Lorsque le point m sera'éani l'intérieur d'un angle iriédrc, on ne poèrra 
considérer qoe la droite intersection' des (dans hi-secleurs des angks dièdres inté- 
rieurs par rapporté cet angle triédre. 

^ On ne pourra donc avoir que deux solutions et toujours deux dans ce cas. 

2* Lorsque le point m sera sur un des trois plans donnés, |K>ur que le problème 
Céoit possible, il faudra que iapcrpendiculaire'menée par le |)oinl m i ce plan aille 
rencontrer l'une des deux droites J et J', intersection des plans bi-secteurs des 
angles dièdres intérieurs par rapport à eliacune des régiOns'diédrcs adjacentes. 

Dans ce cas, il n’y aura eu général aucune solution ; ibulefois , aveu certaines 
données, il pourra en exister uno; et poor qu’il y en ait deux, il faudra que. le 
plan bi-sccleur qui contient les deux droite»; J et J', non-seulement passe par le 
|H>int m,.maisaoilencoreperpendiculairean plansur lequel-o« pointmest situé. 

3T Lorsque le point m 'est situé sur une des trois frètes I, I', 1", M ne peut 
évidcniraeni exister aucune solution. ■* 

On 'voit donc qne les trois problémès 6, 7 et 8 se résolvent de la même mâniére, 
puisque pour leur spluliou on est conduit, en déjlniiwe^, à celle d’uu problème 
unique et le même pour les- trois cas, 'savoir : trouver mt kmc droite un point éga- 
Itmeni dixtant, d’un point donné et d’un piiiit donné.- - 


PaoBLÊUB 9. Conttruite le centre et le rayon d’une ipliére tangente'- d gmtrepkmx. '. 
Désignons les quatre plans par 2,, ^,.2,. . ‘ ■' . V‘ 

Ces quatre plans se couperont deox i deux suivant six droites, et trois à trois 
suivant quatre points. ” f"'. . ’ .*• •'■. •' 

' Ces quatre, points seront les sommets d'un tétraèdre dont les six droites seront 
lesarélps. . '• ' ‘'. V- • 

41 
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Ucsigrtoni ^ 1 ' *i les quatre «ôninieta; «,‘étanl <i|l(>oàéi.la flUb 

la face 2 ,, et aingi de suite. ' ' 

Les arêtes (#,fj et («,«,) — (»,«,) et (*,fj et (a.*,) seront .dites arêtes «ppo- 

sées , et les arêlee opposées ne peuvent Aire évidemmeilt aituéee' dans iin mêana 
pl.in. ■ ». *<• 

Pour ractlKcr les raisonnements désignons les trois couples d'arétes opposées 
par I et r, I, et I,', I. etl,'. "ss 

I..es deux faces qui se coupent suivant l'arête 1 forinent deux angles qui sont 
suppléments l'un de l’autre. Désignons par P et Q lee plana kt-seeleors de ces 
angles, le plan P divisant l'angle intérieur du tétraèdre et le pian Q l'angle exté- 
rieur de ce inéniu tétraèdre. . • . 

'Nous dràignei'ons de même: . ■-'••••. - •• 

par P', et les plans bi-sectèurs passant par Taréier ’ - . 

|)ar I*. ,el 0, les plans bi-seeteurs qui passent par I, • ■ ■ 
par P,' et Q/ ceux qui passent par I,' - 
par P, et Q, ceux qui passent par-I. • 
otpar P,' et Q,' ceux qui passent par I.'-' ' •' , 

CelaposéN ’ . •. • : •• ' 

Les plans bt^eecieurs inlérieurs.P et P,' se couperont soittantxine drorte’ l glleej^ 
pbms bi-seotcors extérieurs P et Q' sifivant une deosiè J'. ' •' * ; ’-.f 

I 4 droite J coupera Tarête I au pointnf et i’arétel' an pointai'. . 

La droite J' coupera l’arête lau point « et farêla l' au pôinLx'. .. - 
^OupHêquesoit la forme du. tétraèdre les points -met m' «xistereiit toujours, quais 
les points X et «' peuvent être siturMtesdeox'i findni. f 

Et en elfct .4 si les pions R et Q $tnrporaUélM,la droite i' sera située à finllni. 

■ Si les plansR et Q' sont* parallèles, ladrorte J lenr sera perpendiculaire, puis- 
que les plans bf-sccteurs Pet Q., P*et Q' sont perpebdieulairee.entrc eut, ’ct dés 
lors-la droit» ans' sera la pitis courte distance existant entre les arêtes I etf'. 

Ce qna neVrenpns de dire pour le couple 'd'arêtes I tt f peut avoir Ken en 
même temps pour le apcond couple I, et l/-, ét à|nsi avair lieu pour deux confêes} 
et la même chose pout aussi avoir lien pour les trois couplés.' ' ’ 

. Si lès droites J', J»', J,' sont respectivement dirigées.suivant les plus courtes 
distauces.existani enire. I et 1','!, et 1.'., I, et I.', alors le tétraèdre est êvidem- 
fnetïiréifulier. " . . .. ' i-, 

.CeLVposé : ^ ^ . 

Construisons les centres des s|Jiùres tangentes iux plans dès quatre facer du 
.tétraèdre. , - ■• n * . 

Les six plans bi-sec(gurs des angles intérieurs i>, P, P, , P,', P., P,' se ' cowpè-’ 
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roui;' en unseol MmèiAe pointoqoisera le centre delà (plièreinscriie uiïtéiraèJre- 
Les trois pians -qui divisent en parties égales les trois angles extérieurs par 
rapport à nne face £ ae couperont en un point p, qq! sera extérieur à cette face , 
et quelle que soit la forme du tétraèdre ce point p.évideutmont existera toujours; 
on aura donc quatre spliêrcs extérieures tangentes aux qualr^Jûu^ 
et dont les ^centres seront désignés |>ar p.,p., p„ p.- A « . / 

Remarquons que le point de contact de la sphère (ayant p, pour centre) qyc<> 
la ùtce sera situé dans l'intérieur de cette face triangulaire. X du tétraèdre et 
qu'il en sera de même ponr les quatre sphères extérieures. 

vConsidérons maintenant l'angle prismatique formé sur une des arêtes du 
tétraèdre, l'aréte I par exemple. 

Le centre de la sphère tangente aux quatre plans aura son centre sur la 
droite J, intersection dqs deux plans bi-sectcurs et intérieurs P {lassant par l'arcle 
I et P' passant par l’arête opposée.4'. 

Le centre sera ensuite donné par la. rencuntr^de la droite J avec l'un des 
quatre plans bi-secteurs extérieurs passant par l'une des quatre auti-cs arêtes 

J..' (• î . , 

Or, peut-il arriver queTarète J soit flÉralléle à l’un de ces plans, et par suite 
à tous les quatre? Auquel au ie centre delà sphère se irouverait sHuè à l’bijint •> 
RemarqucTM que ce qui peut arriver ponr la droite J , peut arriver en même 
.temps pour la droite i' et aussi pour Ig droilo J" et ainsi les trois sphères tangentes 
aux ÜKes des aOgles prlsaanliqnta, peuvent exister toutes trois; mais peut-il 
n'en exister que deux, peut-il n*en exister qu’une,pe«t-il a'mi exisier aucune? 

D’après ee qui précédé on voit que œ problênte aura tonjoura cinq solutions 
données par la sphère inscrite et les quatre sphères extérieures Langentes aux 
foces' du tétraèdre. Hatr pourra-t-on avoir six, ou sept, on ksit solutions suivant 
qu’une, ou deux, ou trois des sphères tangentes o« Ihoes des angles prisma- 
tiques auront leurs ceoltcs -situés è -l-'inlini ? Cest te qu’il s’agît d’exammer,;\ 

Nous allens donc démonti'er que lés centres de ces troisspltères peuvent , sqj^t 
du tétraèdre, l’ être situés lOM lés tnois è dislanee Cnie , ou S’ que l'un 
iiïeux' peut être situé è Ptailni ,««i d'qw.déux d'entre eux , ou 4’ q»é tous les 
tmiSr peuvent Are transportés à WafinL f.-.. 

• Lorsque l’on considère l'angle péisaoatique existant sur, TfrAe ? , Ton consi- 
dère aussi, Panglc prismatique' existant sur l'arète opposée I'; et l'on a vit qde le 
ceiMise de la.- sphère était sitné sor. la droite! s'appujwnt sur les arélês opposées 
1 et r, et au point en lequel cette droite! perçoit i un des quatre plans t hi-sec- 
leflrs des angles extérieurs du tétraèdre) menés par les qilairé arélés s,*, , , 
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*>*M «Icsignaiit par t, et «, les sommcu par lesquels passe la droite 1, et par 
ti et », ceux par lesquels passe l’aréle opposée I'. 

Les quatre plans bi-sectcurs dont nous venons de parler se coupent donc en u|i 
seul et même point, que nous désignerons par s, lequel sera situé sur la droite J 
et sera le oenlrodeVunedes trois spliércs qui peuvent exister ou non.' v. 
Pour chaque couple d’arétes opposées 1,1', et I„ 1',, et I., I'.» on pourra r»ire 

les mêmes constructions', on aura donc trois centres ” 

Dès lors, on voit que les six plans bi-sccteurs des angles extérieurs du tétraèdre 
SC coupent quatre à quatre en les trois points s , s', s". 

Ainsi ces six plans déterminent , par ieur interaction deux S deux, un iroilc 
de pyramide quadrangulaire , qui sera un noyau commun à trois pyramides 
tpiadrangulaires ayant respectivement pour sommet les poièts t,V, x". • 

Une de ces pyramides deviendra un prisme si son sorhmot est transporté è 
l’infini ; deux de ces pyramides pourront être des prismes; enfin' les trois pyra- 
mides pourront être des prismes. ' • • T- 

Cela posé : • T V i- 

Concevons un tronc quadrangulaire quelconque , t, », t, *_ t, », r, », (/ïj. 1 IS ) 
noyau de trois pyramidei’ quadranguMires ayant jtour sommet* rrapectif les 
points S ; s , i . Les sommets », ». », », formeront un tétraèdre. ' • 

Imaginons que les six faces du tronc quadrangulaire- sont précisément les 4 ix 

plans bi-secteurs^ angles extérieurs de ce tétraèdre. ... .1. ^ 

La droite J passera par le point x et «'appuiera -sur les deux arêtes opposées 
I et l' ou »,», et »,«, du tétraèdre. •« u. • .i...- 

La droite i, |>assera par le point i' et s'appuiera sur les deux ârkes opposées 
1, et I.', ou,»,», et f,.»,du tétraèdre. .. 

La droite J; passera par le point »" ot s’appuiera sïir les deux arêtes oppèsées. 
I. *1 l/ou ».*4 et *,», du tétraèdre, ' v 

Ces trois droites J, T„ J, passeront par le centre a delà sphère inscrilc au tétraèdre ; 
ainsij|u’il aétc dit ci-dessus. . -*»' , *, a. - v • 

' Les faces opposées du tronc de pyramide quadrangulaire formé les six plans 
bi-secteurs des angles extérieurs, n'étant point parallèles, les droites J , J. e| J. ne. 
seront point dirigées suivant les plus courtes distances exisunt entre lescoupice 
d'arètes opposées du tétràèdro. >, • .i. - ‘ ' -i i. 

Celadit: r ^ 

- Supposons que le" point t aoiltransporté à rin'fini , alors les ârèies ^ , si , tj . , 
*,i. seront parallèle». .> • ' . .. 

Mimons par la droite qui uni( lesf>oinU sr et *" un plan perpendiculaire à «es 
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arètM parallél«s, l'on aura pour section un (juadrilatèro , dont les câtés opposés 
prolongés iront concourir aux points z' et z"' 

Le tronc prisntatique que l'on obtiendra dans cccas, n’aura pas de faces oppo- 
sées parallèles. 

Sup^Mns que les deux points s et t soient tous les deux transportés à l’inlini ; 
alors nous pourrons mener par le point x"deu\ droites, l’une II parallèle aux 
quatrearéles : t,t,, *,t,qni sont parallèles entre elles puis(]uele point sesi 

suppow situé à l’infini, l'autre R, parallèle aux quatre arêtes ; s, t„ j,t,, 
qui sont parallèles entre elles puisque le pointa' est suppoai* situé à l'inlini. 

Les deux faces seront donc des parallélogrammes, elles deux Cices 

Par conséquent, le. tronc compris 'entre lee six plans bi-secleurs des angles 
etlérieursdu lélraèdreseA un prisme tronqué (/t^. ÏIO), ayant pour section droite 
un trapèxe. 

Dans ce cas les faces et W.t, étant parallèles, la droite J, qui passe pat le 
pqinl s" et qui s’ap])uie sur les arêtes opposéesdu tétraèdre «,«,el ».$, sera dirigée 
suivant la plus courte distance existant entre ces deux arêtes. 

Supposons que les trois poidts z, a, z" soient en mémo temps transportés à 
l'infini, alorâ. le tronc deviendra unpmme. Kl comme les six faces de ce prisme 
seront deux.à deux parallèles, il s’ensuivra qiie les trois droites 1 , J, et 1, seront 
dirigées suivant les plus courtes distances existant entre les arêtes opposées I et l'i 
I, et^r,', I, el.1,'du tétraèdre, . qui évidemment sera dans ce cas un tétraèdre 
titjitHcrf '. ■ ^ ' 

Le prisme ne sera donc antre qu'un citée (/ÿ. 120), puisque lè tétraèdre est ' • , 

régulier. . - • ' ' ^ 

De re qui précède nous pouvons conçjure le tbéorème suivant 

' Étant danné un tétraèdre H ayant eonâruii lie centre o de h iplière inicrite; une $etde 
de» trois plus courtes iSstances existant entre les trois couplet d'arétes opposées peut 
passer par ce centre o; mais s’il ’èn passe deux,' toutes les trois y passeront. 

' On doit voir, en venir de tout ce qui pré^e ,' que tes sommets t, , t, , i,, t^ du 
tronc de pyramide triangulaire, sont précisément les centres des sphères tangentes 
aux faoes.prolongées du tétraèdre et dont le contact est êituépour chacune d’elles 
dans riatérieur de la lacé triangulaire du tétraèdre qui lui correspond. 

'Kd sorte que les bull centres (Jig. 118) des spitércs tangentes à quatre plans 
seront : 1° le point a |»ur la sphère inscrite au tétraèdre , 2* les quatre points t, , 
t,, t,., polir lès quatre sphères extérieures tangelUee .aux' faces du télraèdie , et 
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V les' trois points i] î', pour les trois sphères construites pour les angles 
prismatiques. • V 

Oti aura donc en lignes droites les trois points: •' ■ 

ot,*, , . t 

Et les droites os, o%\ os", s'appuieront, sasoir : • "’i 

05 sur les arêtes opposées«A *■*. tétraèdre. r ..... . 

os' sur les arêtes opposées 4,1, et s 4 , du tétraèdre. > ' 
os" sur les arêtes opposées 4,4, et 4,4, du tétraèdre. 

Lor^|ue les trois dernières splières auront leurs centres transpoiiés à ^inilni, 
alors le rwée pourra être déccHnpOsé en deux tétraèdres ; t'r ' ' 

-• ■.;■ ■ ■ - ..J. 

4.4,4|», et 't, , 

Pour le premier tétraèdre les centres des quatre sphères extérieures tangentes 
aux faces seront les points (,MA> otpour le deuxième tétraèdre ces centres seront 
les points 4 , 4,4,4,. .. ♦ . . , . • 

On peut donc dire que ces deux létraèdr.es sont. rêcÿroques Vuo par rappérl à 
l'autre; de plus, le centre des sphères inscrites è l'un ou à l'autre scfa le même 
point O coulre du nbe, et ces deux. sphères auront évidemment iûêm.e rayon; 

' ainsi Jes deux tétraèdres ont dans ce cas mêmq sphère inscrite. ' 

En résumé le problème peut n’avoir que' cuiq solutions, il peitt en avoir 
fi ou 7 ou 8. ^ ' .V. . . . 

Le minimum du nombre des solutions est cinq. 

I.c maximum du nombre des soHitior» ciit huit. ' 

Problème 10. Coiisiriiire le centre el le ràÿon de la sphère tangente à trois droites et 
à un pltm. ■ ' ■ ' 

Désignons les trois droites par 1\, D,, O,, et le plan ^ P. 

Dans le cas le plus général les trois droites données perceront le plan donné 
chacune en un [M)int. ' • ■ ' 

Désignons par rf. , d, , le po'rat en lequel le plap P est respectivcmciil percé 
par les «Iroites D^ , D,, Ü,. ' ^ ’ ■ ! ' ’ ’ 

Nous construirons les trois cènes du second d(^é A,, A., A,, ayrant respec- 
tivement |Ktur sommet les [winls d, d, ,sont lé lieu des points de' l'espace 
cgalcm'cni distants'dti pion P et de chacune des droKcs D, , ' D,, D,. Les cône» 
A, et A; se'couperont snirant une courbe à double courbure du qunlrièiue degré , 
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b«|iMHe Mra eoupé» par le cOuë.à. « a. générât epliuUpoipts. Ainsi le prubléuie 
aura en général huU tolulione. t 

Conupe cas parlicaGers on peut sulppeser que les trois droites données som 
pmllélfl». au plan Et pour que le problème soit possible^ il faut évidemment 
que les trois droites soient situées d’un même côté du plan P. . ' 

Dans ee cas les cônesA,, A.', Ai, deviendront des cylindres paraboliques. 

Si deax droites seules D, et D, sont parallèles au plan P et situées du mètm: 
côté par rapport à ce plan, aloH les deux cônes A, f A, seront seuls des cylindres 
• |>araboliques. • ■ ' • . 

Si sine seule droite D, est parallèle au plan P, alors le cône A, sera le senl 
qui deviendra un cylindre parabolique. 

Et, dans tous qes cas, on pourra avoir en général huit solutions. 

,Si lesdroitesD,etD,,tout en étant parallèles au plan P, sont aussi parallèles entre 
elles, alors les de«x.cy|indres A. et A. se couperont suivant deux génératrices droites 
K et K, jiorallèlcs à D, 'et D, , parce que les sections droites de ces cylindres 
seront '(Uax parabplw C et 6., dont les axes infinis seront parallèles, et que les 
paramètres de ces courbes ne seront point égaiix si A et D, sont inégalement 
distants du plan P. Pansee cas, l'on n'aura que quatre soljjtions, puisque 
chaque droite K et K' percera le cône A, en deux points. 

Si les droites A ht D. sont également distantes du plan P, les deux paraboles 
^ et 6, seront égales ^ né sé couperont qu'en un point, alors les cylindres A, et 
A, nc.se ceuperont que suivant une' génératrice droite K, laquelle pflrccra le. 
cône A, en deux points; le problème n'aura donc, dans ce cas, que deux 
solutions, . . .. . . . . 

Si les trois droites D. , D, , D,, sont parallèles entre elles et au plan i*, il faudra 
que l^troiscylindreS'A.;,A. ,A,, ,se coupent suivant pne seule et même généra-, 
Irlce.droite K pour-que l<t 4 |||P‘on,,du probléroé soit possible , et , dans ce cas , 
^PQ aura une kifinité de sp^iPp de inôine. rayon , èt liront les centres seront sitiu'-s 
stir la droite K. , 


pROBuiuiE ii.- CcMtnire' te centre cl le roÿ«H 4’utie sphère iângeme à deux ‘draius 
etù-deux plànS‘ . ■ - - • . -e • • . . . . 

Désignons les deux droites par D, et D,, et les deux plans par P, erP;* 

Désignons par d, ël A, les peints en lesqqcis la droite Aporce les plans donnc.s , 
etpàrA et A. OMuealosquals la droite D, perce oes mômes plans, lespoiotsd, et 
<|,étani8urleplaBP,etlc8pointsA,cttA.étaii!ts«B'.la plan P.. . 

Désignons 'par Q ptQ' les bi-oectenrs des angles compris, par les plans 
P. et P,, 1 - j 
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• H 

DésigDoD» pAr d, le cône du fécond degré ayant son sommet en d„ et qui est le 
lieu des points de l’espace également distants de la droite D, et du plan P;. ^ 

Désignons pai' B. le cène du sedond degré ayant son sommet en é, , ét qni est le 
lieu des points de l'espace également distants de la même droite D; et du second 
plan P,. ' . ■ • 

INoiis aurons encore les deux cOnes A, et B,, lorsque l'on considère» la 
droite D..‘ ' ‘ 

Le plan Q coupera respecthement les cènes A. , B, , A.', B,, suivant des sections 
coniques ■/, , 6, , 7 ,, 6.. • , * . ' ' 

Les points communs k y, et 6, seront également distants de la droite D. et du 
plan P, comme appartenant i la courbe y,, -et ils seront également distants de la 
droite D, et du plan P, comme appartenant & la courbe S,. • • 

Ces deux' sections coniques, y, et S.,' se cou|>eront en général en quatre points. 

Le plan Q' coupera respeeti veinent les cènes A,, B,, A,, B;, suivant des sections 
coniques y.', Ç,', y.', êp et les points communs à y.' et 6.', cl qui en général seront 
iiu nombre de quatre, donneront quatre nouvelles sèlutions. Ainsi en général le 
problèoiie peut avoir hbit solutions. ' " '■ ■ ' ’• ' • ' 

Remarquons^uc les points en lesquels se coupent les (leux sections conitpièr ^ 
y, et S, , ne peuvent être (|ue quatre des premiers points trouvés et fournis par 
l'interscction des courbes /, rt S.j aifisi les quatre courbes situées sur le plan O 
s’entrC^oupeni on quatre points et aussi les ' quatre courbes, situées sur. le 
plan O'.'. ■ • ^ ■ ' ' , ' ' 


PhOBLéME 12. Omsiruire k centre et le reu/mt' d'une sphère' lungenté ’à me droite 
et à trois plans.' ' • 

Désignons la droite par D et Içs trois plans par P, , P,,, r,. , ; 

La droite donnée D percera les plans donnés P., P,, Pj, diacun en un, point 
‘ ' - ’• ••• <■ ■■ ■ • , v' 

Désignons les cènes lieux des points de l’espace égulemenl (Ustanls'de la'droile 
D et de chacun des plans' donnés par r . ‘ .. 

A, ayonl son somroet.en d', _ ^ 

‘ * A.a (f, ^ y * • 

• ' . .:V- ••• • - -.y"*- 




Les plans doRDésse couperont en ùn pèintr, par lequel. patueronl les trots 
arêtes de Tanglc trièdre formé pir les trois plans. ■ , > • > . - • • • 

' Désignons ces arêtes, par I > I', 1" , 1 étant l'tntersectièn des plans P, et P. , 
l' des plans P, et P„ 1" de* plans' P, «l P,. - ‘ • . ' 
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Désignons par Q et Q. les plans bi-secleurs passant pr l’aréte I , 
pr 0' et Q,’ ceux pssant pr I', 

. par Q" et 0". ceux pesant par I". 


LesplansQ, Q', Q"scrontceux qui divisent lesangles intérieurs de ^gle trièdro. 
Cela psé : ; 

Les trois plans Q, Q', Q", se coupront suivant une ilroiie les droites 

J, y, J", seront les intersections des plans 0., Q,', 0."i combinés deux à deux. 
Chac|^ dcS; quatre droites R, J, J', J"prcera rmidcs trSis cènes A,, è, , 

« X pinls; on aura donc en général huit solutions, fjjjt ^ 

aie l'op peut combiner les. quatre droites avec l'un qnelconq'iic dos trois 
c6oes, ils’en suit que les pints, centres des huit sphères, seront ceux en les- 
quels les trois ednes A., t^s’entrccouperont. 

Chacun dès trois plans 


A. en 
Et 


trois cAnoff. et l’on aura ; 






section conique y, 
7- 
■/. 


Q" bi-secteurs des angles intérieurs coupra les 

intersection de 0 et A, 

Q et A. 

Q et A. 


ube section cqoique y^ intersection de Q' et A, 

- r.' Q' et A. .. 

. Q" et A, 

une. section conique y," intersection de Q" et A, 

. y" 0“ et A, 

r," " ■■■Q"el'A. 

Ces neuf sections éoniques s’entrecoupront en deux pinls situés sur la droite 
R, etc., etc. 

Pkoblème 13. Cbiutrulre U centre elle ràÿon tfune sphère panant par deux points 
et tangente à une droite Màtm plan. 

Désignons les deux pints par m, et m, ; la droite par D ; et le plan pr P. 

1* Nous coDstrufrons le plan X mené par le milieu de la corde m,m, et prpn- 
diculairement. à cette corde. 

2* Nous Construirons le cène A lieu des pints de l'espce également distants 
de la droite D et du plan P. ' 

' 9* Nous construirons le cylindre prabolique B, lieu des pints de l’capee 
également distants du pint m, etüe la droite D. 

Le plan X coupra le c6ne A suivant une section conique y et le cylindre B, 
suivant une autre section conique 6. . 

ts 
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Les deux courbes € et y se couperont en général en quatre points qui seront 
les centres des sphères demandées. 

Ainsi le problème aura en général quatre solutions. 


PnoBchMF. ff^Conslnûre te centre et le rayon d’une sphère passant par uH point 
i (U/Êhdroiteê et à un plan. 
sF^^ir 


Sint par m , le plan par P et les deux droites par D, et D.. 
as; ‘ ■ 

des points également distants du plan P et de la d^itc D,. 
(des points également chants du plan P et’ de la dnk D,. 

e îîointm pour foyer elle planT pour 


et tangente ù < 

Désignons I 
Nous conslrv 
i" Le cène 
•2* Le cône 

3" Le paraboloïdc de révolution S.ajant le ^int m pour foyer elle plan 

plan directeur. * • ' 

Ces trois surfaces A,, A. et i 8’eutrccou|)cronl an général .en huit "points qui 
seront Us centres des sphères demandées. JMf 

â 

Iruire le centre et le rayon d’une sphère passant paMm point 
et tangente ù une droite et à deux plans. 

Désignons le point par m, la droite par D et les deux plàns par P, et P,. 

Nous construirons : ^ . 

1° Les deux plans Q et Q' bi-sccleurs des angles des deux plans P, et P,. 

2° Les cènes A, et A, lieu des points de l'espaccégalemcnt distants le premier de 
la droite D et du plan P, cl le second de ^ même droite Del du plan P,. . 

3* Les deux paraboloideS de révolution et 2, ayant le point m pour/oi/er com- 
mun et respectivement tes plt^s P, et |||||^r plan directeur. 

4* Le cylindre parabolique B lieu «Rpoints de l’cspacç également distants 
du point m et de la droite D. ", ' ' 

Toutes ces surfaces doivent s’entrecouper en des Bpints qui scroiu les centres 
des sphères demandées. • • W ’ 

Le plan Q coujj^le cône A, suivantune section conique-/, dont tous les points 
seront également distants de la droite D et des deux, planf P, et P,. • . 

Le même plan Q coupera le paraboloïde 2, suivant une seelion conique 11,'dont 
tous les points seront également distant du poinU^t .des deux plans P, et P,. 

Par conséquent, les quatre points en l^uelfflBdeux courbes y.cl^ se cou- 
peront (en gënéralj, seront également distants dupointm,'dc ladroitcD et des 
deux plans P, et P,. , - . » 

On aura donc quatre points sur le plan Qi*on aura aussi quatre points sur le 
plan Q' qui seront les centres des sphères clierchées. ' . * 

Ainsi le problème peut avoir en général huit solutions. •. wiür'vi 
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I . ■ . S rt. ■ . ■ ■ ■ • ■ 

.■W-- 

Etant donnés sur le plan horizontal un point/et une droito'B (jSy. 121), 
on sait que le lien des points du plan horizontal égaleraeÉ^stanis de la droite B 
et da point / est une parabole 6 ajrant le point / pour ^er et h droite B pour 
directrice. , _ . 

Concevons un cylindre Z ayant la parabole S pour section droite. Si par la droite 
B on |Hne une suite de plans P, P',,.... chacun de ces plans coupera le cylindre 
suivant une parabole 3, ÿ qui aura pour projection horizontale la parabole 6. 

Si l’on regarde le point /comme le sommet commun aux divers cônes K, K',.... 
ayant respectivement pour directrices k>s paraboles 3, 3',..... ces divers cônes K, 

K', seront dea-évolutiqpi^t auront pour axe commun de rotation la jj^roitc \ 

élevée par le point /perpendiculairement au plgp horizontal. *' 

Et en effet : 

Prenons la ligne de terre LT perpendiculaire à la droite B; H'' (qui ne sera 
autre que la droite B) et V' seront les traces du plan P' coupant le cylindre Z 
• suivant une parabole 3' dont 6 sera la projection horizontale. 

Con.sidérons un point m' de la courbe 3', scs projections seront m'’ et m'*; la 
dista'nce du point m' à lu droite B aura pour projections M'Y’, m'Y ( la droite m\' 
étant perpendiculaire à la droite B ) et la distance du point ni' à la droite B sera 
égale à sa projection verticale n/’q'’ puisque cette distance est mesurée sur une 
droite parallèle an plan vertical. . , 

La distance ^u point m' au point /, aura pour projections m'*/' et m'y! 

Et comme on a : m'*q'=m'y puisque le point m'^ est sur la parabole S et que / 
est le foyer de cette parabole 6 et que B est la directrice de cette même parabole, 
il est évident que les distances q'm' cl m/sont égales. 

Ainsi , tous les points de la parabole 3' sont également distants du point / et de 
la droite B. ' ' 

Ainsi le cylindre Z est le lieu des pointsde l'espace également distants du point 
/ et de la droite B. . . • 

Ainsi toutes les paraboles 3 , 3',..... ont hors de leur plan , un foyer commun 
qui est le point/et une directrice commune qui est la droite B, trace horizontale 
(»mmune à tous les plans tP, P' de ces diverses paraboles 3, 3' 

Cela |X)sé : • 

Menons par le point/ une drôile G' parallèle au plan vertical de projection et 
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faisant avec le plan horizontal un angle «'égal à l’angle que le plan P lait avec 
le même plan horizontal. ■ « 

Les projections de cette droite G' seront G'* jKtrallèle à la ligne de terre et G 
faisant avec, la ligne de terre un angle «' égal à l'angle que la trace verticale > " du 
plan P' fait avec cette même ligne de terre. 

Si Ton fait tournei^la droite G’ autour de la verticale A passant par le point f, 
cette droite G' engendrera un cône de révolution K ayant le point / pour sommet 
et la droite A pour axe de rotation. 

Ce cône K sera coupé par le plan P' suivant une parabole y', car ce plan P* sera 
parallèle à la génératrice G' du cône K , qui se trouve située dans le plan méridien 
de ce cône K mené parallcleniont au plan vertical. 

Or, pour un point x de la courbe y, la distance de ce point xk la droite Bsera 
égale à la distance de ce inênie point x au point /, puisque ces distances sont 
comptées sur des droites qui font avec le plan horizontal un même angle et égal 
à 

La courbe y n’est donc autre que la courlic J'. Donc, etc. 

. • § 111 - . . • 

Proposons-nous de chercher le lieu géométrique H des-points de l’espace dont 
les distances à deux autres lieux . géométriques S et S' sont dans un rapport 
constant, et supposons, pour simplilicr le problème et pour le faire rentrer dans 
les conditions que nous avons établies précédemment en cherchant le centre, et 
le rayon d’une sphère satisfaisant à quatre conditions» que le lieu S ou S' est un 
point. Ou une droite, ou un p/an. ' 

I. Lieu des jmints de F espace dont les distances à deux droites fixes sont dans un 
rapport constant. 

Diisignons par M et N les deux droites données. 

Prenons la droite M pour axe des i, et supposons que le plan des xx soit 
parallèle à la droite N, et, de plus, que l’axe des y soit dirigé suivant la plus 
courte distance existant entre les droites M cl N. 

Désignons par a la tangente trigonométrique de l'angle que les droites M et N 
font entre elles, et par b la longueur de leur plus courte distanee, et paru le 
rapport des distances d’un point de l'espace à ces droâtes M et N. 

!,«$ équations de la droite M seront : x=0, ^ = 0. * 

Les équations de la droite Useront : y = ô, xc=: ai. 


Digitized by Google 


333 — 


Et l'équation du tiou H demandée sera (*) : , 






La surface H est donc un byperboloide i une nappe, et non de rérolution.-' 

Si l’on suppose que a= J, on trouve l'équation : ^ 

ar*+y’=fi-(4-y)'+«V * 

«• - . . ’ L 

Ainsi le lieu des points de l'cSpaec dont les distances à deux droitd||||Kes 
rectangulaires entre elles et non situées dans tn> même plan sont entre elle^pans 
le rapport constant n, est encore un byperboloide i une nappe, et o(^ de 
révolution. 

Si l'on suppose que a = 0 , on trouve l'équation : ' 

»*(n*-l) = y*-n’(&-y)' 


Ainsi le lieu des points de l’espace dont les distances i deux droites fixes 
et parallèles sont entre elles dans le' rapport constant n, est une surface 
cylindrique du second degré dont les génératrices sont parallèles aux droites 
fixes. 

Si l’on suppose que 6 = 0, op trouve l’équation : 

z*-|- y’= ny + (X— or)' 

Ainsi le lieu des points de l’espace dont les distances, é deux droites fixes qui 
se coupent , sont entre elles dans,lc rapport constant n , est une surface conique 
du second degré ayant pour sommet -le point en lequel se coupent les droites 
fixes. ^ 

Je n’ai pu encore parvenir à déterminer la natüre géométrique du lieu H et dans 
les cas précédents , au moyen des considérations de la géométrie descriptive; j’ai 
donc dû recourir i ï'amUyte de Descartes. • , 

Mais pour tous les cas où l'on suppose que n=l, j’ai pu parvenir au résultat 
par des considérations géométriques asseï simples, ainsi ipie cela a été exposé et 
développé au commencement de ce chapitre , § I*'. 


(*) f'’oir U TbÂoriê gêométrk|ne des eogreoage* deelinés ■ IrniumeUre le monventeot de roUUon 
entre deux axea aittaét on non «Uns an même plan , pa^e et aniva&tea. 
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II. Lieu de» point» de t’espace dont le» di»lance» dm point fixe et d UH’plan inva- 
riable sont dans un rapport con»tanl. 

Désignons le point par o cl le plan par P. 

Plaçons l’origine des coordonnées au point donné, et prenons le plan des zy 
parallèle au plan donné. - - ... • 

Les coordonnées du point O seront xa=0, ÿ = 0, * = O. • ■ ■ ■ 

L’équation du plan P sera x —a. 

Gela posé : 

Prenons un point m dans l'espace, et représentons ses coortionnécs par 

^ y f % , . . 

Ifl distance D du point m au point o, sera exprimée par D= j/x*- -t- y" 4 . i". 
La dislance 0. du point m au plan P sera égale à (a — x), et comme on doit 
D 

avou' g- = n , on aura ; 

(a-x'f 

OU 

x*(l— n')+y’+*’+2n’ax — «■a’=0 (i; 


qui sera l’équation du lieu demandé (en remplaçant x', t/, z par x, y, z). 

Cetto équation ( 1 ) représente une surface de révolution, dont l’axe de rota- 
tion est l’axe des x. 

En y faisant s ou y égal à zéro , on aura l’équation de la courbe méridienne , 
qui sera , en faisant i s= 0 : . . 

x*(l— n*)-|-j(’-|-2n’ax — nV = 0 (2) 

1° Celte équation (2) représentera une e/l/pse, si l’on a:n’>4, et-alors la 
surface sera un ellipsdideôe révolution ayant son axe derolation dirigé suivant la 
plus courte distance du point o au plan P; 

'f Cette équation (2) représéntera une hyperboie , si l’on a:n‘> 1, et l’axe 
transverse de cette courbe sera dirigé suivant l’axé des x; car én transportant 
l’origine au centre de la courbe on trouve pour l'éqoation de cette hyperliole ; 


x*!! — n‘)-f-ÿ’-|- n’a’ 


1 ) ^ 

(t-n’)’ 


El il est évident qu’en vertu de la condition : n’>l, quel que soitn, le dernier 
terme sera positif. Donc etc. 

La surface sera donc dans ce cas un hyperbohude à deux nappes et de révolu- 
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lion ayant son axe de rotation, dirigé suûtant lajilus courte distance du point 
O ail plan P. . 

:P Cette équation (2) représenlc une parabole ii l'on a : »c=;1 , et celte courbe 
a Taxe des x pour axe infini. 

La surface sera donc dans ce cas un paruboloide de révolution ayant son axe de 
rotation dirigé suivant la plus courte distance du point o au plan P. 

ni. Lieu despoinU dp t’espace dont tes dislaiices à un point fixe et dune droite mm- 
riabte sont dans un rapport constant. 4 

Désignons le point par o et la droite par B. 

Plaçons l'origine des coordonnées au point donnéet prenons l’axe des xparailélc 
à Ta droite B et de plus faisons passer le plan des sx par celle droite B. 

Les coordonnées du point oseront x=0, ys=0, s=0, cl les équations de la 
droite B seront ÿ=o et *=o. 

Cela posé : 

Prenons an point m dans l’espace et représentons ses coordonnées par'o;', 

IJ, i. . ' Il , iJ.1 ■ t .1: I • 1.1 1- ■ • ■ 

La distance D.du point m au point o sera exprimée par * * + ÿ’’ H- 

La dista nce D, d U poi n l m é la d roi te B aéra expri mée par O. == V' ÿ’ +t<i — a;')’. 

El comme on doit avoir g- on aura y 

•• . ..-t 

ou . . . s. ^ 

qui sera Pé|MitioB dà Aw demaadé (en rempl aç ant je, y', par «, J,. a). 

Celte'éqntion (3) représente damsurfacft^iidTOUrtion dont | axe de rotation 

est parallèle à l’axé des s et' situ^^Kle plan des SX. 

^ disant y—O, on aura l’éq^Bwn de la eduébe méridienne qui sera : 


x’(t — n’) + *•+ n'a .«x — «V = 


■ l*Cette équatiO^ représentera une etttpse-, si i’on a : n’<t, et la surface sera uii 
eflipioida dé révoluliad. «■ isat-^r'u>.é^qs'î . ftvfVsepù*i!î»'> 

Cette équation représentera une hyperbole dont l’axe 
paralléleiMntè l’axè des a, si l’on a ; «*<1 ; M la aurfeee seM flpiujKréoWidr ^ 
deux nappes ët de révqlutioa. .‘J nsû; ..i .'.eft-in t o', la 

3? Si i’on suppose ^e l’on à i «*»=*, sdoês r^uatipn ’dii «sa doœaniléei se 
réduit i:.' . • • , • • . ’ ' ” ‘ -t ■ 

■ ■ j’iç s’-l'iùrt— 'id*® 
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qui est l'équaiion d'un cylindre dont^ les génératrices droites sont parallèles à 
l’axe des y et dont la section droite donnée par Icplan des zxest une parabole ayant 
le point O pour foyer, la droite B pour directrice et l’axe des x pour axe infini. 


IV. Lieu deipoinU de l’cipace dont let distance» à me droite fixe et à un plan inva- 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons la droite par B et le plan par P. - _ 

Prenons la droite B pour axe des s et le plan dçs xx perpendiculaire au 
plan P. 

.Les équations de la droite B serontx = 0, ÿE=0; l’équation du plan Psera 
.ve=^pz -i- y. • ■ • ■ _ ' 

Cela posé : ' . . ' 

Prenons un point m dans l’espace, et représentons ses coordonnées par x', 


y>- 


La distance D du point m à la droite B sera exprimée par x'’ + ÿ'’. 

• La dislanoe D, du poiiU m au plan P sera exprimée par D.= - — 




Lt comine on doit avoir =n, on aura : 
(«+P*'— *’)’ 


(p’— «’4-t)x‘+(p'4-l)y’-l-2«‘p.jx— n’p’.a’— în’pç.x+ifi’î.x— i»Y = 0 (4; 


qui sera l’équation du lieu demandé (en remplaçant x', y’, s' par x, y, x ). 

Transportons l'origine des coordonnées au point en lequel la- droite B perce le 
plan P ; ce point a pour coordonnées 

x»=0 et s=-- 

9 • 

L’équation (4)'deviendi«: ^ , 

(P*— n'-f-l)x*+(p’-t-l)y’+2B*p.xx— Vp’x’=0 ' (S) • 


Cette équation étant homogène , représente un cône ayatU pour soirimet l'ori- 
gine des coordonnées. ^ 

Ainsi le /ieu cherché est on edaedu second degré ayant son sommet au point 
en lequel la droite B perce le plan P. . • _ 

Si l'on suppose que n = 4 ; l’équation (5) deviendra: . * 


p’x*-}-(p’-f 1) y’-f îp. XX — p*x’ = O ■ (6) 


* 




m 
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SiIa.drojte.Best i^ralléle auplaoP, alors Oüaap=.0 ; réquWjou (4) devien- 
. dra dans «e cas particulier : ... 

. • ■ . V (i-V)x’+y’+î*i’g.a— by=o ' .' -..en _ . 

qui " est l’équation ’d'un cylindre dont les génératrices 'sont parallclcV à_ laxè 
des iç. ■ ' . . ' 

Et il pourra sé Jirésenter les troiscaî8ui\anls: ■ -, 

1* Si l’on a : n’<l , la section droite de ce cylindre par le plan xÿ Mra une 
hyperbole;. , • ■ ‘ . ' .. . * 

.2* SiToitâ , cette seotioii droite sera une dlipsci . . .. 

3 " Siropa : n’=l><!étlesoclioBdroile.8ora uncpdrqeole. . - ' . 


ÜIV.. 




Étant donnjées deus droites M et N dans l’espace, nous-savons que je lieu des 
points de l’espace dent les distances A cos deux droiléa'sonl dans le rapport « , 
est une surface hyperboloîde à une; nappe, et non de révolution H, dont 1 équa- 


est 
lion est 




nappe, 

/• V 

(x-ox)’ 


En se rappelant que l’ôn prend la droite M pour axe des i et pour l’originedes 
coordonnées le. point en lequct la droite M est coupée par la plus courte distauee 
exis'iant entra leS droites données M et .N, DepliM, b représente la longueur de 
cette plus courte distance ^ et’ a représente la tangente trigouoméltiquo de 1 angle 
que font entre clics les deux dnR^ dopptes M fet N. 

Cela posé ; ^ ^ V • 

1“ Si l’on fait, tourner la surface â autour dcTaxe M , on aura une surface de 
révolution 2 qui sera l’enveloppe de l’espace parcouru paf,la Surface H, considérée' 
* compaç enveloppée ; • 

2' Si Ton fait 'tourner la surlace H. autour de l’axé N, on aura une surface de 
révolution J.Tqui sera l’enveloppe de, l’espace. paceouru parla surlàeé H,.«on?idé- 
rée comme enveloppée ; ■ ’ . . •. 

On demande ;i les trois surfaces 1, i., et ll,;6eroirt tangentes entré elles 
suivant une méma/ij»ie? • . 

.Pouf, que ecla ait.Iiça, il fout que, l’on.. puisse .raeltec.^ne suHç de droites 

■ • . • , ■ ' ' ' *3 ' ' 
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s'appujantsur M et X, et coup^ eo ment» temps spué r«ngle droitleseoriaces 
2,2, et H. ' . • * ■ ■ 

Clicrchon» donc fie lieu y des peints en lequel se trouTe coupée la. surface H 
par une suite de normales s’appuyant sur la droite M ; cherchons ensuite le lieu 
/.des points en lcquel.se trouve coupée U. même surface H par^une suite de 
normales s'appuyant sur la droite N. ' ‘ . 

Si les courbes y et / se confondent , la question sera résolue affirmativement ; 
dans le cas contraire la réponse sera négative. 

Cherchons l'équation de la surface gauche ^ formée par là série des normales à 
la surfaoeH, ctVappuyanl sur la droite M Ou l'axe des Z.' • 

Représentant les coordonnées d'un point m de la surface' H par x, 'y'., i, les 
équations de la normale D à cette suKace, et passant parle ppiot m, senenr;^ 

' Si je déduis de ecs deux équations, Celle qui. appartient à la projection de la 
normale Sur le plan des xy, j’àurai : •' ■> . , 


• 4^' , .d*' 

Ar' ^ M ^ ix’ 

dV— 






’ Or, si toutes'leà normales doivent passer par l'axe des a, H faut que l’équation 
de- la projection d’une normale queloonque sur lepian des xy-, soit -toqjoursde la 
forme xc=mp. '• ' ■ ■ > ■ 

On devra donc avoir l’équation de condition : ■' ' •' ' ‘ 


,**■ . dx' 

S-: 


0 . 




Ainsi représentant l’équafion de la snffece H par s =i (x, .y)j l’on devra 
éliminer a;', y', s', entre les quabe équations : • • ‘ ’ 


et 


Et l'on aura pour équation finale en 2 ,- 1 /, s. l'équation de la surface gauche ijf. 
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fermée par toutes les normales à la sarfece H «- et passant par U droite M ou 

l’axedes^. ■ ' ' ■t ^ 1 • 

Or, pour'que la proposition édoncéesoit vraie, il faudra que la surfece<|r passe 
par la droite N , dont les équations sont : ^ 

, ■ ' . y— et'‘ x==(u ■ . ■ 

Pour quela surfilce i{< passe par la droite N, il faudra que la normale D s'appuie 
■ sur celte droite N. . ’ ’ . • . 

' Ou bien il faudra , pour que J’énonicé soit vrai , que là surface lieu des nor- 
males â la surface H ^ et s’appuyant sur la droite, N i se confonde avec la 
surface i|i. . . v ' • ' . 

. Si la normale D s’appuie sûr la droite N , on devra àvoir ; 

' 1 dV * dz' ’• • 

^ U-*;) ' et- 6-ÿ=_ -(*-*') 


dz' 

a? 


Et en éliminant s entre ces deux équations on, aura : 
équatk)D dô condition qui devra être saii^aile en même tomps que l’équation de 

condition -fi)- ' 

. On devra donc avoir : ' ? 

*'••**• ' » 

Or, cette équation (2) de coQdition né peut, être satisfaite' que dans certains 
cas particuliers. ' ' " " ^ 

1* Lorsque a = 0 , c’Ost’-i-dire lorgne lés axes M, et N sont parallélês . , ' 

Dans éc cas les aies M et N sont dans le pioii des ys, et l'équation de la 
surface H devient : • . • • . • , . > 

- Dans ce cas , la surface H est un- cylindre dont -les génératrices droites sont 
parallèles atn deux aXes M et N ou i' l’axe des sv ^ 

Lorsque 0 = D, J’éqoation (3) se réduit à ! ; • 

■ • ■ . ‘ dt' ; ■ ' 

équation toujours satisfaite diins ce cas, vu la .nature do,la.siirface,H. ' 
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Ainsi , dans le cçs axes M et N parallèles, les trois surfaces 2 , ^ et H , soat 
tangentes funeà l'autre suivant une ligne qui' est évidemment ime ligne droite-B 
située dans le plan des axés M et N , cl parallèle à ces axes. ' , 

2' Lorsque è=: 0, c’est-à-dire hrtque les axei M et N se coupent, leawux axes 
sont dans le plan des æs, et réquation de la surface H dévient : 

• * . . • ■ ' . 

. . •»^’+y='>y+ ■ . • (3; ; • . 

' Dans' ce cas , la suHace H est un cène dont le sommet est à l'origine des coor- 
données, qui est le point en lequel les droites'M et N se-cbjupent. * 

Tirons de l'équation (3) le ^ et lé nous aurons,; 



. ■ . di n‘(* — ai) — ifs’-l-l) 

3Ï on’tar— oî) 

/ ' ^ ^ ^a^-^ !)(»•— t)y 
• . . dy o*i'|x— Oi) • , 


Dans le cas|nrticuUerquinous occupe toutes les normales D> pour s’appuyer 

sur les droites N et M, doivent être dans Ic'plan sx‘, on adonc ÿ;=0, 'et par 

. <li - • ’ 

suite -r = 0. 

. • • • ‘ . 

Or, l’équation (2) , en vertu de ce que è;=0, seTéduit à : ■ 

• V V. “• X;. 

Et cotte équation (2) se trouve sàtisfhitéi . " , ' 

-• Examinons les cas suivants : 


• . PaEHIER, CAS. - . . . . ■ . 

Lorsque la surface H est'uh hyperboloïde à une nappe, lieu des points de . 
l’espace dout les distances aux axes M et N sont dans lé rapport n, ' • 

L’équation de condition (2) est . ■ ' - . 

*• * ■ ' ”*.•** •' * 

^ W)W+n\b-y)]e' ^ ■ nV-W)-(g’+f)æ' ^ ■ 

-.n-<ar'— O*') •• . æ'^bî' . ' s 
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car l’équaUôo de la surface H est -dans cc cas, corame on doit se le rappeler i 


a"+Sr''-=V(6— »•)’-(- (y— o^)* 


(5) -, ■ 


et l’on tire do ccKe équation : 

di' n'(3'—tU‘) — {a'+i)x' 


t: ' 


il! 


»ri[3! — <u') 


rfs' J. (o‘-H)[y'^-n*(>— V)] 


<V 


on’(x' — ai') 


Or, les équations (4) et (5) ne pcuvènt être satisfaites en même temps que j>ai- 
l’hypothèse a:' = 0 et î'ï= O, et ÿ'c=; • . 

Ce qui nous apprend qu'il n’y a qu’une seule normale à rhyperboloïde H, qui 
s'appuie à-la fois sur. les deux droite Met et que cette normale n’csl autre que 
la plus courte distance existant entre les droites M et N. . * 


DEiqCIÈIIE CAS. . • . ■ 

Si l’on suppose que a = ^, auquel cas les deux droites M et N sont rectangu- 
laires entre elles, l’équalioii de condition (4) devient : 




-r 0 • 


n**' ; , n’z' 

Et l’équation (5) de là surface H devient-; 


( 6 ), 


(7) 


Cette équation .(7) est toujqprs celle d un fayperboloide è une nappe et non de 
révolution. ’ • . ' * 

Or, les équations (é) ut '(7) ne peuvent encore être satisfaites en-même temps 

» * • • * / . s ****** 

que par 1 hypothèse a:' = 0et s' = 0, et ’ÿ'=:-— 

. t T " ■ ; , . 

Ce qui nous' apprend qu'il n’y a encore dans 'ce cas qu'une seule normàle à 
l’hyperholoide U, qui s'appuie i la fois survies droites Kf et N, et que cétte 
normale n’est autre que la plus courte, distance existant entre les droitês M 
etN. ■ ■ : ■ 
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■ '.TROISIÈME CAS. • 


Si l'on suppose que n =: 1 et que a est arbitraire ; irtors la surface H devient un 
parabdoide hyperbolique dont l'équation est, comnae On -sait':' ' 




et l'équation de condition sera dansoe'qâs,: 


(a:'— O*')’ 
a ’+1 


( 8 ) 




x’ — az' 


Oi'- 


■(9) 


Or, ces équations ( 8) et ( » ) ne peuvent encore être satisfaites que par • l’hy- 
. pothèseaf'=0 et i'=0, et ÿ'= -, 

Ce qui nous apprend que la plus courte distance existant entre le» droites M et 
N est encore la seule normale à la surface H qui s’appuie à la fois sur les deux 
droites Met N. . . • . ■ ' ' 

1- V » • • •• -• • - 

OUàTRIÈMÉ GRS. 


Si J'on suppose que n= 1 et que a est infini ; alors la surface H est un parabo 
loïde hypertoliqtm dont Téquation est : , ' 

' *'•=6’— .av-f *" . . ■ r • .(10) 

et l'équation de condition devient:' ' 



yt ^ y'.’y' 

• ■ ' '•**’ ■ . ’V** 




. Or ces équations ( 10 ) et ( 1 1 ) ne peuvent 'être satisfaites que ^r . l'hypothèse 
et' î'==0 , Ctÿ==:^. * 

' Ce' qui nous apprend que la plus courte distatice existant entré, les deux droites 
M et N es< encore la *80016 nerroale à kosurface ILqui s'appuie à la fois &qr les 
droites H etN^ ‘ 

■Résolvons maintenaUt le problème dans toute sa généralité, et ainsi : 


Digitized by Googl 


PrenoBs une surface H dont i’équation est : 
et deux axes” l'un M étant l'axe des t et Tautre N ayant pour équations-: ÿs=6 et 


L'équation de condition ' 


dx 


dx • 


US)’ 


qui exprime que les normales à (a surface H s'appuientsur l'axe des s , est préci- 
ment, l'équation' aux différences partielles d'une surface de révolution E ayant 
l’axe des x pour axe dc rotation, - ' ' ' - . ' • 

De même l’équalion : * ' . ’ . , ' ' • 

: ■ • •' 'dz dx / i" idx " ■ . ■ 

estréquation aux différences partielles' d.'une surface de révolution E'^ayant pré- 
cisément l’axe N pour axe de rotation 

Les deux surfaces E et E' sont le$ enveloppes de la surface H , lorsque l'on' 
sup|) 08 e que cette surface II, tourne d’abord autour dé l’axe M ou axe des s, et 
ensuite autour de l’axe Ni . ' 

Or, pour que les trois surfaces H , E et E' soient en contact , il Ibut que les 
trois équations ( 12 )',( 13 ) et ( 1 4 ] aient lieu en même temps. 

Ôr, évidemment, réquatioD de condition à laqnelie on arrivera en éliminant 
les variables a; ,*sr , -s, entre ces trois équations ne pourra étro satisfaite que dans 
des cas très-particuliers. ' ■ ' 

Donnons quelques exemples . • ’ , ‘ • 

r* Supposons, que la surfaêe II est uni cylindre dont les génératrices droites 
sont parallèles à la droite U ôp axe des.z. ; . ' .. , . 

Son équation sera: ' ; . • ' . ; 

’• V '■ ' ■»=?(*; -• . ■ ' (15) 

Onaura':'’" ' ' , ■ • • ' . • ' ' ■ • . • 

dz dM 

.. 7- = o et r ' • • • ■ • . 

- . • • dx ' dy . 

L'équation. (13) se trouvé dés.lors ratisfaite et féqualion ( 14) se réduit à,: 
y — 6 »=. 0 .. ’ - . ' '• 

Toutes les normales i la suiYacé H aeront paTallëles aù plaît des - 
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Si l’on désigne par x, y, i' les coordonnéeà d'un poipt m. situé sur la surface 
U , les équations de la normale passant par ce point , seront : 


. (ir' 
et y— y^=— — 




ii' 


Cette normale devra s’appuyer sur la droite N et sur la droite M ou axe des s. 

. . Les sept équations ' • ‘ 

* = 0, y = 0, y = &, x=M et y-^y'=^-;^.,(* — *') -et * = x' et 

.-r • . ■ . ' , 

devront donc avoir lieu en tnémc temps.' . . ’i. • ; 

Et il est évident que la coaxistenoede ces sept équaüoneTi si ellealieu, ne pourra 
exister que pour un pèrtain nombre.de points m. . .. 

Comme exemple de ce qui vient d'étre dit , nous pouvons prendre le cas 
l>articuliér suivant : ■■■ 

2* Supposons que le cjlindpe H, »pour Quation. . r, . 

.’ • * y=^+i)x+f\ ' .( 16 ) • 

.Les sept équations de condition seront I 

A ' ■ ■ . • 

• ■ ; - (n (ï) -.-{3')- ,(4'.) . -(5') (f) ; • m ' . • 

®=0. y=0, y = &j x=^ax, * = s’, ÿ— y'= . » y^=f 9 ^. -f » . 

En dombinant les équations (3'), (4')., (5') , (G!) oii aura l'équatipo de condition : 

y — ox* -• * / " 

- ' V •••KIT) 


6 — ÿs 


Sya'+Î 




équation qui exprime que la normale s^appule sur Fa' droite î*t " 

En comlnnant les èquations(r)i (2'), (5'),.(6') on aura l’équation' de eomiiti'ôn : 


— y ** *i‘ 

» 


II»; 


équation qui exprime que la normale s’appuie sur Id' droite M. . ■ 

‘ Ces deux équations de condition devront coexister avec Féquation'.* . 

' ■■ . .../y' ==p<r’‘+yi:' q-/.. /... "î • 
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qulexftrimeqae le{ibmc meMsurla»nrfa«eH,etoeséquaiion8.(i7), (18), (Itt), 
remplaceront leasept premièires équations oi>dessus: ■ . , 

On a donctrcris équations pour déterminer les trois' coordonnées x, y , z du 
poiiit m. Le problème ne'podrra donc avoir qu’un nombre limité de solutions. 

étous pouvons prendre comme exemple le cas. particulier suivant; ... 

.' 3' .Supposons quu la surlàice-il est une surface de révolution ayant la droite V 
ou axe des s pour axe de' rotation. 

Alors' les deux surfaces H et E se confondent. . 

Dés lors les équations : s=(^ (æ, ÿ) de la surface U et : c ~ — ÿ ® 
surface: E sont klentiqnes. 

Le système des trois équations ( 12) , (13) et (14 ) se réduit donc aux seules 
équations (12) et ( 14) de la. surface H et de la surface Ef. 

Par conséquent, dansce cas particulier la courbe lieu des poiots de la sur- 
fa'ceil pour lesquels ses normales s’appuient i la fois aurles deux droites Kf et N , 
existera toujours. . . .." 

4* Supposons queiq surface Ji est uncyliqdre de révolution, ayant lu droite M 
ou axe des xpour axe de rotalion', l’équation (-15 )sera : . 

x-+y’=R' - (20) 

ctl'équatioa(16) sera : 

6— '■ ■ ■ •■■(îl) 

i • 

* • --r 

* La courbe £ aura donc peur équation , les équations (20) et (21 ), Té^alion (2 1) 

se réduii.i":’' ' • ^ ' a 

• '••. . - ■. ■ . > bx—f*=0 

qui est l’équalion d’ûn pahiboloide dyantl’ongitte des ooôrdcnnécs pour somipel. 
lEt l'on aurapour l’équaÜoq^ Iapr^ect^n delaeourbe.Sv ‘ 

sur lé plan des aqr a»’+.y’=R‘ 

sur le pbo dM px 6’.(R*— ÿ’)c=a*ÿ’ï’ . ■ 

sur le pteli des xz . ... . é’x’ = a’s’ (R* — x’). 

Ainsi l’oir peut conclure de ce^i précèete-:.' • - . . 

1* Qu’éiàhl donnés déux axés Met N et une su'rftce 11 (.arbitraire, il n’y aura, 
en pi)a^,.qu'.oii certain nombrà de.aormàlés isolées, à cette surface 

H", qui »’à}q(iü»o)rt à ialbiaauc ' ■" 

, 3 > l’étant donnés'.de«x Mass If.ét N et âne siirÂi^- H <le -révointioq .et '.a)ant 
pôqratude roiatmn l’un' détaxés itou NiHyMfa toujours; iute'tfurfaoe gauche 

U 
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normale'^ cette surAicé H'et dont les générftfiees droites s'appuieront à la fois 
sur les ates .U et N. .. 

'■ On doit faire romari|ûer que -le derniér'.résnüat est évident; 'car la su'rftcc 
gaudie normale s'obtiendra laoilement en prenant' Sur la droite N une Suite de 
points^ , j>, p";:....et en faisant passer par chacun de ces poiniset la "droite Mun 

plan P, P', P", chacun de ces plans coupera lasurtaceH soivant uàe courbe 

cnûridienne G, Ç', G",...-., et |l faudra dans chaque plen^P'inenerdu-peio* p une 
normale à la courbe G (*). . ‘ • ' . ‘ '•• • " . 


. On sait que dans lOs engrenages lindriquês et coniques, on est conduit à con- 
sidérer deux cyPindres de révolution tangents l'un à l'antre et suivant unie droite ; 
et deux cOnes anssi de révolution et tangents l’un à- l'autre suivant une droite ; 
cette droite de contact étant dans l'un et l’autre cas telle que lés' distancés de 
chacun de Ses points aux deux axes de Tèngrenage V iesqlieb- sont lés axes des 
surfaces de révolution considérées", sont dans un rapport constant et représenté 
par n. ' ' . ' 

Onsait que ces deux cylindreset ces deux cènes prennent la nom, le» preuiersde 
njlindres primiilft de l’engrenage à axes jûrallèles , et les seconds de cûhes primiti/t 
de l'engrenage à axes qui se coupent. 

• M. J'Vrrÿ, dans son Estai sur les jtfac/dnos,^ publié à Metz en 1806 pensa que 
lorsque les axes de l’engrenagé ne sont pas situés dans un même pkm, 'il ^devait 
aussi exister des turfacts pfknUivet, il chercha donc la nature de la surfece H, lieu 
des (ioints de l'espace dont les distances A demi, tels a^es sont dans un rapport 
constant.’ 


Et il démontra le preihicV ljue cèftrilest un .hyj)crboloid<'' -a une nappe et non 

rAvnitilinn * ' * 



(*) On voit donc que si Pon fsit mouvoir une Airfbce 1{ ; 1** alilODr d£ Paxe n , eWù engendrera une 
surface de révolntinn S et les surfaces H et S feront ed tentact par U 0 O courbe ) ; ef ?*4iü(oiir d’uà ^tre 
axe N, elle engendrera un6 seconde BiixTace de scvoliitioii z' ^ les surfaces ll^ct ^ serbnt. en cunlact par 
uAc courbe . ‘ . ' ^ • , . ' 

Lel courbes y et >' n’aûrorit. en généfai^ qu*uu certain nombiti de ^inbi couimuxis>; blUs pouiveal ne 
point se couper; elles pourront se confondre; laaMf dernier cm» ^ anrUec if sera.de revotu» 
tion , et aura pour axe de rotation J’nnc des JcBx miroites Jtf ou !>i. . . . * . . 

L'autour Kle «Vf ht sutcAfn^r , pbbKé â Met* en'lB<W polir l^tssage d'as éiérea doM'Êeole 

d'applicatioD, adohedtfiifld«itBU4dreàr Idrtqù'H nditqun las trois alirAipéf lf.>*z et Z'.êUiepUoqjonr» 
eu contact par une seule et même courbe. 
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Mais il commit une erreur eo peawuH/^u'e|e8sur&oeaiel.£',eog«ndrées,«oininc 
enveloppes, par le mouvement.de rotation de la snriaeè H tournant respective- 
ment autour des axes donn^ , étaient tangentes l’une & l’auire et suivant une 
courbe 4-située sur la surface H. De sorte, que le problème des stafacen 
primitives dans Je cas des axes non situés dans un même plan , restait encore à 
résoudre. . . ‘ . ■ •... - » • 

Là, s’étaient bornés les éssais tentés sur la construction des engrenages aptes 
à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes pon situés dans . 
un même pl^m. lorsqtte je comniençais mes recherches cil 1817, . 

Ajianidémontré ainsi que jeFailaildans lc §IV précédent, que lesdeuxsurfaces 
de révoIuliûa-K etK' enveloppes , d’une surface Q arlkilrairect lo.urnaqt respecti- 
vemenl’autour de deux axés ne sont pas, >r général, en contact par une courln' 
y située sur la . surface ,Qet que cela n’a lieu qu’autantque la surface Q est de 
l'évolution autour de l'un d^s axes donnés , je cherchai si l'on^ ne pouvait pas 
. tracer sur la surface U {lieu des points de l’espace donnes distances aux deux.axes 
non situés dans un mômeplàn sontckns le rapport constanL» ) une ligne telle 
qu’en U disant tournée rcspectiÿeineDt autour des axes donnés,, elles.cngehdràt 
deux suefaces de révo^tion A' et A' tangentes l’une à Iau>re suivant cette courbe 
;,,et coupant dès -locs Fuoc et .l'autre la surface H .suivant .celte même 
courbe î- ‘ • ' . ... 

La solution de cette question est le sujet de ce § X , 

Concevons deux axes M-et N non situés dans un même plan. 

Prenons l’axe M pour axe ddS V , ses équations seront : 


les équations de l'axe K seront : 


iapO, y— 0 


La plus courte distance existant entre M et N élant égale à à, et a étant la tan- 
gente trtgôno.métrrquc de Fanglê a que/onl. entre eux losaxesM et N. 

Nous savons . quela surface H,^lieu des points de l^space dont les disiânces aux 
axes M et Nsont dans fe rapport n , a pour équation : 




(»)■ 


Concevons qne surface-de révolution A avaiU pour axe de_ rotation Taxe M ou 
axOdcsi. '* ■' - 


Digitized by Google 


■M» 


Le cercle générateur jde la surfoce A ttura pour éqiMtidii 


et 


.•y+y’»fi 


■;2) 
■■ (3)- 


ô est une foDction de a, dont ilfi’agit dcdéteriBiHer la forme. 

' Or, H est éfidçBt ‘ • - ■ ' - . ' 

t* Que les 'deux variables à et ffsonl les'coordennées de la courbe méridiénDe 
C apptirlenant â la 'surface A et cette' courbe étant considérée dans Son ptaif. 

‘i* Que là normale menée à là courbe C et au point a el€ rencontré l’axe des : 
au centre o de celle des. sphères S 'dcmt la surfacé A est l’enveloppe et que lés 
sur^ces S et A se touchent suivant le cercle gâtéraleu'r 'i. • . ■ - 

Que le plan P noèné-par le centre o erte second axe N , coupe le cercle en ' 
Un point m qui scré |e point de contact d*^une splràre &, , a^ant son eéntfe en o, sur 
N, avec la sphère S ; là sphère S, 'étant l’envelOppée d'une surfhce A. de révolution • 
autour de l’ax'e N ; les deux surfac<M A et 'A, devant être en contact par une ligne 
lieu des diverspoinis ib et cette Courbe $ devant être telle, que tons lois points 
soient distants des axes M et!S dans un rapport constant et égal à n. 

L'équation de ta normale à A pour le point dont les coordonnées sont« et S 
sera : • . ‘ • 

* di * • • " ^ . ’ *■ «s 

Pour y=sO, on a i;:^a + 3 ^ i'uous poserons pourabréger:' ' * 

■' ■ ' / -'+•£ 

On aura donc pour les coordonnéesdu centre de lu sphère S'; 

■y =0 cl . ïwir . - ... 


L'cqaationda plan P sera: 




. • 'c-** 

■ -.yi ; . 


Les quatre équations ( t'), (2) ^ ( 3) et ('4 ), doivent avoir lieu en même letu'ps 
pour tous les points de la ligne doconlactllet ainn quel que soit a. 

Si donc on élimine *, y, s entre cès quatre équations, il restera une équalîoii. 

finale en si, 6 et qui servira à déterminer la formé de la fonction S.. .... 


Digitized by Google 


— 34» — 

Celle équation finale sera l'équatioo différentielle de la courbe inéridienne de 
la surfece de la révohilion d- ' 

I/équalion (4) preodh tonne f v • , • 

■ ~ (y_4)=a:-ax ^ 

Par là , et en vertu de l'équation (3), l’^uàtion (1) deviendra : 


d’où 


d’ôli enfin: 


«•=»• (4-»r+ à- ** [ 

M a*+i ; - 




y'-%= 


«■{(a’+l)6’+a*y’} 
i’«* (<^ 1 )- n*fc* { fc*(a'-l. O+o-y' } 


L’équatiçfi (4) , eu égard à l'équatioh (2) , donne • 


• -yÿ 


d’04l 

d’où 


•r - j|vjr+(«— d*} 

' **= H {Ty+Cn^y)*)' ■ 


(b 


« • 


. Meuant eeUc valeur de dans réquation (3) , on aura : 

■ if*+ÿ!l7y+(;-7)»î’= «• . 

Üévetoppeill le <^ré , on a : 

' »:+r.iTV+2*Y(«-7)»+,Ç«-ï)*»*) = «’ 


• i s 
(•■"l 
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■' Rÿtran«)i«Bt Tu*»* de'Fdutr.e les équstiond (i) el (i'), on swra-:' i , 


b — y = 6— , 


f «;t’| 

y+“V ^ 

y+oV. . ^ " 


Mettant ceUe valeur dé (fr ~y)<la»ÿ l'équtition (/), on aura I équation finale 
qui sera : ■ . - , . 

■ . • . ■ !)+//} • <? \ ' ■ 

Ayant pose: - • ' ■. ■ ' . * ' 

• .*** . ' * 
p= ï<i'yY(«-^,7)i«-( y(«’+ t)+a’ï' I H-*y(y -h*’v?)«’'(yia*+ 1}+ ay ) - 
-ÿn- { «•- a ‘{.—,)' } { b\a' +<y + a*-,* ( fr>+<,*y> j, ( 6’e’(o- + l)-„>6'[6’(y + 1) +y-/] | 


Cl 


le dénomioateur Q peut s'écrise-aiasi r. /. • '.• • • 

■ ïin’|y(o*4-t>+<iVl îo’yt»— 7) + y + o.’7’! 


Le second facteur se r^uit à : 


®*7* 6’ ■ • 


Ainsi le dénominateur 0 sera: 

Q=W{y(o'+i).+sVHy-7+y) 

Le nuroérateor P péut s’écrire aiiisi,: . 

i' ■ • - V>^. • • r ••• - ■ .. 

fe’s* ( 6*(y -j-ty-j-o**/* j [îe’7(a — 7)4"^(y*j“y7*J — y — 

et réduisant , on a : • • _ • ’ ' . . . 

•’ *' . * 

Mettant dans l’équation ( 4)les valeurs simplifiées dé P ct-Q , «hassant les déno- 
minateurs et ‘remarquant que dans lepremier membre le facteur ’ • . 

n'iy{ii’-}-l) + »’ r’ ) 


Digitized by Google 


- PU 


luultiplieia bam «t bas» et dait'ètre soppriiiM, od ar.nyera i l’é<|uaMn finale = 


tn’«* (o'+ 1) 1 6'(o’+1)+ ay j { aV + 4' } = 


••(5( 


/ = [n’ I fc'Ca' + 1) H-à’v’ |j 0*— 4’-a',xf | _ «*(a? + 1) V/)] V r . . - 

Cette équation (5) est du premier ordre , mais du quatrième degré , et ne peut 
être intégrée que dans quelques cas particuliers, c« làisant eerlaines httputlièsi's 
et en donnant dès lors à b, è a età n certaines valeurs particulières. 

Ainsi , ou peut intégrer dans les «is .pjyHjçilliers ci-après : 

r n arbitraire , cl a = J. . , ’ ' • 

Les axes M et M- sont alors sectangulaircs entre eux cl lion situés dans iiii 

même plan; - _> . . <. 

2’ n arbitraire et a=0. ' . . ■ 

Les axes M et N sont alors parallèles ; 

n arbitraire et 6 = 0. ' • v . . 

Les axes M et N se coupent; • ' 

V t el n arbitraire. T 

Les axes M et N font entre eux un angle aigu et ne sont pas situés .dans-un 
même plan; » , 

5' a=l et 

Les axesid et N sont rectangulaires entre enx et ne sont pas situés dans un 
.même plan; • • - 

(;• » = 4 et à = 0. ■ . .. • 

Les axes M et N sont parallèles; . . • _ , • 

T n=-l cl 6=0. . • • ■ . ■ 

tes axes M et N se coupent. ' ^ . • 

Ou peut- donc intégrer l’équation (5) dans sept cas particuliers;, et dans le 
huitième cas , qui est le cas général’el p^r Kquél n , •«'«« * sont artûtrairès, 
cette éijuatioft' (5) né peut-être intégrée.; ^ . 

.' •; 

Pbeiiier cslt. « arbilrairp et a=g. »• . . ' 

Divisons touS les termes de ]’’éqoaiion (5) par et annulons les termes qui 
conscM-vereut a en dénominaleur; on dura! • . ■ . " 


l/s'— (»■>' 


'fi) 




cl l'On se rappclhj que I on a p<^ y=a 
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Prtur inlégrêr PéquaUou (6) , cherchons à séparer Iw variables posons donc : 

nifüérenirantoelteeKpressioD, on a: 

- , V . 2ad3 -|-î€<iC V tfv ■ • 


L’équalion («) deviendra donc : ' . - ■ • 

M - . V • 

- _dt ' 


. , • l/r-(n‘+iy • 

Posons:.- 



• - • *• ' 

• t- 

J)H(irenliant oette expression , on a : • ' • 

• - * 

. ■ î(l + n’) «4«=ïde' 


l/égualion (7) deviendra donc : 


. si . dr' . 

dt= — ^ . 

■ • ■ ■ (n‘+I>\/p-— e' 

■/' (») ;■ • 

Posons : • ’ . . . 

. • 

■ ' ■ ' M 

dr = » 

' (9) 

L’éguation (8) dev iendra : 

(s’4-')V» — r' 

(10) 

Élevant l’éqoalion (10) au carré, oh aura : 


• ■ ... (s’+t)’ (*—»') •. 

. . ’ * ■ ' s’i*. 

* HL 

. OiiCirentiapt l'équation (10), d vient 


, ■ • •2fldf = ^^i?^{d»— dt-') 

. • . .y 

4. . ’* ■ J 

L’équalion (12) devient,' çn vertu do Péq'uation (0) V '.‘ 

V •* 


OU ' , ‘ ‘ ; 
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Dans cette équation diiTcrentielle (13), les variables </ et r sont séparées, et 
son intégrale est ; 

î“«C4ï)-?î f<) 

C étant la constante arbitraire. 

Remplaçant dans l'équation (14) i/par sa valeur en r eiy, un aura: 

log — (,5j 

Sn't' né . .(n’-)-l)\/e — »' — n6 

Déterminons kl con^nte arbitraire. , 

L'équation (15) peut s’écrire ainsi: . , ■ . . 

C = *"’+''V/'t>-r'— nfc 4_ (w*+t)V/ê— 1/| 

. — sr: ^1 ^ -«6 i . 

Pour que l’on ait C=0, il faut que le ooellicient du logarithme soit nul; on a 
donc : 

(n’-f I)V/e — e' — nfc=0 (IT) ' ' 

Remplaçant dans l'équation (.17) v et v' par leurs valeurs en « et 6 on a : 


ou_ Cfilin ' 


(B’4-l)\y6’ — nv = «6 

B't* 


(18j 


tion A. 


L’équation (18) sera celle de la courbe méridienne de la surface il& révolu- 

s A • ' ■ . 


Cette courbe niéridicnnc.est une_ hyperbole dont l'axe imaginaire est dirigé 
para lléicment à l’axe des's ,- la surface A sera donc un hyperboloïdc à une nappe 
et de révolution. 

Renqilaçons dans l’équation ( 18) a et 6 par leurs valeurs en x, et i tirées 
des équations (2 ) ét (3) on aura : • 


nV = 


a’6* . 


■ (n’-l- !)■ ■ . 

Cette équation ( 19 ) sera cçUe de la surface hyperbQloïde A.' 


( 19 ) 


45 
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Faisons z=0 el s=0 dans Féquaiion (.19) on aura : 

, né 

»=^iTTT 

sidaiis réquation(l) on faita;=o et x=:Oon aura : 

né • 


y = ± 


n + i 



Ainsi la surface A ne coupe pas la plus courte distance b existant entre les'axes 
M el N aux mêmes points que la surface H. 

Le valeur de y fournie par l’équation (19 ) est plué grande que celle fournie par 
l'équation (1). • • _ 

El en .eAet ; dans tous les calculs précédents nous supposons n<| ; on a 
donc : n' + 1 <n + 1. ' . 

Le plan des xy coupera la surface A suivant un cercled, don t l’équation sera : 


x'+y'. 


n’é* 

(n'+l)’ 


Ce même plan coupera la surface H suivant une ellipse E dont l’équation est : 


2^+ (t — n") y'+ 2én’ÿ — n’é’ = 0 


L’ellipse Ea son centre sur l’axe des y et situé du cAté des y négatifs. 

Les deux courbes 4 el E se couperont en deux points dont les coordonnées 
seront : 


y= 


n’é 

n’+l 


et i: =± 


né 


Ces points d intersection existeront toujours puisque les valeurs de x^ront 
toujours réelles en vertu de la condition n<l. 

On |)eul intégrer l'équatioQ finale (5) dans les six autres cas particuliers, ainsi 
que nous l’avons dit ; mais Je préfère donner la solution du problème pour ces.sîx 
ca$, en me servant de la géométrie detcripüve , d'ailleurs c’est par 1^ n)éfliodes.que 
nous fournit celle science, que je suis parvenu pour la pr^ière fois aux lUvers 
résultats (*). ‘ . 


^ fut en ISIS , lonqnc j’élaù ■lUché cnmine lieutenant d'artillerie a l'École d'application de 
Utti , qne je parrina é naoudre le problème dtna laa aix caa particuliera , par dea conaidérationa 
géométriyun ; je commoniqnai uea rêaaltnta è M. Psasv, mon ami et mon ancien protmaeur à cette 
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DEi’XiÊaE CAS. ri arbitraire el’a=0. » 

Dans ce cas les axes M et N sont parallèles et l’on sait que le lieu H des points 
de l’espace dont les distances à ces axes sont dans un rapport constant n est un 
cylindre dont les génératrices sont parallèles aux axes M et N, et le plan Z de ees 
axes coupe pc cylindre suivant deux droites l’une-J et l'autre J', toutes deux paral- 
lèles à M et à PL 

Dè's lors, il est évident que si l'on fait mouvoir une droite G perpendiculaire à 
J ou Â J' et s'appiiyanl sur l'axe M, celte droite G ne sortira pas du plan Z et s'ap- 
puiera dèsdors aussi-sur l’axe N. 

La surface A sera donc un cylindre de révolution B ou R' engendré par le mou- 
vement de rotation de J o'u de J' autour de l'xxe M; la surfocc A, sera donc un 
cylindre de révolution 6, ou 6;' engendré par le mouvement de rotation de J ou 
de y autour de l’axe N. 

Et il est évident (juc les doux cylindres engendrés par J comme les deux cylin- 
ilres engendrés par J', seront les deux premiers extérieurs l’un à l’autre et tan- 
gents -suivant la droite et seront les deux seconda intérieurs l’un' à l’autre cl 
tangents suivant la droite J'. Dans ce cas, les cylindres A, A, et le cylindre H sont 
tangents les uns aux autres suivant la droite J oui' laquelle représente la ligne 

la; problème a donc dans ce cas deux solutions. >- * -• 

TaoisiÈUE CAS. R arbitraire et è=0, • ' ' 

l.«8 axes M et N se coupent en un point o, et dans ce cas on sait que la surface 
H est un cène du second degré ayant pour sommet le point o, le plan Z des 
axes M et Pi coupe le cène suivant deux droites, l'une l divisant l’angle a des axes 
en doux angles tels que leurs sinus sont dans le rapport n et l'autre J' divisant 
l’angle supplémentaire de a en deux angles dont les sinus sont aussi dans le rap- 
|>ort n. • • 

Dès lcrrs,.il est évident que si l’on fait mouvoir une droite G perpendiculaire- 
ment à. J ou à J' et s’appuyant sur l’axe M, cette droite G ne sortira pas du plan Z 
et s’appuiera dès lers aussi sur l'axe N.’ 

En sorteque les surfaces de révolulio'n A et A, seront deux cènes B et B. engen- 
drés |>ar ladroile J tournant respectivement autour des axes M et N , ou deux cènes 
K' et B,' engendrées par la droite tournant respectivement autour des luêmes 
axes. ? 


école, en lui disent qneien^areis pn résoudre le ces génêrel per la géométrie, et que le cas particulier, 
dans lequel a est arbitraire et a intini , échappait encore à tontes mea rechmehes. 

M. PaiWT chercha la solntion parl'aaqtyse , ct-nie remit qnelqnea jours epr** l’éqnation finale (S) el 
Pintégrelc (ISj. 
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Les deux cônes Bel B. seront extérieurs l'uB à l'autre, si les deux cônes B' et 
B,'sontititéricurs l'un à l'autre, cf réciproquement. 

Et dans ce cas la surlàce -conique H , et les deux surfaces de révolution A et 
A. seront en contact par la même droite J ou J'. , '• .... 

Le problème a deux solutions. . ■ ' . ‘ 

OcATRiËHs CAS. «=■! cl fl arbitraire. ■ f 

Puisque n æ 1 , la surface U est le lieu des points de l'espace égalcmenl distants 
des deux axes donnés M et !N comprenant entre eux un angle « et n’él^t point 
situés dans un même plan. ■ ■ ^ 

1 Nous avons démontré, dans le § I de ce chapitre, efcn ne nous servant que des 
méthodes qraphiques de la géométrie deteriptive, que la surface H est un parabo- 
loïde li.v|)crlK)liqHe dont le sommet est au |X)int o milieu de la plus courte 
distance O existant entre les droites M et N, etdont l'axe inlini est dirigé suivant 
celte plus courte distance D. • . 

Nogs avons aussi démontré, que si l’on mène par le point o deux. droites 
et.K situées dans un plan Y parallèle à la fois aux droites M et N , faisant avc« M 
et N des angles égaux, ecs deux droites G et K qui seront rectangulaires entre 
elles, appartiendront au paraboloïde H. < c 

Oi-j il est évident , par les propriétés connues du paraboloïde bjperbolique rcc- 
tanguhilre (ainsi désigne parce quô scs deux plans directeurs comprennent dhtre 
eux un angle droit ) que si, l'on fait mouvoir une droite L sur G et M , de manière 
à ce qb'oile coupeG sous l’angle droit,, cette droite s’appuiera en même temps 
sur la> droite N et engendrera un paraboloïde hyperbolique rectangulaire. En 
sorte , qOe si l'on fait mouvoir G autour de l'axe M , on aura un byperboloïde à 
une nappe cl de révolution B et que si l'on fait mouvoir G autourde l’axe N , on 
aura un .second liy[>crboluïdc à une nappe et de révolution B,; et ces doux sur- 
faces B cl B, .seront tangeiues l'une à l’autre suivant la droite G, mais couperont la 
surface H suivant cette droite G ( laquelle représente dans ce cas la ligne {*). 

Sj l'on fait tourner l'uspeeiiveiiient la droite K autour des axes Met N, on aura 
deux nouveaux hy|>erboluïdes à une nappe cl de révolution B' et B,', tangents l'un 
à l’autre suivant la droite K et coupant la surface 11 suivant celle droite K. 

• Si les deux hypcrboloïdes B et B, sont extérieurs l'un à l’autre, les deuit 
liyjMirboloïdes B' et B/ sont intépicur.s l’un à l’autre, et réciproquement. 


(*) €« fut ce qui m pava , dan» Ct caaj entre ks sorpiCcs U » D et A. qui me fu aoup^onner que 
l'auteur de l'iTuai «ur Ut machintt avait été iuduit eu erreur^ et'ee.qni mVngagca à l’c^oudrc la que«* 
tiOD qui fait le sujet du $ IV de ce chapitre. * * ^ . 


Digifized by C - 


problème a'()on<; deux solutions. . ’ - . , 

OtsoL'iÈiiE CAS. n=l.ctn=3^. ■ > . . . 

Les axes .M cl N ne sont pas situés, dans un inème plan et comprennent enirr 
cu]( un angle droit. . • 

IjB lieu II des points de l’èspacCi l^s distances à ces deux axes sont égales 
ciUre elles, est encore un jtarubolvide hi/perhotiiiue, . . 

Dans ce cas les droites G et K qui font des angles égaux avec les axes ,H et N, et 
qui par suite sont rectangulaires entre eux (comme il a été dit ci-<lessus, qmtrième 
ras), feront chacune une angle égal à nn demi-droit avec chacune des droites M 
et N, puisque ces droites Met N fonl-cntre elles un angle dro'it. 

Dés lors, les- deux hyperboltndcs engendrées par le raouvemenldc rotation de 
G et de K autour de M , se confondront en un seul htjpeid>eloide A , et de même les 
deux hyperlioloideg engendrés par le roouvetuent de rotation de G et de K autour 
de N se confondront en un seul hyperbolmde A. vet ces deux hy|>erholoïdes à une 
nap|>c et de révolution A et A, seront tangents l’un à l’autre par tous les points 
des droites G et K; cl de plus ces deux hy|>erbüloulcs seront extérieurs l'un à 
l’autre. 

Le problème n’a donc dans coeas qu’une scnic solution. ’ ' 

Sixième cas. n=l et a=0. 

Les axes M cl N sont parallèles. 

Le lieu 11 des points de l’espace également distants des axes M et N'ne sera autre 
q'u’un plan P perpendiculaire au plan Z des axes M et N et parallèle à ces axes. 

Les plans Pet Z sc coupent suivant une droite I qui, en tournant respectivement 
autour des axes M et N , engendrera deux cylindres de révolution U et B, qui seront 
tangentsl’unàl’autresuivantcettedroitel.- 

Les deux cylindres B et- B,'seronl extérieurs l’un à l’autre.- ■■ ■ ' • - '• 

la* problème n'aura donc dans ce cas qu’une seule sulution. ' 

SEPTIÈMiT CAS. n=lel fr=£0. 

Les axos M et N sc coupent en un point o. 

I.e Üe'u II des points de l’espace également distants des axes M et sera Ibrnié 
|Mr deux |dans PetQ perpendiculaires au plan Z des axes donnés'*» qui divise- 
ront l’angle a des axes et son supplément en deux prties égales. Les deux plans 
P et Q seront perpendiculaires entre eux ; le plan P coupera le plan Z suivant une 
droite J, et le plan Q couperatc même plan Z suivant une droite J'; les deult droites 
J et J' .seront rectangulaires entre elles. 




■" \ 
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Kn faisani tourner J autour de M et de N on engendrera deux cdnes B et B, de 
révolution, extérieurs l’un à l’autre et tangents l'unà l’autre suivant la droite J. 

En faisant tourner J' autour de M et N on engendrera deux autres Cônes B' et 
H,' de rcTolutien, encore extérieurs l’un à l’autre et tangents l’un à l’autre sui- 
vant la droite i' ; le proldémc u donc deux solutions. 

U suffit de jeter les yeux sur la fig. 122 |)our s’assurer que les cônes B et B, , 
B' et B,' sont en effet extérieurs l’un à l’autre et que le pit)bléme a deux solutions. 
Si les deux droites M et N étaient perpendiculaires entre elles et si dés lors on 

y 1 ' *• ' 

avait en même temps, n = i, a— - etA=ü, 

Les cônes B et B, se réduiraient à.un seul cône ayant 'pour angle au sommet un 
angle droit. 

De môme les cônes B, et B,' se réduiraient i un seul cône ayaqt pour angle au 
sommet un angle droit. , , , • 

Et dans ce cas le problème n’aura qu’une seule solution. 

Dans ce qui pinède nous avons déterminé pour tous les cas, excepté pour le 

premier cas ^celut où l’on a a arbitraire et la nature géométrique des 

deux surfaces Aet A,ct de la par laquelle cessurfaces se mettaient en contact. 
Il nous reste donc à compléter la solution du problème dans le premier cas. 

Un se rappelle que l’intégrale (18) de l'équation finale (5) nous a donné l'équa- 
tion d’une hyperbole qui, en tournant autour de l'axe M ou axe des s, engendrait lu 
surface A, laquelle était dans ce cas un hyperlioloïde ù une nappe et de révolution. 

Cherchons maintenant la nature géométrique de la surface A et de là ligne ^ par 
laquelle les deux surfaces A et A, se mettent en contact. 

Et d’abord cherchons la courbe de contact |. * _ 

Nous savons que cette ligne $ doit se trouver sur la surface 11 qui a pour équa- 
tion , l’équation (1), dans laquelle on aura supposé ô = elle doit aussi se trou- 
ver sur la surface A qui a pour .équation, l'équation (18). 

La droite ( sera donc l’intersection des deux surfaces H et A. 

Beprenons donc les équations de H et A. 


n’4' 


(H) l’-f y*— nV=n’(*— y)’ et (al jr’-f- y’— nV= — — — • 
En retranchant ces deux, équations l'une de l’autre ; on a ; 
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"■» , i(n'+2) 

••• 


Ainsi la cour)>e de contact I est composée de deux courbes planes et ^ , l'une 

* rt*6 

située dans le plan Y, dont l’équation est: etl'autre dansleplan Y.doni l’é- 

quationcsl:ÿ=— -pf— ; les plans Y, et Y, étant perpendiculaires à lapins courte 
distance existant entre les axes M et N. 

Cherchons maintenant l’équation de la projection des courbes l, et t^sur le plan 
des zx. ' 

Pour cela, subtituons successivement dans l'équation (A) de la surhice A à la 
place de y les valeurs de y, et do y, : 

Par la substitution de la valeur dejr,, dn aura.: 


n'b' 


* ■ . * 

Et comme ona posépour condition n<l, le facteur (1 — n’) sera positif, on 
aura donc pour la liyne une hyperbole, 'dont Inxe imaginaire sera parallèle à 
l’axe des z. 

L’axe imaginaire A de cette courbe sera égal à : , 

ib\/ i — n' 

«*+l 


Et l’axe réel B de cett'e courbe sera égal à : 

ant , y — ~ 

d4rtV^‘-- 


Par la substitution de la valeur de y, , on aura 
— nV = 


6>(n‘+3i»’-|-t) 

(n’+1)’ . . 

On aura donc pouf la ligne i une hyperbole dont l’axe imaginaire sera dirigé 
parallélenmnt à l’axe des Æ. ^ 

L’axe imaginaire B' de cette courbe ^ sera égal à : 


26 


nTi 


Kti'+an’+A 


Digitized by Google 


— 360 — 


H rjxe réel A' de celle courbe sera éj;al à : 

■2b ' / 

Le produit des. axes imaginaires sera égal au produit des axes, réels des deux 
courbes Ç. o4 J, , car on a : 

46 * 

~ (n’+1)’ ^ (n*-^3n’-j^4j (I — n’;' 

Kl l'on a donc 

A _ A' . 

1 ~ B' . • 

Kc que l'on |)ouvail prévoir , car une surface du second degré est toujours 
coupée par deux plans parallèles suivant des courbes dont les axes sont propor- 
tionnels entre eux. 

Deux surfaces du second degré ne peuvent SC toucher que suivant une seule 
courbe du second degré; là surface ne pourra donc être engeodrée que ftar 
l'une des hyperboles Ç,. Cherchons laquelle do ecs courbes engendre la Sur- 
face A, , et pour cela faisons tourner la courbe autour de t’axe N, elle engendrera 
une sdrface de révolution A, qui aura pour équation 


(A.) 



b'n' 

(n-+ty 


Faisons tourner la courbe ^ autour du mèmeaxe N, elle engendrera une surface 
de révolution A,' qui aura pour équation ; . , 





b’fn’+2V 
B’\n’4- 1/ 


Maintenant il faudrait eherclrer laquelle des deux surfaces A, ou A.' est tangente 
à la surface A. 

Mais on peut s'en dispenser en songeant que, ayant trouvé l'équation .(18) qui 
était celle delà courl>e méridienne de la surfaceA de révolution autour de Taxe M 
ou axe dese, il suffira de remplacer dans cette équation (18) y par (A-r y), xqtar 

I cl ^ par ji, pour avoir l’équation de la courbe méridienne de la surface A, de 
révolution autour de l'axe N dont les équations sont y=b et î=0 . 


Or, réqualion(18)étant:6’—n'«'ü=|^r^,'^qui évidemment peut s'écrire sous 
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la forme y — nV= si l’on fait les Iransformations indi(|uccs, on aura: 


*** n’ (n’+1)’ 


Or si l'on coupe la surface A, dont ré(iuatiou est (A,) parle plan desxÿ, on trouve 
préciséiuent la mêmecourl» méridienne. 

Ainsi le problème n’a qu'une seule solution, donnée par les deux lijperbo- 
loïdes aune nappe et de révolution ayant pour équations, les équations (A) et 
(A.) et ces surfaces se mettront en contact suivant l’hyperbole dont Taxe ima- 
ginaire est iKiralléle à l'axe des z et dont le plan Y, est parallèle aux deux axes M 
et ,\. ■ ' . -• ■ ‘ 

£t il est aussi évident que les trois surfaces II , A et A, ne s(m( point tangentes 
entre c41c$ suivant lacourbe ^ de contact de A et A. puisque A et par suite A, coupe 
H suivant cette courbe î|. 


lyune étpxation (Hfférentielle pha timpte que l’équalion (18) donnée par M. Persv. 


Lorsque .M. /’errÿ chercha la solution du problème, trouver sur la surface H lieu 
des points de t’espace dont les distances à deux aXes M e( N sont dans un rapport con- 
stant représenté par n, une courbe 5, telle qu’elle engendre par son Tnouvemenl de rotti- 
tion autour de t'axe M et ensuite auteur de taxe N deux surfaxes de révolution A et A, 
qui soienten contact suivant tous lespointsde cette lignai : ilparvjnt àj’équation diffé- 
rentielle de la courbe méridienne de la surface A, ainsi qu’on l’a vu ci-dessus, 
équation (UiTérentielle qui est du premier ordre et du quatrième degré. 

Depuis, je me suis demandé si, par des eonsidérations géométriques autres 
que celles employées par M. Persy pour œeltre le problème en équation, on ne 
pourrait pas arriver à une équation finale plus simple. 

Voici la marche que j’ai suivie. . . . , 

Prenons sur là surface U un point m ) parce point on peut toujours faire passer 
une droite G s’appuyant à la fois sur les deux axes M et W. - ' ‘ ■>■;. •• • ■ 

Menons un plan T langent à la surface 11 et en ceqioint m. 

Menons par le point m un plan Q pèrpiendiculaire à la droite 'G; les dèirx plans 
ï et y se couperont suivant une droite L qur passera par le point m , et sera per- ^ 
pendiculaire à G. ... 

Supposons que la courlie I tracée sur la surface M existe , elle passera par le 
point m-et aura en ce point m pour tangente la droite L. 

La courbe $ se projettera sur le plao des suivant une courbe 1*, et la droite 

46 
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L se projettera sur le même planxÿ suivant une droite L‘, et le point m se pro- 
jettera aussi sur le plan xÿ en un point rrf. 

Il est évident que la courbe ^ et la droite L* seront tangentes l’une à l'autre au 
point m*. 

DÀ lors, si je puis avoir l’équation y=»z-t-6 de la droite L‘, il suffira de 
poser • . 

■■ •• “ • 

pour avoir l’équation dirTérentielle de la courbe et la courbe 4 sera l’inter- 
section du cyliridre ayant pour section droite la eourlre 4* et delà surface H. 
Effectuons les calculs en suivant la marche que nous venons d’indiquer. 

Les équations de l’axe M sont; . 

<r=:0etsr=0 _ • 

Les équations de l’axe N sont : 

• -x=(u et y = '6' ' . 

L’équation du Ueu H est : 

.... 




Désignons par x, y\ s' les coordonnées du point m. • ‘ * 

Les équations de la droite G , seront : ■■ ■ 

■ , axîiê — y') . . 

L'équation du plan Q sera; ’ ' . ' " ' ' 

L’équation du plan T sei'a ; ' - 

L’équation de L* sera : 


y—y=[x—3'] 


{nr'(6— ÿ'}[{n’'aiW— l)x'— aivV) jtx^— ay'Vj 
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L'équation différentielle de It sera donc : 

^ ^ "'«'j-’y— aV,yî’+g(n'— n‘a‘— a*— Dry»— fc'n’— g‘— l-t-n‘o’)g*-t-flt{n‘a’ 4 -,i>.')x^ 
djr “ a.;»’— a’— l)y‘*-f n’a’ÿ’j! -- n'ftayj — b{in'a'+ n'—a'—i)xy+ n’ft*(a'+l)i 

dans laquelle il faudra remplacer z par la valeur tirée de l'équation de la sur- 
face H , cette valeur est :■ '• 

• Z = î ± v/{a’-f 1) î x*+ y'- n\b -y)- j ] 

et 

Et l'on arrive ainsi à une équation différentielle plus simple, il est vrai, mais 
que l’on ne sait.pas encore intégrer. 

Par ce qui précède , on doit reconnaître que l’idée de baser la Théorie géomé- 
trique des engrenages sur les mtfaces prhnitivet , désignant ainsi deux surfaces 
de révolution A et A, , ayant respectivement pour axe de. rotation les droites M et 
N et étant tangentes Tune à l’autre suivant unebyne telle que les distances de 
cliacun de ses points aux ates M et il sont dans un rapport constant et inverse de 
celui des vitesses des axes M et N; on doit reconnaître , disqe , queoetteid^ ne 
peut'élre admise , car oa doit se rappeler que dans le das où les axes .H et N- sont 
rectangulaires, les surfaces A et A, sont deux hyperboloidee & Une nappe et de 
révolution et extérienrs l'un à l'autre, en sorte qpie l’on serait conduit à pen- 
ser, puisque le problème de géométrie n’a qu’une seule solution dans ce cas, 
qu’il n’est pas possible d’exécuter un engrenage mtérîeur, d’engrenage extérieur 
étant le seul auquel on est conduit par la solation du problème rélatif aux' mrjaca 
primiiivet. • . < ' 

Je crois avoir donné, dans l^uvrage que j’ai publié élt T842 sous le titre : Théorie 
géométrique de» engrenage» dettiné* à tnSunettre U mom>emenf^ rotation entre deux axe» 
situés ou non »ittté» dam un même plan , les véritables considérations géométriques du 
problème importaVt’desetigrenages', en neconsidéraal point les »taface» primitive», 
mais bien ot seulement deux cerde» primitif» , quelle que soit la* position des axes 
l’un par rapport à l’autrë.- > -a ■ 

J’ai aussi, dans ee même ouvrage, fait voir que le problème des surfaces pri- 
mitives ne pouvait être de quelque intérêt que sous le point de vue géométrique, 
car il était complétemeot iaUlile pour la théorie des engrenages. 
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CHAPITRE VII. 


THÉOntE CÉOUÉTRIQUE UES rNEINIMENT PETITS, 



De la manière dont on doit considérer les infiniment petits en géométrie descripfiee. 


La géométrie descriptive s'occupe des problèmes de retalion de position et l’nitn/i/Tii 
s'occupe des))rol)lèraes de relation métrique. 

La géométrie descriptive , au nioifen d’épures construites à la règle et au compas, 
permet de construire des corps limités par des formes déterminées; au moyen 
du raisonnement géoiuétriquej et en s'appuyant sur la méthode des projections, 
la géométrie descriptive parvient à reconnaître certaines propriétés de l'espace 
figuré, clajnsi les propriétés de relation deposiiUm. .. 

La géométrie descriptive, es|)riinant , au uioyen des épttres, les résultats auxquels 
elle parvient , ejy se servant de la langue graplûque , ne peut exprimer que des choses 
finies, des choses mesurabloB au moyen d’une éclie//e. • ‘ t 

Les choses infiniment petites ne peuvent être exprimées graphiquement, il 
n’en est pas de môme en analyse, où la langue algébrique, au moyen d'un 
algorithme particulier, a permis d’exprimer des quantités infiniment petites et 
d’établir, certains. 4/i(<ori‘nMi«. pour les infiniment petits, aussi .facilemenl qu'on 
avait établi des. théorèmes sur les quantités finies. 

,, L’analijSé'y ea vertu do la puissance de la langue qu'elle emploie, u pu cohsi' 
tiéi:er-d!e.s.ii^hlment petits de divers- ordres, puisqu'elle a pu les eomparer entre 
eux'et en vertu môme de la langue algébrique qu’elle emploie. . 

En géométrie descriptive , nous ne pouvons pas coinparei- des grandeurs, 
noHs.ne pouvons donc considérer lesinfmimcnt petits que s<)us un point de vue 
plus'hornc que celui sous lequel l'amihjte peut les envisager. , 

Nous ne pouvons pas non plus écrire en géométrie deseriptive les inlinimcnl 
petits, la langue graphique est trop iiivparfailc , vu nos sens cl par suite nos 
instruments pour que cela soit possible. 

En géométrie descriptive * nous ne pourrons donc arriver Jusifu'aux infini- 
ment petits que par la pensée, nôiis ne pourrons les rendre sensibles que par 
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le raisonnement, et noUs ne pourrons les introduire clans nos considérations géo- 
métriques qu'en les soumettant à la méthode des projections qui seit de Itasc 
Â la géométrie descriptive. i 

Maintenant, nous allons nous occuper des courbe» et des surface». 

' Nous pouvons toujours considérer une courbe comme étant parcourue par un 
point tno>nle. 

Nous pouvons toujours considérer une sitr/aoe comme étant parcourue par une 
courbé mobile, constante de fonneou de focmc variable. 

• t • . 

DES COURBES. , ♦ 

.1. Un point m décrivant dans l'espace une courbe.^ en vertu d’une certaine loi 

de mouvement K passe successivement eu des positions distinctes m', 

nous dirons, le point m s'élant déplacé en vertu de la loi K pour prendre la 
position ni' sur la courbe $,.les points m et m* sont infiniment voisins si 
nous ne pouvons supposer qu'un troisième (loint n puisse être placé entre les 
points m et m', do telle manière que ce troisième point n soit plus prés du |X)int 
m, et eu vertu de la loi K, que m l'est le point m'. 

Si donc par des raisonnemeQts exacts , nous trouvions que les points m et m, 
que nous avions supposés tout d'abord infiniment voisins, sont tels, cependant, 
qu’un point n intermediaire se trouve on effet , et en vertu do la loi K , plus prés 
de m que m' n’est du'point m (d'après fhypotbèse primordiale),.- nous dirons 
que ce sont les points »i et n qui sont infiniment voisins et uon les points m et 
w'f ou, en d'autres termes, nous dirons que h] point n est ri^lement le point 
successif de m sur la courbe $ en vertu de la loi K, et non le |>oip( m' comme 
on l'avait présupposé. . 

Et si , |uir des raisonnements géométriques fondés-sur la loi K, nous tiouvuns 

une suite de points m, m, m", m", situés sur la courbe | et tels que m' soit 

intiniment voisin de m, que. m" soit infiniment voisin de tn', que m'" soit infini- 
ment voisindem" et ainsi de suite, nous dironsque les points m, m', m", m"',..'.. 
sont, des -points successifs et infiniment .vokins de la courbe . 

La petite droite mm' qui unit deu.x points successifs et infiniment voisins m et ni 
sera dite infinii^ui petit nxlUigue ou élément rectiligne de la coürbe î et le polygone 
(mmUn"in", . , ./ayant pour sommets les points successifs et infiniment v oisins m , m', 
... de la courbe î et pour côtés les éliments.rcctilignes successifs, mm’, m'm", 

n/'m'", de cette nK'mecourbe ( , sersuiil.paii/goiic b^nitétimal, et l'on pourra 

toujours remplacer la courbe ^ par soif polygone-iiifinitésimal. , 
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Ou peut supposer <|u’une même euurbe fsoil décrite dans l'espace pat uu point 
mobile en vertu de diverses /ois K, pour chaque loi l'on aura un poly- 

gone infinitésimal différent. 

Lors donc que l’on aura à résoudre un problème et que l’on sera conduit à con- 
sidérer des infiniment petits rectilignos, il faudra pendant tout le cours de la 
démonstration ne s’appuyer que sur la métne loi. ' . , . , 

H. Lorsque l’on a une courbe ï, quel que soit le mode qui l’ait produite, on 
peut toujours supposer que celte courbe soit parcourue par un point ntobileet 
d’un mouvement uniforme. Dés lors, le mohilo parcourt des arcs égaux de la 
courbç I et en temps égaux. 

Le polygone infinitésimal , dans ce cas, aura tous ses côtés égaux. 

Toutes les proi>riétés générales relatives aux courbes, pourront donc être 
établies en partant du polygone infinitésimal à côtés égaux, puisque ces propriétés 
seront indépendantes du mode (quel qu’il soit) qui a prwluit la courbe. 

III. Une courbe Ç peut être le résultat de constructions graphiques , 'chaque 
|)oinl de cette courbe étant déU^Mniné jKir la même conitruciion K,. ’ 

La même courbe I peut être déterminée par diverses constructions K„ K,', K,", 
lorsque l’on aura donc un problèmc.'i rc^udreelquc l’on sera Conduit é employer 
les infiniment petits pccliligncs ou en d'aUiros'Mermes le polygone infinitésimal, 
il faudra pendant tout le cours de la démonstraticm ne s’appuyer que sur la 'même 
l ànstruction. _ • ' 

De la séainle et de la lantjenle à me courbe.' . ' ’ 

IV. Étant donni'c une'courbe tà simple ou double courbure , prenons un point 

III sur cette eôurix;. “ ' ■ 

Parce point ni 123) menons des droites S, S', qui couperont la courbe ï 

respectivement aux ]>oints p, p',.... ces droites S , S', seront dites lécantts de 

la courbe |, parce que les arcs mp, inp',....'. sont finit. 

L’on conçoit que l’on peut faire mouvoir le point p sur la côufbe Ç pour le 

rapprocher du point m, et rpi'’après aVoirpris les positions p', p", enfin’ il 

prendra la position m' qui sera telle que le point m' sera le poinlSiiccôssifet inllDi- 
inent voisin de m, en sdrie que mm' sera l’élément rectiligne de la courbe ï, et sera, 
des lors , le côté du poly goneinfinitésimal à côtés égaux qui peut remplaeer lacdurbe L 

Cet élément rectiligne mm étant prolongé donnera une droite indéfinie T qui 
sera une sécante toute particulière de la courbe^, car pobr cette sécante les'deux 
points d’intersection ne sont plus à distance finie (mesurable) l'un de l’autre, 
mais à une distance infiniment petite. 
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, Celte sécante a pris le nom de tangente. . - - 

La tangente i une courbe est donc une droite qui a rigoureusement cl géume • 
triqueinent parlant deux points communs avec la courbe. . 

L'élément rectiligne mm.'- est dit point du contact, et c’est pour abréger que 
l’on dit construire la tangente en un point d’uirn courbe, car il faut bien le 
remarquer, le point d’une courbe étant le sommet du polygone infinitésimal, on 
a toujours deux éléments rectilignes qui se coupent en ce point, et par consé- 
quent par un point d’une courbe passent rigoureusement deux tangentes succes- 
sives. 

Aussi peut-on considérer une courbe comme étant l’enveloppe du ses tangentes. 

De la déânition que nous venons de donner pour la tangente , résulte comme 
conséquence rigoureuse que l’on ne peut pas faire passer entre la tangente (délinic 
ainsi que nous l'avons fait ) et la courbe-, une seconde droite qui approche plus 
prés de la courbe que la tangente n’en approche en cITet : 

Nous ne pouvons |>as rapprocher le point p plus prés du |Miint m que nous ne 
l’avons fait en le plaçant en rti'< puisque nous supposons que ce jmint m est le 
|K>int successif et inriuiiucnt voisin da point m ; si donc nous voulons mener par 
le point m une droite quL, comme sécante à la courbe , soit successive et infiniment 
voisine de la droite *T , il faudra qu elle |>asse par le point p" sup|>o$é être le point 
successif et inlinirocnt voisin du point m'. De sorte «pie la corde mp" sera lu plus 
|>etite corde que l’on puisse inscrire dans la courbe $ en faisant passer cette corde 
par le point m; celle cordc sera le grand côté d’un triangle isocèle dont les autres 
côtés , égaux entre eux , seront les éléments rectilignes successifs mm' et ui'p" de- 
là courbe ?. . . - ■ , . 

Or, entre la sécante donnée par la corde mp" prolongée et la courbe i , on 
pourra faire {Kissor la droite T qui est donnée par l’élérocDt rectiligne iiun pro- 
longé, et évidemment on nç pourra faire passer que la droite T ; duucj etc. 

• • * 

Du plan nonnal et du plan tangent à une courbe. 

V. Oucique petit que soit l’élément rectiligne mm' d’une courbe, nous pouvons 
toujours concevoir le milieu de cet élémoni. Le plan N mené perpendiculaire- 
ment à cet élément séra dit plan normal ^ et comme les .|K>iiUs m et m' sont 
successifs cl infiniment voisins, que ce plan N soit mené pcrpendiculaircniciit 
à l’élément rectiligne en l’une de scs extrémités m ou m', ou au milieu de cet 
élément, la diiïcrcncc est insensible. . 

- Cependant, pour la rigueur géométrique, nous sommes forcé d'établir une 
loi, qui dérive d’aHIcurs tout nnlurellémcçt de ce que nous avons supposé que 
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touU‘ courbe pou\ait êlre considérée comme porcourue par un pQÎnt mobile. 
Dos lors , lorsque l'on se donne un |>oint m sur une courbe Ê et que l’on propose 
de construire la tangente en ce [wint à cette courbe, il faut indiquer dans queJ 
sens on doit marclicr sur la courbe. Si l'on marche dans le sens indiqué par-la 

lléclie'ÿ, la tangente sera le prolongement de l'élément rectiligne mut', si l'on 
marche dans le sens de la lléchc i/, la tangente sera le prolongement de l'élément 
rectiligne ni,m. 

I.e sens de direction étant donné, le p/un normal sera le plan mené |>er|H-i)- 
iliculairemcnt à l’élément rectiligne, par le premier point de cet élément. 

iNoUS donnerons le nom de plan (angenl à tout plan 0 passant par la tangente. 
On n’a donc qu’un plan normal en un point d’une courbe, et une infinité de 
plans tangents on un point d’une courbe. ‘ • 

Da plan auulalrur à une courbe, 

\ I. Par une droite, on peut mener une inimité de plans. Par la tangentoT en un 
point m d'une courbe on peut mener une infinité de plans tangents 0 , 0', 
0",..,.. à celle courbe. Par trois points, on «c )>eut faire passer qu’un seul 
plan. Par conséfpienl, par trois points successifs m , m', m”, d’urre courbe, ou, 

en d’autre termes, par deux cléments rectilignes successifs mm', m'm"' d’une 
«'OurlK' , on ne peut faire |>a6scr qu’un plan qui prendra le nom de plan osculaieiir. 

Nous dirons donc qu’une courbe $ n’a qu’un .seul plan osculalcur en chacun dè 
scs points. 

Cela posé: 

Concevons une courhe ï (fg. 121) cl ses points successifs et infinihieni voisins 

t ft tf/ \ t • 

m, m, m , m , m*, m 

Chaque élément rectiligne prolongé mm', m'm", in'^in ', donnera une tan- 

gente à la courbe Ç. 

On aura donc les tangentes successives et infiniment voisines T, T", T", T", TC 
Les deux tangentes successives T et T' se coupent en un point lu de ia courbe J. 
lais deux tangentes successives T et T" se cbui>cn^ en un |ioint m" de la 
courbe ï, cl ainsi de suite. ’ _ . . 

Le point m" est le successif et ihtinimcnl voisin de m'. V 

La première tangente T coupe la seconde laDgejitc T', mais ne coupe pas la 
troisième laiigcnic T" (car nous sufiposons la courbe ; à double courbure).^ 
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Le prèfnier plan osculaieur 0 passe par T et T', * • ‘ 

Le second plan osculaleiir 0, patte par T' et T", * * 

^Lejroisicine plan osculateur 9, passe par T" et T"', et ainsi de suite. 

Entre les plans 9 e|^, , on ne peut pas plaeer un troisième plan qui appr<x;he 
plus près du plan 9 que n'en approche le plan 9., puisque l’on ne. peut |>as 
placer entre les deux tangentes T et T' une troisième droi.te qui approche plus 
près de T que n’en approche T', car l’on ne peut pas placer 'entre les points m 
et m', m'et m" un troisième pqintqUi , situé sur la courbe approche plus prés' 
de m que n’en approche m'fntt approche plus près de m' que n’en approche m.", 
puisque par hypothèse primordiale nous avons supposé que les points m, • 

étaient les points successifs et infiniment voisins de la courbe . <. 

Les plans osculateurs 9, 9,, 0., 0 sont donc les plans osculateurs suc- 
cessifs et infiniment voisins de la courbe - ' • . 

Cela posé : ' - • ■ 

Menons une suite de plans normaux : . . .. • 

W au |K>int' in ‘ à 'la tangente T, ■ ^ , 

N, ou point ni' à la tangente. T', -, 

N. au point m" à la tangente T", •» ' ' * . - . ' , 

/ ÎS, au point m’ïà la. tangente T"', et ainsi desuite.-,» ' 

■Les plans N et N, SC couperont suivant une droite G, * 

Les plans N^et N, se couperont suivant une droite ■' • 

' Les. plans N. e\ N, se couperont suivant une'droite G”, et ainsi de suite. 

* *• * * ^ ^ 

Or, comme les tangentes T, T', T", .....‘sont suocessivep et infiniment voisines, 

les plans N, N,, seront successifs et infiniment voisins, et par suite les 

droites G', G', G",..'... seront successives et intiniment voisines. ' 

Or, G coupe G' én un point o, G' coupe G" en un point o', et ainsi de suite."'" 

Les points», o' seront donc des points succesafs et infiniment voisins, et 

construits dans fespace én vertu d'un certain mode; ces pointa seront <k>hc les 
points successifs et intiniment voisins d’une courbe d ayant pour, tangentes 
successives les "droites G, G', G",.... *' ' - 


Du ragon de courbure d'une coUrbe., . , 


VII. Par trois points "situés à distunec'linie les uns des autres et aussi |>ar trois 
points infiniment près les uns des autres, on peut faire passer un cercle (/iÿ. 125 ). 
C’est le layon du cercle C qui passe par lès trois points m , »n' , m" successifs ét 
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infiniment voisins deia courbe 5 que l’on appelle rayon de courbure de lauourbe 
£ pourle point m> . ^ 

Lu cercle C est situé dans lo plan oscDlatenr 0 . ' - 

Le rayon du cercle C' situé dans Ip plan osculateur 3 , ice cercle C' passant 
par les trois |)oints successifs et inliniment voisins in, m, m'" ) sera le rayoïide. 
courbure de la courbe £ pour le point m'.' • ' 

Le ccrcde C aura'pour centre le point ^ en lequel la droite G perce le plan 0 v . 
lé cercle C' aura pour centre le point </' en lequel la droite G' perce le plan 0, , et 
ainsi de suite. . ^ v 

Lesrayons de courbure 9m, ctaniprolongcs donneront des droites L, . 

L', L",..... qui seront rcspectiveioent' normales à la courbe £ aux points m , m',. 
m",.... et qui seront situées respectivement dans les plans osculateur^O, 0.', 0,,... 

CCS droites seront donc successives et infiniment voisines. 

Les divers points 9 , 9', 9", formeront une courbe x ..‘l“' eoupéc jtar les 

droites L, L', L", puisqu’une de ces droites ii', par exemple, ne passera pas 

par les deux points successifs 9 et 9' de la courbe y_, attendu ipie les deux plans 0 
et 0, se coupent suivant la droite T'. ' ' ' 

^ On donne plus particuliérement le nom de nornui/c aù rayon de t'ourbûre pro*. 
longé. _ - , , ' - . ■ 

Mais toute droite tracée dans le plan normal et passant par le point en lequel la 
courbe est coupée par ce plan peut prendre lenopi de normale.. ' • . 

Ainsi , on dit qu'une couHic a eu cliucua de ses. points une seule tiwgente, et 
un seul plan normal , une iofinilé dé plans. tangents «t oae-inûn'rié de. normales , 
un seul plan osculateur et un seul'rayon.do courbure. 

D’après cc^ qui précédé , on voit : ‘ . ^ • 

1 ° Que les rayons do courburp successifs et infiniment voisins d’ube courbe ne 
sont [x>int situés deux à deux et succesivementdans un même plan , ou comme on 
le dit.: ne. se colipen/ pas. - .• 

3 * Que les tangentes successives et infiniment voisines d’une courbe sont situées 
deux À deux et successivement dans un même plan {qui celle plan osculateur) ou. 
comme on le dit: se coupent. - . . 

Nous verrons plusloinqueces deux manières d’être d’une suite de droites situées 
dans l’espace, et l’on ne peut évidemment concevoir que ces deux manières d’èlre, 
donnent naissance à deux grandes familles de surfaces régléee : les surfaces gauche* 
et les surfaces développable*. 

Le cercle G a en commun avec là courbe £ , les trois points successifs m,m', m"; 
on donne à l’arc circulaire qui part du {joint m pour aboutir au point m", le nom 
d'arc élémentaire de la courbe '£ ou d’élément curviUgne de la courbe £. 
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Oti (>out donc consMj^rer la courbe I comme n'cianl plus composée dV/<wni» 
rrctilignei, maifcv/énienu cMi(igneiicircnlaire$, et dès lors on peut prendre pour 
ta courbe nonpiuk un polÿ^né inrinitèsimal i côtés rectilignes , mais un poly- 
gone infinitésimal à côtés curvilignes circulaires, ces côtés curvilignes n’étant 
point placés les unsà la suite des autres, bout à boUt, mais celui qui suit ayrant 
avec cclpit|ui le précédé un élément cceliligne commun. - 

C'est ainsi que la courbe {peut être considérée comme l’enveloppe de ses divers 
cercles oscu^eiirsC, C', tout comme précédemment nous avions regardé 

cette ceurBmi-omme l'enveloppe do ses tangentes T, T', T", T'"" . 

En gibroétrie descriptive nous ne consldérunsdans les courbes que deux espèces 
d'è/éifieitM, les éléments recti/iÿiMs et les éléments curvilignet. La considération de 
ces. infinimeat petits suffit pour nous perraetlrede résoudre tous les problèmes dont 
qu doit s'occuper dans les diver^ appticatumt de la géométrie descriptive. 

Car tout(4 les cbnslructions y ont pour |H>int de dé|>ari ou des déplacemenU 
successifs en ligne droite, .ces déplacements changeant successivement du direc- 
tion, ou des déplacements successifs en ligMB circulaire , l’axe de rouaioii chan- 
geant successivement déposition. . 




' suarAcES., ■ 

* . 



VflI. uiie courbure çdécrivantdansl’cspatb une su'rfaeêvenverlud'une certaine 
loi K'de mouvement, passe successivement en- diverses positions 
nous dirons, la courbe 9 s’étant déplacée en vertu de là foi K pour prendre' la 
position ç' sur. la surface 2, les coqrbcs 9 et <}' soni infiniment voisines, si nous 
ne |Rmvons supposer qu’une troisième courbe 5 i puisse être placée entre les cour- 
bes ly ct de telle manière que cei,te troisième courbe >'8oit plus pri’s de la courbe 
if que ne l'est le courbe <f’. * • • 

Si donc, par des raisonnements exacts, nous trouvions que les eourl>es (j-et 
quc-noiisaviohssupposéeStoutd'àbord infiniment voisines, sont telles cependant , 
qu’une courbé inicmiédiairc se trouve être en effet, en vertu de la loi K, plus prés de 
If <J\M* ç' n’ést de u , nous dirons que ce sont les courbes 9 cl X qui soiit infraiment 
vofsînês et lion lcs courbes 9 cl 9'. ‘ ' ' 

En d’autres termes, nous dirons que ta courbe > est réellement la courbe 
successive de 9 sur la surface £ en vertu de la loi K, et non la outirbe 9' comme on 
l’avait présupposé. ^ 

' Et si, par dos raisonnements géomélric^es fondés sur la loi K, nous trouvons 
une suite de courbes 9, 9', 9",..,. telles que 9' est infiniment voisine de 9 , que 9" 
est inlidimeni voisine de 9' et ainsi de suite , -nous dirons que les courbes 9, 9', 
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o", sont des coui'bes génératrices de la surface 2 et sont successives et infini* 

ment voisines sur cette surface 2. • . . 

La petite surface comprise sur la surface 2 entre' deux conrbes successives et 
sera dileianeéfafReRtatrcdc la surface 2. - 

Kt comme Ton peut concevoir qu’une même surface 2 est engendrée de 
diverses- manières par- des courbes mobiles , si Ton suppose que celle \urface 2 
est engendrée d’abord par une courbe «j soumise à une loi K , et ensuite par une 
autre courbe n soumise à une autre loi D, on aura d’abord une suite de zones 
élémentaires comprises respectivement entre les courbes génératrices successives 
du premier mode if et <f', ç' et 9", /.et 9"', etc., et ensuite une , suite d'autres 
zones élémentaires comprises respectivement entre les autres génératrices, suc- 
cessives du second mode * et r!, it' et •k" et b"', etc. ; la zone (9 , 9') interceptera 
sur la zone (it , «') une faceUe élémentaire de la surface , qui pcendra le noiji 
d'élément luperficiel de la surface 2. 

Mais Ton pourra toujours supposer que la surface 2 est engendiée par une 
suite de courbes 9, 9', pub, b', ouc,c', ou X, X', 'etc., successives et infini- 

ment voisines, et telles que les courbes 9 , b, e, X se croisent au point m et 
sont soumises :.les premières 9 à une loi K, les secondes b à une loi D, les 

troisièmes e è une loi B, etc. Les courbes 9', qui seront respectivement 

les courbes successives et infiniment voisines des. courbqp 9 > !t,x s'entre- 

uouperonl'deux à deux et fornteront un polygonedont chaque cèté sera infinimeni 
petit et dont deux sommets quelconques seront distants l’un de Tautre d’uqe 
quantité infinimeni pet'ite >.c’èst l'espace renfernié par ce polygone qui doit 'sur- 
tout prendre le nom de facette élémentaire. . ' 

■La courbe génératrice d'une surface péîti, quelle que soU la loi de son 
mouvement, ou 1* rester constante, npn-seulément de forme, mais encore dé 
grandeur, ou 2° varier de forme à chaque déplacement , la variation de forme 
étant aussi assujettie à une loi particulière. 

Nous devons donc distinguer les surfaces k génératrice constante ,'des surfaces 
à génératrice variable. Toutefois, une surface ayant été, par un certain mode, 
engendrée, par une courbe constante, on pourra toujours ,. par un autre mode, 
l’engendrer au moyen d’une courbe variable; tandisque pour unesurface engeD- 
drée par une courbé variable , il ne pourra pas toujours , exister un certain mode 
de génération per une courbe constante. ... 
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• . Üu plan langent A une siii^e. . . • . 

IX. Ëlanl donnée une surface X, quel que soit te mo<le de génération i|ui l'ait 
produite, nous pourrons toujours tracer sur cette surface nne courbe g , et mener 
en un point m de cette courbe la tangente T à cette courbe. 

La tangente T contiendra donc deux points.successifs met m' de^. '' 


Par la droite T, nous pourrons faire [lasser une infinité de plans P, P', P", 

P*', coupant respectivement la surface 2 suivant des courbes it, n, it", n",.... 

noos pouvons dès lors supposer que la surface 2 eSt engendrée par la courbe n, 
variant de forme et passant successivement par les |>ositions it', n", etc. , 
nous pouvons sXipposer que ces courbes a, rt', sont des courbes succes- 

sives et infiniment voisines; et comme chacun de leurs plans passe par la droite 
T, chacune de ces courbes passera par les points successifs et infiniment voisins 

m et m'; et dès lors nous pouvons* affirmer que les courbes ir , it', it" ont avec 

la courbe 9 une tangente commune qui n’est autre qüe T, 00 , en d'autres termes, 
et jiour abréger le discours, qtiffles courbes n, sont tangentes entre elles 
et à la courbe 9 au point m. - ' 

Cela posé: 

Nous pouvons toujours tracer^ur la surface 2 une suite de oourbe» arbitraire.s 
it if, i,t S>, itt ^ croisant'touteS au point tri. 

La courlie J coupera les courbes. respectivement aux points n, 
o",..... la courbe £. les coupera aux ptoliUs a', a.",.... là courbe Ç. les coupera 
au\.püintça,, a.', a,' et ainsi de suite'. 

Or, si nous ^supposons que le plan P passe par des positions successives et 
infiniment voisines P', P", P'",-.....*, quelle que soit la loi qui régit le mouvement 

de ce plan P , les courbes s'", seront, en vertu de cette loi, quelle qu’elle 

soit, des courbes successives et inliiiimeut voisines, par conséquent les points a, 
a,^ u,, o, ....... a',.a/, a/, a,'j.....^a", a.^ a.", a,",--*- etc- seront dos points succès^ 

sils et inlinimcnt voisins sur les courbes respectives 


Dés lors si le point a de £ est le successif et mliniraent voisin du |>oint m, 
aussitâtilcs poinlsa' tie a" de a'" do fieront les 8 ucces.sifs dt infini- 

ment voisins dutnème point m. 

Et cela étant, il s’ensuit que les éléments rectilignes ma de ma' de i, uui’‘ 

de etc. ,. seront tous situés dans un même plan O passant |>ar la droite T, 

et par suite l’on peut énoncer ce théorème ; 

Sf J’oH trace sur une surface 2 une suite de courtes arbitraires 5 , Ç, , ï; »e Croisant 
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»n un point m , les tangentes 9 1 .^. 8 , m menées respectivement à ces courbfs et nu 

point m , sont situées dans un nUjfi planS. 

. -Ce plan 6 a reçu le nom de pitft tangent de la surface ; et dès lors pour résoudre 
le problème : Construire le plan tangent eu va point m d'une surface 1, il suffira : 
I* de tracer sur cette surface 2 deux courbes^ et se croisant au point m; 2* de 
construire au point m la' tangente $ à la courbe { et la tangente 6 , à la courbé 
ot le plan 0 détermine par les tangentes S et S, sera le plan demandé. 

Maintenant examinons quelle relation de position existe entre le plan tangent 0 
et la surface 2 tout autour du point de contact m : . . 

1° Le plan tangent peut laisser la surface au-dessus ou au-dessous de lui tout 
autour du point de contact; 

2 " La surface |>eut être en partie en dessus et en partie en dessous de son plan 
langént. • 

Dans le premier cas , le plan tangent n'a en commun avec la surface <|ue le 
|)oint de contact, pu s’il a d'autres points communs avec la surface ils sont tous 
situés à distance finie du jioint de contact. 

Dans le deuxième cas, lu plan tangent coupe et touche la surface; il la touche 
au point de contact, et la coupe suivant une œurbe dont' les branches se croi- 
sent au point de contact. , 

Nous allons démontrer que entre le plan tangent 0 et la surfar.e 2, quelle que 
soit cette surface, il ne j>eut exister que l’une ou l’autre de ces deux relations 
de |x)sition. . ' ■ • . ' 

• Menons par le point m contact de Ip sniTacc 2 cl de son plan tangcnl '0 une 
droite I perpendiculaire à ce plan. ~ , 

Celle droite prendra le nom de nOrmo/e à'ia surface, eteennne il n’y a (èn général) 
pour chaque point d’urte surface qu’un seul 'plan tangent,' il ne pourra y avpir 
pour chaque point de cette surface qu’une seule normale.. 

Par la droite 1 nous pourrons faire passer une suite de plans N, N', N", 

N'", qui prendront le nom de plans .normaux de la surfaee et qui . couperont 

eette s.urface;2 suivant des courbes.3, 3", j", 3"',,.... qui auront respectivement 
pour tangentes les droites t, t'. i", i.'",..... suirani lesquelles le plan tangent 0 est 
rcspoctivement coupé par les divers plans normaux. .. 

surface 2 [H>urra être oonsidèr'éo comme étant^engendrée par, là- courba 3 
tournant autour de la normale let passant successivement en changeont defonm;, 
aç les positions 3", 3", 3"'. . , 

Admettons que la courbe 3 a la forme représentée (fig. 426 J, qu'ainsi avant 
et après le point m de contact avec sa tangente tcUese trouve au-dessous de cette 
tangente t, pouvant d’ailleurs couper cette droite t en un point p ou plusieurs 
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poinls P situés f distance flnic per rapp6rt qA point'de contact m; nous pourrons 
faire les hypothôseê suivantes ; 

1* Supposer que les diverses courbes i, i", 3"', <|uoique de formes diffé- 
rentes, les variations de forme étant soumises d'aillcars à une certaine loi , sont 
chacune placées au-dessous de leur tanfente. Dans ce cas , le plan 0 laissera la 
surface 2 au-dessous de lui tout autour de son pefni de contact m, et s’H coupe 
la surface, ce ne sera que suivant une courbe ou plusieurs courbes/i'eitidesdivers 
|K>fttsp, et par conséquent le plan 0 ne coupera la surlace 2 que suivant une ou 
plusieurs courbes ,' dont tous les poinls seront situés à distance finie du point de 
contact m. \ , 

2’ Supposer que pendant que le plan nornval N tourne autour de la normale I , - . 

en ])renaiii les diverses positions N', N", N™, pourenlin venir se superpost*r 

sur la première position N , ayant ainsi accompli autour de I une demi-révolution, 
ou décrit deux angles droits, la Qpurbed, en changeant successivement de forme, , 

passe enfin par une position 3, faisant un angle a avec la jiosition 3, et telle ipie ^ 

cette courbe 3, ail un rayon de courbure infini , et qu'ainsi les_ courbes succes- 
sives 3, 3', 3", .'•••• voient croître leurs.^l-ayons de courbure au point »i, pour 
arriver à 3, qui aura un rayon de courbure infini; puis enfin qu’ayant dépassé la 
position 3, , on retourne à la position 3 par des courbes 3,',' 3,", 3, dont' les - é 

ravons de courbure au |K)int ni iéont en décroissant. ' . * ' 

Toutes ces courbes3,3',- 3", 3"',.....-3(.*../3:', 3.", 3"',..i..', 3, étant toutes situées 
au-dessous de leurs tangentes ou au-dessous du plan tangent O, la'surfac«‘2 , 

sera encore située uu-dessous de' son plan taifgent 0 tout autour du point de con^ 
tact m. • .• • 

3* Supposer que le plan ■normal iS puisse prendre deux positions l'une .N. et « 

l’autre N,, telles que les courbes 3, et 3, suivant lesquelles ils cou[>ent la surface 2, 
ont au point m un rayon de Courbure inlini. 

El désignant par c et S les Beux angles supplémentaires que le pion' N, fait avec 
le plan N,, supposons que tontes les courbes. 3 situées dans des ' plans normaux 
compris dans l’angle a sont situées au-deuotu du plan 0, gf que luyites les courbes 
3, situées dans des plans normaux compris dans l’gngle S sont situées au-de»su» de 
oeplanBlySy, 127). ' 

Dés lors,, la courbe génératrice passerait par des positions pour lesquelles te 
rayon de courbure irait en diminuaift depuis la position 3, pour-atteindre un. 
roaxiinuin et recroître, jusqu’à l'inGni, en passant par 3, et pendant cett&évolu- 
tion, toutes loscourités 3 seraient au-detsoat du plan0; puis ensuite |a courbe 
génératrice parlant de 3, passerait par une position nouvelle en laquelle le rayon 
de courbure serait un minimum etretoumérait en la position 3,1g rayon de courbure 
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croissaol jusqu’à l'inûoi , el pendant ^ceua seconde évolulioB qu^ compiéterai^ la 
demi-révolulion autour do la normale I, toutes les courbes génératrices d seraient 
au-dei$iu du plan 0. ' ' 

Le plan tangent 0 coupera*dans ce cas la surface 1 suivant une courbe dont 
deux branches se croiseront au point de w>ntact m. 

En y réfléchissant attentivement, on est bientôt convaincu que les trois kypor 
thi$e* géométrique» précédentes sont les seules que l’on puisse faire , en admettant 
que la surface 1 est telle que par le point m il ne passe qu'une seule nappe de 
, celte surface. 

La manière d’être d'unè surface par rap|x>rt à son plan tangent parait , à la 
première vue, devoir nous permettre de diviser les surihccs en deux grandes 
classes-: 

r Les surfaces pour lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont tous situés d'un même cété par rapport au 
plan langent en ce point m; * _ 

2* Les surfaces pour' lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont en partie à droite et en partie à gauche du 
plan langent en ce |x>inl m. , 

Mais comme une même surface peut nous offrir pour certains points la pre- 
mière manière d’être, -cl pour certains autres points la seconde manièi'e d'être 
par rapport à son plan mngont, celle claSsilication des surfaces doit être regardée, 

. en définitive, comme illusoire. . . * ,• 

De ce qui précède, on peut établira • ■ 

1“ Quelorsque deux surfaces 2 el 2, -ont un point commun m , el en ce [joint 
un même plan langent 0, ces deux surfaces Mrcmi dites tangentes l'une.à l'autre 
au point m; , . .• . > 

2’ Que lorsque deux surfaces 2 et 2, ont une li^i commune, 'si -elles ont 
même plan tangent en chacun -des points de celle ligne cés deux surfaces sont 
dites tangentes 'l’une à l'autre suivant la courbe si les deux surfaces 2 el 2, 
n’ont pas même plan nugent en chacun des points de la courbe surfaces 

2 et 2, se couperont suivant,la courbe si le plan tangent n'est commun 
aux surfaces 2 et 2, que pour certains points de la ligne ( , le contact des- deux 
surfaces n’aura lieu qu’en ces poiiifs cl en tous les.aulres points de Is ligne'' 
.les deux surfaces se couperont. , ■ • • . • 
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Bet tUvers moéet de gét^iration de» rtiJbcM. ... ' _ ' 

- , ■ • • ■ ' \ ■ • t 

X. U va deux raodtode géaiMtion pourlesturfaoia»: • ' ^ '* : ■ 

V Une surface peut être engendrée par le mouveneiit d’une tiftte qui prend 
le XKMn dç génératrice; . 

Ü* Une surlace peut être l’enveleppe de l’espace .parcouru par uneautre surfitue, 
.la<|uçllc prend le nom d'eurrioppéc.'. , ' 

, 'Lorsqu'on (lunne une sdÂaoe, c’est toujours par l'un on l’autre de ces deux 
inpdeidç génération; et on dit en géométrie descriptive que l’on a écrit i/raphi- 
iiæpûnt la surface , lorsque l'on a tracé les projections des lignes qqi servent à 
déAnir . complètement la surface donnée , et l’on reconnaît que la surface est 
réellement et ooâtplétement écrite lorsque l’on peut, en ne s’appuyant que sur 
les projefétions des lignes qui sont dites euffireà détèrnôMt la tuffifct , résoudre 
le problème suivant : - ' . 

Etant donnée la projection m* ou n', construire la projection m' ou n* du 
point m ou n, ce point devant être rigoureusement situé surJa ’sur&ce donnée. 

Lorsqu’une surface est écriteV^ap/iiquemen/ |ràr le premier mode de générâtian , 
on peut toujours par la pensée la supposer engendrée par le second mode , n 
riiee ver»(i. . . ' - ' * 

C'est toujours du mode ècni ffraphupter^t qu’on seserLp^ur construire Vdpttre 
des’ réclierches géométriques à' tenter sur la surface.^ ^ ' */ 

Mais Ton peut se servir . indistinctement de Tun eu de l’autre méde' de 
génération lorsque l’on emploie le'trfieimaemetit ffémétHgue pour arriver é la 
découverte d’une pro^élé géométrique dé la surfecé donnée.' ‘ ' ’’ 

Aiosi , les deux modes' dé gtoëration j quoique tré^différents l'un de l’autre, 
c^x)Sleiit pour une-'même aurliicé , et quelle que soit celle surfece.'" ’ ' ^ 

. '■ ' De» diverse» etpéces'desttrfijcet.' ' 

s * • ** I» KOPi «I 


XI. La 'courbe ffénérâtrice peut être une ligne droilei; la suf&eeèst dite alors 
eurface rifglée^ .< * ‘ 

Si Fon suppose qu’une droite jC se meut en^ vertu d’Une certaine loi, elle 
prendra dans l'espaco^ks positions sucoemi veoet inliniineDt voisines G, G'-, G"; C"'. 
.ilpeut'acrivardeuxcâs: . ' • . ' 

<ïu f que G ooupe.G', que O' coupé G", que G" coupe G'", et altisi de suitei 

48 


Digitized by Google 


_ 378 — 

La surface est alors dite stirtace -dévetoppMe. 

Ou 2° que G ne coupe pas G', que Gr'_ ne coupe pas G" et ainsi de suite. 

La surface est alors dite surface gatKhe. ■ ' ' 

Et l’on conçoit qu’il ne peut exister que ôes deux manières d’être , lès unes j)ar 
rapport aux autres, entre des génératrices droites successires; ‘ 

Ainsi les surfaces réglée» se divisent ’en deux classes, les surfaces développoMêseï 
les surfeces gaathei. ' ^ _ 

XII. La courbe génératrice, étant une ligne quelconque, peut se mouvoir autour 

d’un axe sans changer de forme et la distance de chacun de ses points il Taxe ne 
variant pas. « • . ‘ ' ’ ' * " 

Ce genre de surface prend le nom de surfaces de révolution. ■ ' 

La courbe génératrice prend le nom de courbe méridienne lorsqu’elle est située 
dans un plan passant par l’axe, et le plan de la courbe méridienne prend le nom 
de plan méridien.' ' ' ■ ' ’ 

XIII. La surface peut être engendrée par une courbe constante de forme ( dite 
courbe génératrice) el se mouvant parallèlement à elle-même, un de ses points par-» 
courant une courbe quTprend le nom de d/rectricé. *>. , • 

XIV. .' La surface peut être engendrée par une courbe (dKe’coarôe génératrice) 

se mouvant parallèlement à elle-même, un des ses points parcourant une courbe 
directrice, et celte courbe génératrice changeant de forme suivant une loi donnée, 
laquelle dépend de la loi du .mouvement qui 'est exprimée par la’ courbe 
diréctriee. . i 

XV. Une surface peut.âtre engendrée par une courbe ponstanie'de forme, dont 
un des peints' parcourt une courbe directrice ; la |^iüea>de la courbe génétdtrice 
porrap^t à la courbe dfrec(rice.,'.variantàçliaquc instant suivaai une loidoiméc 
laquelle dépend de la loi du mouvement qui est exprjmoe pat la' courbe dtrertrice. 

' XVI. Une surface peut être engendrée par une courbe variant de forme eoivani 
une loi R, et dont un des points parcourt une courbe directrice; la position de 
la courbe jfés'érntrice'parrapport à la courbé directrice)’ variant à chaque instant 
suivant une loi K,'; et les deax'lois K et K, dépendant ,. d’ailleurs, de fo h)i du 
mouvement, qui est exprimée par la courbe directrice. . • * • • ? 


3* MQD< ni oini^TION. 


XVn. Une sarfaoo-À, variable on non déformé, se mouvant dansl espaoo'sw»*®* 
une certaine loi L, prend dans l’espace les positions sücossslves et iabniraeal 
voisines a', A", y”, aV ' • ‘ 
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Le» surfaces A et A' . se coupent suitant um courbe S 

_A' et. a" ^ ■ ■ â* • ■ • 

- ' A" et A'" 

• - . A"' et A< . r 

ef ainsi de suite. , • • ' . 


* Les‘"courbes 3, J", î",.....- seront Déccssairepoent des courbes suceeMives et 
infiniment voisines, caron ne peut âdméitre que l’oit puisse placer entre 3" ét S" 
une courbe 3, qui approche plus prés de 3* que 3^■ n'en approche cette courbe 3, 
sa'tisfaisanmHp loi qui régit les courbes 3, 3', 3",<.:-, puisque par bypethése'les 
surfaces A', A" et A'" sopt suooessives et infiniment voisines , et qu’on ne peut pM 
admettre,. coniniiretnent à lliypoilièse posée, onesurfaœAtptneéeentre A"etA'" 
et approchant plu» près deA'* que a'" n’approche de A'^ < ..‘i ■■ ■ . 

^ Les courbes 3, 3',' 3",.... étant successives et inlitilment voisines, fermeront une 
sm-face 2 dont elles seront les génératrices, et la surface 2 sera dite swfiice enve- 
loppe de l'c^pacd parcouru par |a surface A , laquelle prend le noin-&énveloppée. 
' Les courbes ÿ et 3" sont si^ées et sur l’^|>veIoppéo■porticuiièré A" et sur la 
surface enveloppe 2. • ' 


Les deux surfjcés A" et 2 ont donc eu commun, la zone élémenlaire cqmpr^ 
entre les deux courbes successives«t ihfminient voisines 3' et '3". . 

Or, si nous proiious sur 3* un point m, et que .par ce peint nous menionSiUnc 
suite tle plan Q, Q',- JJ",- chacun dé cés plans coupera : , ' ' • ' 

4* La surface 2 suivant les courbes respectives xj jc”- , . 

2.* La surface a” courbes ccspeclivesÇ , J', J'V ‘ ; ^ ’ . 

3* ^ courbe Ï'mx.jk^iUs respecirfsÿ, ÿ, 9 ", , - 

Or, po^î|<i»l^>efMtriip|d^M‘3;iaM»<pcdiajû.vesf|^^ 

q, aer^arMpocUwnteDtsiiffJe» courbes , 


eo’urbe». les sbooossibefiufttiiweni voisiBSdvi.ppiBt m. 

Les courbés x ut ( , x' et x" et T, » • -v seront donc tangentes l' une à l'autce-au 
point' ■»,. elles auront^ en un moty même tangente en ée.point.' 

LeplansinngentSD-mi-la surlace 2 ne scra-done autre queje-plan tangent en. m 
à laeurface a"*,' losdetix surfaces 2 et.A" seront donc tangentes l'une à l’aUtre au 


point m.' . .... . . > ^V- <• ; -.î .r.r. 

.0 que nous venons de dire pour .jte point m de.3' sqdrra.de tout .nutrc.poinl de 
eelte courbe 3'.; ainsi les douxlsurlaoes 2 et A^' pont tangentes Tune à l'autre tout 
lèlongdo laeourbe 3'. . , . . . , r, 

Asnaibspriiuaïeami/oppé 2 est tan^nte à chacune des «msfoppAet A, À', 
et reepeolisemeiu suivant les^courbes 3, 3', 3",...., , ....... : . 


— 3«0 — 


■ Cela pose ^ . 

Les courbes 3 el J” se couperont en un point <i, 

' - a-'et a'- . V. . . . • 

- a" et r . a", • ' 

et ainsi de suite. ' . ' 

■ * * ' • e ' * 

. Les points a, ô, a',.... seront dans l’espace despoints successifs et inlmiment 
voisins , puisque les couebesa , a' , 'a",..... sont successives et inliainteni voisines , 
ils formeront donc nue courbe ç. :. ■ ■ ■ ■ . ’ 

■Et comme a et a" sont deux points. successifs de la courbe a", la courbe ç ain'a 
en commun avec celte courbe un Wameiu recUUçiua'a",‘il ea sera de même de la 
courbe , par rapport aux diveraeè courbes a, a', a",..... Ainsi , la courbe^?, 
qui prend le nom d’nr<?<« de 'nd>rotit»emenl de la surface 2 , sera lonprai^ .à toutes 
los courbes 3, ÿ, a'-,..,,., qui prennent, dans ce mode <fe génécalion de la 

surface 2, le nom de caroctérûiiqiftfs de celte surface. . • 

Ce qui précédé étant compris , nous allons nous en servir |K)ur établir quel- 
ques-unes des propriétés géométriques dont Jouissent les surfaces en général , et 
certaines sur&ces en particulier.',' ■ . 


.• 'Des surfaces dévetoppabtes. - ■ 

»• . • "J* 

xV!!!. La forme k plus simple que puisse alfeotèr rerivcjoppéc A «fcellc d'un 
plan. ■ . .. • ' . 1 .*■ ■ ‘ 

Et comme deux plans se coupent suiwM' une (ln)ite, qn' voit de suite que |u 
surlàce emieto^.de l’espacé parcouru parun pfan est une surface puisque 
ses caraciéristiquea seront des droites, et de plus comme les caractéristiques suc- 
cessives se coupent deux a ‘deux ,'oelte surface enveloppe sera déôeldp^ble.'' ' 

L enveloppée étant un plan , ce plan contient deux caractéristiques successives 
de 1 enveloppe (qui sont pour Icssurlbces développaMies des droites comme nn 
vient dé le dire). ‘ . v ■V’-''.-. 1 ■ 

, Chaque sone éUmmuùre do la surlbcc enveloppe est piano , ce.qùi permet d’é- 
tendre la surface développable sur un plan, tans déehmtre n? dnélieamrr, èommé 
le dit Monge.. - • • . - • ' . . 


L enveloppée étant tangente à r‘cnvcloppe tout le long d’une caractéristique, 
il sensoit que si en un'point m d’une génératrice droite G d'nne surface déve- 
loppable 2 , nous construisons le' plan 6 Ungent â cette surlbce 2, ce plan -fl sera 
tangent à la surface 2, non-seulement au poinl m, mais en ctActin des autrés 
(Kunts de là géncralrrce G. En sorte que si l’on mène un plan'sécaht arbitraire 
X, ce plan coupera : l* la surface 2 suivant nne courbe C ; 4* le plaii 0 suivam 
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unv droite 9 3° la génératrice G en un point 9; et il arrivera que la courbe Ç et 
la droite 6 seront langentee l'une à l'autreâu point g. 

Une surface développable peut être donnéé^'de deux manières difTcrentes : 
ou 1° en la supposant engendrée |>ar une ligne droite , ou 2* en la regar- 
dant comme l'enveloype de l'espaoe parcouru par un plan (et nous avons 
vu ci-dessus que ces deux modes de génération sont les seuls que l'on puisse 
admettre en géométrie descriptive; et qu'ainsi une surface, ^ne peut .être, en 
géométrie descriptive, considérée que nomme étant une enveloppe, ou que comme 
étant engendrée par unc,/^ne); mais il faut pouvoir écrire graphiquement^ i» 
surface énoncée , il fout donc que la loi du mouvémement de la ligne génératrice, 
tout ruromo la loi dü mouvement de la lurjàce enveloppée, soit telle qu’on puisse 
l’écrire ^rep/n^uemmi. - ■ 

C’est pourquoi en géométrie descriptive on se donne une surface développable t 
I* Dans' le premier m'ode de génération,. par les projections de son dréle de 
rebrouwment f parce qUe toutes les génératrice» droites ou caractérutigue» de la 
surface développable sont alors connues, puis(|ue ces génératrices ne sont autres 
que les tangentes 3 l'arèto de rebroussement; 

2* Dans le second mode, de génération, le mouvement du plan enveloppée est 
iK'tarminé par de» directrice»'; aiim, ce plan doit rouler sur deux courbes, on 
sur deux surfaces oü sur. une couidto et une surface. ■. ' 

Alors, Iss génératrices peuvent être détemiii^s, puisque chacune d’elles n'est 
autre que la droife qui unit les poinU de contact d'une position' de l’enveloppée 
avec les deux'dircotrioes. . • 

Dans ce cas, l'arèle de rebroussement ne ^iil être tracée graphiquement que 
d'une manière approximative , puisque l’on ne peut construire des génératrices 
successives et inflniroenl voisines, mais seulement des g^érâtrices situées é 
distance finie les unes des autres- . ' ' ' 

An lieu de se donner deux directrices, on peut, ne s'en donner qu une. et 
remplacer la seconde directrice par une condition géométrique q\ii puisse être 
faeitement exprimée en langue graphique; ainsi, par exemple, le plan considéré 
comme enveloppée peut être assujetti à se mouvoir dans Pcspace : 1* en roulant 
langcntiellenient 3 une courbe, et 2* en faisant avec un plan fixe un angle con- 
stant , etc., .etc. ». 

. De» turfaces des canaux'. ' 

\IX. Après le plan , la surfaoe la plùs simple que l'on puisse prendre comme 
rnre/typée , c’est la sptière. 
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■ Concevons une splière S du rayon R, son centre o pafcourant une dourbe $<' - 
Si la sphère, pendant son mouvement, reste constante, et si donc son rayon 
ne varie pas de grandeui', la surface cnife/oppe sera ditesw/oce-eanal. - <■ 

Üa sphère S en passantdans l’espace en les-positions successives et inânimeM 
voisines S, S', S", S'"; son centre d- prendra sur la directrice 5 les positions soc- 

cessives et infiniment voisineso , o',V*, 

Lorsque deux sphères do même rsyon- ou de rayons inégaux se eoùpant , 
l'intersection est un cercle dont te plan est 'perpendiculaire à la droitoqui unit les 
centres deces deux sphères. ' 

La'propriété énoncée subsiste que les centres soient à distance finie Tun de 
l’amtre, oui distance infiniment petite. ' ' - < • 

Par conséquent, deux eMveloppCci successives S et S' se couperont suivant un 
cercle C dont le plan sera perpendiculaire à l'élément rectil^ne oo' de. la «ourtie 
directrice ï. 

Ainsi, toutes les cafaiiMttiqitesû' vne »urface-cartal sont deteercles dont les plans' 
sont ndrmaux à la courbe { parcourue par le centre de l'cned/oppèe sphérique. 

a comme nous pouvons remplacer la courbe l-par urt polygone infinitésimal, 
et que nous pouvons, aucune hypothèse prcelablc na s’y opposant, prendre le 
piblygone infinitésimal k cités égaux , nous voyons qae toutes les'caractorisli^es 
de la surfaoo-canal seront des cercles égaux,* des cercles de niâme rayent ‘ 

Mais nous savons que lorsqu'une sphère, dc'rayén constant R, se meut dans 
l’é^ace , son centre parcourant une- ligne droite,* fe -surface enveloppe dans ce 
cas tout particulier est un cyb'ndre de révolution ayant poncâectkm' droite nu 
cercle du rayon R; ' ' * . ' *.■.••* .* '-J 

-La-sphére S en passant en S'’ et son centre o arrivant en U',' sûr la courbe après 

avoir parcouru l!èlémenl rectiligne, ooj décrit donc un élément dé cylindre de 
••évolution B, et dès lors ce cjdindre B se trouve tangentl la sphère S et à la surface- 
canal suivant un cercle C du rayon R. ' . ' ■ " ' 

Ainsi , toutes les camctkrisqiiès "de' la surface-canal sont des cercles égaux et^ 
apnl même. rayon que' la sphère CTiuf/oppêc; ' . 

Des lurjacet développables considérées ronmte . enveloppées ' ■ 

'd’ufie surface donnée. ' '. 

XX. Étant, donnée une surface I, tra'çunssur cette surface une courbe i, faisons 
mouvoir un plan O tangentiellcmcnt à la surlice 2, lë point de contact'paTcou- 
rànt sticccssivernenl la courbe i\ l’enveloppe A du plan Q sera une surihee déve- 
loppable. • • • * ^ 
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Les snffaces A # ï seront tangentes l’une i l’autre, et auront en commun une 
lone ^/rfîiwfiieire comprise entre le courbe d et unecourbe J’ inUnimeni roisine 
de J. • - ' • 

Cela posé : • • . 

St i et ÿ tant de* cowbe* tembiable* et te*MablefnaU jdoeée* , la twrfoce A teru «ne 
jw/oce conique. ' ^ • 

en effet ' ‘ ' • ■ ' 

L’on antique toute surface comque jouit de la propriétAd’ôtre coupée par des 
plans parallèles suivant des courir semblables et semblablement placées,^ et que 
réciproquement par deux courbes semblables etsemblahlemenl placées, on peut 
toujours faire passer une surface conique (*). - • ' 

Or, cette propriété subsiste évidemment, que les coürbe»soiept àdi6UDoeânie 
.00 àdistance infinimehl petite l’uner de 1 autre; donc, etc. 

.Ce-qui précède nous permet de démontrer d’une manière simple et rigoureuse 
la propriété dont jouissent les surfsces du second degré;- savoir t «pie la courbe de 
contact d^mcôae etd’tàe turfaceda téCohd.degré ett loujour* mm courbe plane. 

■ Et en eflet ? ~ ■ 

On sait qu’une surfate du second degré est toujours coupée par .deux plans 
parallèles' soivàni des sections coniques semblables et- semblablement placées; 
donc' etc.' • :■■■>■• :■ '■ ■■■. . •• • 

■ Dans les applications de la géométrie dsscriptive et particulièrement dans les 

problèmes detombret, oh est conduit à çljercher sur une courbe A tracée sur une 
surfsoe donnée 2, le point de contact •- m d’un plan O tangent é la aurface £ • et 
passant pw un point Oxe de l'espace ou parallèle à une droite donnée de position 
dans l'espace. . * . 

. Pour déiermines ce point' m On esil conduit à remplacer, la surface J par une 
sunTace simple A teogente à’2 tout le.long de la courbe 3. . , 

Cellè surface simple A est ordinairement la surface dévèbppabis. engendrée 
liai- un fdan roulant tangenlicllemenl et sur la surface 2 et sur la courbe J. ^ 

. yuelia sera la nature de celte surface développable A , lorsque la suriace 2 sera 
engendree ou f par une courbe 3 ,se mouvant parallèlement i elle-même, ses 
paramêlros ne changeanl'pss de valeur, ou 2-” par une courbeé se mouvant paral- 
iélemenl à elle-môrae , seâ paramétres, variant de manière à ce que œUc courlic 3 
reste toujours semhljiblo à elle-même, ou 3 * par un cercle 3 de rayon , constant ou . ‘ 

variable, 6t.se mouvant dans l’espace suivant une loi donnée? .• "j- 


’ (•) f'’oir «km mon Coiir* it géouiéirie éeteriptive IHhogrïphic ponr le» Siéra» de l’École edntr»le 
ÜM aru tl cbàpilr# oii j'expuM la théorie -da, fftiif h'/wlf ùtwrtt. 
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. \XI. Nous allons résou<lre ces diverses questions- ' u. - • 

V Lacourbe 3 reslatu cotttkuiteene motmmt paraUêtaneni àeUc'inémt. - 

J-a loi du mouvement .de la courbe 3 sera donnée par une courbe l{fig. iî8), 
qu'un point b de 3 devra parcourir. . 

Or, la courbe 3 restant parallèle à elle-inème, toiis ses points p décriraient des 
droites parallèles à une droite D si la courbe p était une droite -pansiléle à cette 
droite D , et dans ce cas la surface vS" ne serait autre qu’un cj lindre ij. ' 

Le point b parcourant sur la courbe { l^lément rectiligne '6é', pendant que 3 
passe en la position successive et infiniment voisine d' (cet élément rectiligne bb' 
représentant ici la droite D, en le supposant prolongé )> la conrbei) ne décrit 
qu’une zone élémentaire du cylindre <{(, laquelle zone sera commune et A-là surface 
2etau cylindre ifi. * ' 

.\insi, dans ce cas, on doit remplacer- la surface 2 par un cylindre ayant { 
pour directrice et ayant ses génératrices droites parallèles à la tangente 9 menée 
au point è à la courbe 5. 

2’ La courbe 3 *e moutianr paraUélemëni à élle-méme en reêlattt- iemblable à -elle- 
tnëme. ' - i . . 

■ La courbe 3 étant -supposée arrivée en i ( -t2ti ) , 9 et 9^ étant des ’courltes 
successives et infiniment voisines et semblables et semblablement placées, ;il 
s’ensuivra (|u’en é et 6'( potnls qui appartenan{t respeeüyement aux courbes Jet S 
sont successifs et infiniment Voisins silr la coorbè directrice l) lés courbes J èi J' 
auront des tangentes parallèles. ... ' ’ * '■ 

-Si en un point p arbitrairement pris sur la bourbe 3, je mène' la tangente-Và 
cette courbe , il existera sur J' un point p pour lequel la tangente l' é J' sera paral- 
lèle à t. ' ■ . 

droite pp'- prolongée sera la génératrice droite ou caraetMstique de la s’ur- 
fa.re développable ^ engendrée par le plan Q roulant tauigentiellement sur’ la 
surface 2 et la courbe 5. ' ■ ’ ' . • 

Or, les deux courbes J et J' sont supposées semblables et'-'sémblahlenieni 
placées, oette surface A sera donc un céne^ et son sommet sera au point r en 
lequel le plan langent mené à la surface 2 en un point quelconque p de 3 coupera 
la tangente 9 menée ed éà la rf/rertnee • - . , . 

3* Un cercie 3 cotiUanl ou variable de ragon te mouvant dçnt f espace wivtmt uiie 
loi donnée. ' . ' ' • • ' ' ' 

La 'loi du mouvement pourra être exprimée d’bne manière très-générale ainsi 
qu’il suit: - . ■ ■ ' ■ 

Concevons {jig.- 130 ) deux courbes ( et (, situées sur ube surfiiue réglée s; 
Désignons par G , G', 0 ", les génératrices droites suCcoasrves de é; • • 
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(i coupera la courbe en o-et la uourbe en ■ r--»- h» »rrt»>.V' . 
jG' C oupera la courbe { en o' «l la courbe t;.an fr';».,.. i A. -j-r 

ei_ ainsi de anile. ^ v. " j, 

no- sera donc un élément rectiligne dé la courbe f , elhà’ sera aussi un éléinent 
rcctüigoe de lu courbe {,■ 

Gonoevons une seconde surface i^lée n, coupant la première surface it suivant 
la courlte 5.. . • ' ' - 

. Désignons pur fl , H', U",..», les* génératrices droites succassires ei infiniment 
voisines de ir, , H coupant G en un point o. 11' codpanl.G' en un point o', et ainsi 
de suite. - / ■ ■ 

Mous pourrons toujours tracer sur ht surface-ic, une cou rbe telle qu'elle coupe 
les génératrices H , H', H", en.des points d, d',....w'teb que l'on ail ; > • ■ 

■ * nd=pé, o'JJ^ob ', ■- .. . ^ ' .. 

Et comme Ton suppose les deux surfaces e ete, comme étant liées l’tipeà l'àulre-, 
00 iHant uu élomeut rectiligne de la courbe sera nn élément rectiligne de 

la courbe tout oomme bb' est un élément rectiligne de lacourbeï,; çàroeto' étant 
|nr hyitoiliose des points successifs et infiniment voisins, les droites G et G', 
H et H', qui {tassent reqte etivement par ces points oot i/ seront des génératrices 
successives., les premières Sur la surface s, les secondes sur la surface it,'.'' 

* Cela posé: '* ■ • ■**' ' -i.>' . ‘‘ 

Du- fioint 0 comme centré «favec ob:='od conlme rôÿon, décrivons un cercl'e G. 
Du pointcf eotnme centre el'avec/o'A'ipa'd' comme rayon, décrivons'un cercle G'. 
Et'aiusl de siiîie.' . .. . ■ 

‘Les'ecrcles aihsi’obtenus ‘C^ C'^ C",.’!... seront des génératricti successives 
et ih'fininient voisines de fs surface £. • -. i. ■ ^ v 

Le mode de génération dé "la surihee 2 estv- comme' on le "voit , complétemcftl 
défini et de taviionlèro la plus générale. ‘ 

Rj(!nian|uons que les plans.de ceS cercles C, C'., C",...î. sont des pl.ans sueecs'- 
sifs et infininiènt voisins-;' ils se couperont donc deux è deux suivant des droites 
qui. seront aussi succesaives et infiniment voisines, et qui secouperunt dcâx ü 
lieux en des points successifs de Varéle de_ rebrousMiUenl y de'la'surfaée déve- _ 
loppable L coVelop]^ de rcs|Mcd |>areouni {Mn-Jea plans des cercles C,'C', C*,..... 
ces plans devant être considérés comnie des tnvdofipées suocessives cl'îiifinitnent 
voMines.-'* . 

Remarquons, qu’au lieu de nous 'donner , la Seconde Surface jt. et de tracer fa 
seconde courbe ]»u'r achever d’exprimor grapMquemeni la loi du ihouvemcnl du 
cercle mobile et générateur de la surface ’2, nous {lôuvions nous donner tfnc 
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coart)« y «t aMlijeil'ir le cercle oK^le C i se tfoover swieefim.TeMieBt dette chacup 
des plaDs osculateurs Y de ÿ;' le cenireo'da cercle Célenl le po«t 6o letftiel le 
plan , Y coupe la courbe et son rayon étant égal à la distance exis^t entre les 
deaz peints o et t en lesquels le plan Y coupé leroourbes { et 

Remarquons encore que lorsque l’on se sera donné la surhoo 1 par. l'un de 
ces deux modes de génération , 'en pourra toujours posser à l’autre mode. 

Cela posé: ' • • - • . ; ' . . 

■ La surfoee é engendrée par on plan 0 tangent à la fois et à la sarlaco ^ et au 
cercle C sera dans tons les cas une sor^ce développable, dont il ne sera pas 
possible de construire les génératrices droites, par les méthodes de la géométrie 
descriptive ( au momt avec ce qae nous savons quant à présent), parce que 
pour qu’une droite soit déterminée, il feut deux points à distancé finie et qu’en 
vertu du mode de génération de la surface A, nous ne ne bon naissons qu*un 
point de disque génératrice droite , c’est le point de contact du plan 0 et de la 
surface 2, qui est le même que celui de ce plan 0el de la courl^ C. ■ 

, Mais si lasurfacé i) était éootqueon ey1iDdriquo, nous pourrions toqiours la 
construire ; parce que toutes les génératrices droites de A seraient parallèles é 
une droite dont la position serait construite dans le cas où A serait, un cylhHire, 
ou passeraient toutes par un point .fixe qui serait aussi, qonstruil iucile/ncqt si A 
était un cdne. , . . .- ■ ' . . 

Cherchons donc en quel cas, ou, en' d'autres termes, cherchons quelles modi- 
fications il faut faire subir au tnode général de générâliop ^ là surface 2 peur 
que la’ surface, A soit un cèpe ou un cylindre j et d’abord supposons que la sur- 
faco'A soit un cène eu un cylindre. de révolution. ' 

Si l'enveloppe A est un Cyiindré de. révolution oq un oùne de. ré voluüoo tan- 
gent à la surface 2 suivant le cercle Cj alors on pourra concevoir une spbère S 
'tangente à la s'urface A e.t par .suite â la suWaee 2 suivant le cercle C. , 

Cette sphère S aura donc en commun avec l^surface 2, une, nuw étémenuùre 
comprise entre' deux cercles successifs. • ■ • • - . • 

La surface 2 pourra donc être considérée bomme l’enveloppe de l'espace par- 
couru par une sphère S, invariable ou variable de rayon- •' : . 

Or, deux sphères S et S', enveloppées successives, se .coupent suivant nne carae- 
' téristiqu» circulaire C dont.lèplan est perpendiculaire à l'éléni'ebt reclilignéde la 
t’ourhp 2 parcourue par le centre de' l'envelqppife sphécique et mobile. ■ 

.. PxEMiF.a CAS.. La surface ù éuau un cÿÜnàra. . ' ■ 

Ce qui précède nous démontre que si le cercle C ne change pas de rayon, -U 
sphère R ne varierapas de rayon , et .que dés lors la courbe X ne sera au(re'qua la 
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courbé ( ; et qu’il faudra dès lara , dans oe cas particulier, que les plaas oacala- 
leurs dë la courbe 7 arête de rebroasseoaênt de la surface dévebpptdde L, soient 

iKtrjnai» à la courbe i. • 

- - « 

Ce qui précède nous montre qiie la surface £ n’est autre qu’une tur/ace- 
camil. _ ‘ . t , • _ ' 

Dès lors , on peut dire qu’une surfecc-canal peut être engendrée de deux ma- 
nières différentes, ou f par une sphère mobile, de rajon constant, dontleccntre 
parcourt une courbe Ç, ou 2“'par un; cercle de rayon constant, dont le plan 
reste constamment normat à la courbe { parcourue par lé centre de ce cercle 
yinéruleur. 

Si maintenant nous faisons mumoir un plan tangent à la surface 1, le point 
de contact parcourant le cerclé C, on aura une surface développable A. ' 

sneplan'O.semeuttaugootiellement à. la spbère S,'le point de contact per- 
cuurant la caractéristique C., on aura la même surface déseloppabla A, puisque 
l'enveloppe Z et l'enveloppée S sont tangentes l’une à l'autre suivant la caractéris- 
tique C. .. 

El cônûiie le cèrcle.G est an grand cercle de la sphère S la surface A sera un 
cylindre de révolution- ayant ce cercle .C pour section droite et pour axe la tèn- 
grntelià la courbe f parcourue par le centre 0 du cercle C, cette tangente S étant 
menée à la courbe Ç pour. le point O. • : •' 

La zone éUmrnlaire qui sera commune aux detix surfaces A et Z ne sera pas la 
inènie'qucxelle qui est commune aux deux surfaces S et Z. 

, A et S sont en contact par une tone élénaentaire appartenant à ua cylindre de 
révoindon, par conséquent cette zque est comprise entre deux cercles parallèles 
et innniment yoisins C et Ç,, tandis' que Z et S sont on contact par One 
iUmentaire eomprlse, entre dcuxxercles inliniment.vDisios.G .et C' dont les plans 
se coupent suivant une génératrice droite de la surÊiceL. ' 

Mais, il n'y a rien là - qui doive étonner, car en y féllèebissaiit on voit de suite 
qoeoe&deux iodes éèèmedttûes nesoiu en aueuae maniéée liées^funeà l’autre 
géonaè(f'iqueineiit,caron'Depaseepaseion ne peuCpesser del'uaeà l’autre.deoes 
sones- élémentaires*, en vertu d’une corréistion 'géométrique , . puisque la zone 
( G, C'} existe en vertu de la |oi du mon,vement de la sphère S, qui détermine 
cette envelofipée S è'décrire l’enveloppe Z; et que la iono( C ,- G, ) existe en vertu 
de la loi de inouvement du plan d-qui détermine cette enveloppée 0 À décTire 
redveloppe ,_A ; et4]0e les deux lois de mouvement wnt indépendantes l'une de 
l'autre. ■' . 
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•Venons maiRteitanlau cas où les oerclesC, C', successifs «t infiniment 

voisins ont des rayons différents, les plans de ces cercles étant normaux à l.i 
courbe ;l icu de leurs centres . 

Nous avons déjà dit que deux sphères de rayons différents se coupent suivant 
un petit cercle et que cela a lieu que les ccntrçsde ces sphères soient à distance 
linie ou infiniment petite l'un do. l'autre, et que, de plus, le plan du^^ccrcle d’in- 
tcrScction est perpendiculaire à fa ligne droite qui unit les centres dos 'deux 
sphères. ' . . . ■ 

Cela |K>sé : ' ' ' ' • . 

Si la surface A est un cène de révofution tangent à la surface 2 suivant un cercle 
C, on pourra toujours construire une sphère" S , tangente au cône A suiv.ant le 
cercle C et dont le centre sera sUr j'axe A "de ce cône A, cet axe A jtassant par le 
centnî^o du cercle Cet éta'nt perpendiculaire au plan dcoe cercle. ' ' , . , 

fit .si le plan du cercle C est perpendiculaire à la courbe Ç.pahcouruc par son 
centre o, on voit de suite que l'axe A ne sera antre que la tangente 9 menée à la 
courbe 5 au point O. .. • • ,> 

On voit aussi .que dans oe cas la courbe X, lieu des centres des sphères S, est une 
courhe différente de . . 

. fia sphère S étant tangente au cône A suivant le ceecle G et Je, cône A étant 
aussi supposé tangept à la surface 2 suivant le cercle C , les deux surfaces S et*2 

seront tangentes l’uneà l’autre suivant le cercle G. , . . 

•Si l’on suppose maintenant que la sphère S se n>eul en variant de rayon suivant 
une loi telle qü’elle engendre (cette sphère S) comme surface enveloppe le cône A , 

le centré de tette sphère S décrira' l’axe du. cône A ou. In droîte‘8. ■ .t 

La droites doit doiic être laùgente à la couubè X parcourue par le centre de la 
spiièrc passant en diverses positions S, S', telles que dcux 'posrtiôns soc- 

cessivt» se coupent suivant, oit cerclé dont le plan sera perpendiculaire à la courlieï: 
^ er. la sphère en se mouvant ainsi décrira l'enveloppe 2i ‘ 

, " On voit donc que lorsque ia surface 2 est. engendrée par unuerclc C dont le 
, 'Tayon, varié .suivant uite certaine loi., oette surface £. aura un cône A pont miÿ'iJee 
eiweb^ de son plan tangent, ee plan tangent roulant sur leecrcle C, lorsque lés 
plans des cercles suoeewifs C, C', C",.»... éeront normaux à (a oourbe « , lieu de 
leÿrs oentres: .■ ' . ' .j • 

- fit que dans ce cas la surface 2 pourra éonaidérée oomme engendrée d’une 
seconde manière, savoir : par une sphère mobile , varialile' de raydp'ct dont le 
centre parcourra une courbe X ayant successivement pour tangentes le» tangentes 
de la courbe fi ' • ■ - ... 
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Lortqu’en géométrie descriptiyc on voudra écrire la loi suivant latjueire varie 
le rayon du cercle générateur C, on se donnera une courbe qui devra être par- 
courue par un point de ce cercle C. ‘ . ' ■ 

Ainsi, pour écrire graphiquement la surface ï. dans les deux cas, on procédera 
de la manière suivante : ' ' 

Preuieb cas. Le cercle générateur ayant un rayon cmalant. ' 

S'étant donné les projections de la courbe lieu des diverses positions que 
doit'péendre dans l'espace le centre du cercle générateur , on construira la courbe- 
f , arête de rebroussement de la surface eiwloppe.L des divers plans -norinaux 
de la courbe et on tracera dans chacun de ces plans normaux un cercle avec le 
même rayon R. , . ... • • 

Deuxième CAS. Le cercle générateur ayant un' rayon variable. • 

S’étant' donné les projections de la courbe X, lieu des'divcrses positions du 
centre du cercle générateur, on construira la oourlic y, arête de rebroussement 
de la surface L enveloppe des divers plans normaux de la courbé £. 

On se donnera une' courbe arbitraire n, on déterminera le point n enle<|uel 
cette courbe fi'cst coupée par chacun des plans normaux N, et du point o en lequel 
cbaque plan IN coupeia courbe pris pour centre, oa' décrira dans chacun de ces 
plaas IN , et avec le rayon on , un cercle. • ■ ' • 

Nous donnerons à la surface 2 dans le premier cas le nom de«Hr^re-cano/ à 
section normàle constante , et dans lé deuxième cas le nom de surface-eaml à section 
normate variable. > ' . 

'Parmi (es surfaces des' canaux', on doit remarquer celles pour lesquelles la courbe 
î est une droite. 

Dans le cas où la llgnc^ est une droite, la surface-canal est évidemment une 
surface dé révolution et comme la Courba p est une courbe quelconque lés 
sections normales sont variable; r ~ ■ ■' 

Ainsi, toutes tes surfaces do révotution’ pêuvehl être considérées comme des 
surfaces des canaux à 'sections normales variables. 

"Les pnrafféf» d'une surfaces 2 oonstdérée oomn?e surface de révolution ne' 
seront autres qne .les corociêrirdTaes de cette surface 2 , lorsqu’on là considérera 
comme étant une surface-canal. 

La couébe mériéietiiié plane ou'U coùrbe génératrice i double courbure con- 
sidérée comme-engendrant la surface 2 'dans le premier mode, celui où l'on con- 
sidéré cette surface 2- oontrae étant do révolutioD , -ne sera autre que la courbe p 
indiquéer dans 'le deuxième mode; savoir-; celui où l’on considère celte -même 
surface 2 comme étant uiic surface-canal. ' ■ - . 
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Si la courbe ^-ost auui une droite , on aura la aurfoce-canai la plus simple. 

Or, la droite fT peut prendre trois positions par rapport à.la droite $. . . 

t' Les droites fl et Ç peuvent être parallèles. '• • . • 

Dans ce casJa surface-canal Zest uncylindre de révolution. i 

2“ Les droites fi et 5 peuvent sc coujver. t’ - 

Dans ce cas la surface-canal Z est un cOoe de révolution. . 

3° Les droites fi et ( peuvent ne pas être, situéeadans le même plan. 

Dans ce cas la surface-canal Z est un iijpërboloidé à une nappe eide révolution, 
t)ans le premier cas le cylindre est une surface-canal à sections normales con- 
stantes.- ' 

Dans lesdeux autres cas, le cône, et rbyperboloîdc sont des surfaces des. canaux 
à sections normales variables. , ^ ' , '' ' ■ 

XXII. - Supposons maintenant .que la surface A soit no' oône ou un cylindre 
non de révolution. . ‘ 

Toute surface du deuxième d^ré jouit de la propriété d’être touebée suivant 
une courbe plane par un côim qui lui est tangent quelle que soit la position dans 
l'espace du sonsinet de ce oôue enveloppe. ■ 

Lorsque le cône devient un cylindre, la courbe- de contact - est une ..courbe 
diamétrale de la surface du second degré. ' • . . « 

L'ellipsoide<à trois axes inégaux, le paraboloïde elliptiques et lesdeux liyper- 
boloides à une nappe ou à deux nap|)es et ayanu cltaeun trois axes inéga ux ( sont 
tes surfâtes du second degré qui jouissent de la propriété de pouvoir être eeupées 
]tar un plan suivant des Sections circulaires , ainsi que le «ôôe du second degré 
et le cylindre elliptique. . • • . ‘ . . 

On voit donc de suite que Ja surface Z devant être engendrée pbr nn cercle C, 
pour que la surface enveloppe A de son plan tangent 0 (ce plan roulant, sur' le 
cercle G)- soit un cône, il faudra que l’on puisse construire Une surfime du 
rlenxièmç degré Ë tangente à ta suViace Z tout le long dû oerde C , ce cercle C 
étant One section circulaire de la surface E. ' .... • 

‘ ' Il faudradoneque la surface Z-puiaseètr&renvelbppe d'une surfaoe du second 
degré E, Se mouvant dans l’espaoe de telle manière que ses positions sucçsAives 

et inCnlmeni voisines E, E' E", se coupent deux à deux et successivement 

suivant des cercles C , G', C",..... et en généralisant ce qui précède, OKpeut diro 
que toutes les fois qu’une surface Z engendrée par une section conique G, sera 
reconnue pouvoir être engendrée, par une surface dû second degré E, 'telle que 
lès caraciérisiiqties de la surlaoc Z soient plancs> J’on pourra toujours, avoir -yiour 
la surface A une surface conique. . . ; - . - 
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Ou , ea d'aiUKS termes, il iWudra pour que la surine A soit un cAne que la 
section conique C ginératricede la surface 2, nesoitautre qu’une caractéruiique , 
lorsqu'on considère U surface 1 comme surface enveloppe d’une surface, enve- 
/oppee E du second degré. ^ ■ 

' : De l'osaAititm det covrbet et de* surface*. ' 

XXIII, Lorsque deux courbes ont un élément rectiligne commun, nous dirons 
. qu’elles ont entre elles un contactdu premier ordre. ■ ? 

' Deux courbes qui anten onpoinl, un contact du premierordre, onten ce point 
même tangente et même plan normal. 

Lorsque deux courbes ont deux éléments rectilignes et snceessifa en commun,- 
nous dirons qu’elles ont entre elles un contact du deotiéme ordre. ' 

Deux courbes qui ont en un point un contact du deuxième ordre , ont en ce . 
point même cercle osculrteur , même rayon dê courbure, même pian oscuiateur. 

Lorsque deux courbes ont 3, 4 , 0 , n éléments rectilignes et successifs com- 
muns, nous dirons qu’elles ont entre dlea un contact du S*, 4*, 5% #•,...»'** ordre. 

Noua nous servirons de l’expression d’o*culatbm toutes les fois quedeux courbes 
auront un contact d'un ordre supérieur au contaet du premier ordre. 

Les courbes seront dites dans ce cas , oteuUHrke* (’une i l’autre. - . 

Deux surfaces en contact par un point, auront en ce point un contact du pre- 
mier ordre, si en menant pair ce point un plao sécant arbitraire, les deux courbes 
interaections deasurleces par ce plan n'odt qu'un contact du premier ordre; et si 
cela a lieu pour tous les plans sécants. - 

Les deux surfaces ont même plan- tangent et même normale pour le point où 
elles ont un contaçt'd'ii premier-ordre. .• '■ ’ • ' 

• Doux surfaces «n contact par un point auront tout autour de ce point un contact 
du deuxième ordre , sien menant par ce point un plan sécant arbitraire les deux 
courbes intersections des surihees par ce plan ont un contactdu deuxième Ordre; 
et si cela a lieu pour tous les plans sécants. . , 

Il en sera do même pour les contacts du 3*, 4*,..... n**** ordre tout autour d’un 
point (le tangence.. . ' •• 

Nous dirons que deux surfaces sont o*culatrice* l’une à l’autre en un point, 
lorsqu'elles auront en ce point nn liontact d’un ordre supérieur 'au contact du 
premierordre. r 

Deux surfaces seront en contact tout lé long d’une courbe, si menant par un 
point arbitraire delà courbe, un plan sécant aussi arbitraire, lés (leux courbes de 
section ont un contact du premier .ordre; 
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• Deux surfaces en contaci par une, courbe, ont. même surface développable 
laiigente tout le long (le celle courbe de coniact. • >. . . . 

Iteuxsurfacesauront un contact dua’.y,--- n'*“'ûrdrctoutle long d’une courbe, 
lorsque menant par uo point arbitraire de cette courbe un plan arbitraire, les 

deux courbes de section auront entre elles un contact du 2', 3*, «“■" ordre. 

Nous dirons que deux surfaces sont osculatrica j'une à l’aiitrc tout le long d'uOe 
courbe , lorsqu’en chacun de„s points decÆtte courbe, elles auront un contact d’un 
ordre, supérieur au contact du premier ordre. - 

Cela posé : . . . . • , . . > 

Toutes les fois qu’en géométrie descriptive nousaurousarésoudredes problèmes 
de contact du premier ordre, nous n’aurons à considérer (|ue des- ilémeni* recti- 
lir/net, . > i • 

Mais toutes les fois que nous aurons à résoudre des jiroblémes de contacl du 
deuxième ordre , nous aurons à. considérer des élémenit curvitigaes,. . . . 

Lurs(iuc nous considérerons qn élément rectiligne, nous pourrons employer dans 
nos constructions, la droite prolongement de cet élément ou, en d'autres termes , 
la tmgente à la courbe ou à la surface à laquelle, l'élément rectiligne coqsidéio 
appartient. . ' , , • ■ 

. Lorsque nous considérerons., un élément curviligne , nous pourrons, employer 
dans nos constructions, le cercle prolongetnent de cet élément où, en d'autres 
tormes, le cercle OKulateur à 1a courbe à laquelle rélémeut curviligne' considéré 
apiMclicnt. . . . . v . .> 

Deux lignet courbes ou droites, une ligne et une iur/iirese coupent en un point. 
Deux lignet courbes ou droites une ligne cl une twrface peuvent être en contact 
l>aé un point, mais ce point-n’;i pas la même jutturé gc-oméirique que le point 
d’intersection. Le point de contact de deux* ligués est un élément rectiligne. 

Deux surfdcci^ peuTeni être en wniacl par un point , niais ce point, n'a pas la 
même nature géométrique que le pmnt d’idtorsuotiuii t nique le poiut de contact 
de deux lignes. .Le point de contact de deux surfaces («t une facette élémentaire 
de la surface. 

De là.,, la nécessité de cousidérer tro'is espèces de points : ‘ • , 

Le point d'intersection donné |>ar une sé^canlc (jui sera dit : point. ' .. 
Le point de contact d'une tangente qui sera dit ;psin(-bÿne. .... 

' Le point de. contact d’un plan tangent qui sera, dit r point-pItM. 

Toutes les fois que nous aurons en géométrie descriptive à considérer un point, 
nous pourrons employer deux lignes sè coupant en ce poiqt^ . ’ •■ . , 

Toutes les fois que l'on aura à considérer un. pquit-ftync, .nogs. pourrons eut- 
|doyer deux Itynrr tangentes fune à l'autre en ce point. • . 
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Tonte* ie* fois que l’on aura à consTdérer un poimt-fltm , nous pourrons ein- 
plojer deux in^^ores tangentes rûne à l’autre en cé point. ' 

Et ainsi lorsque sur une oolirbeon aura i considérer on point-tigne , pour la 
solution d'un problème , on pourra remplacer pour oe point particulier la courbe 
par sa tangente. . - ’ 

Et ainsi lorsque sur une surface on aura à considérer un pmni-gttm pour la 
solution d'un problème ^ on jiourra remplacer pour oe point particulier la surface 
par son plan langent.. . . 

Par la même raison lorsqu’il faudra en un point (Tune courbe considérer un 
élément curviligne de cette courbe, on pourra remplacer la courbe par son cercle 
osoulaleur en ce point. ' ' • 

Par la même raison encore, lorsqu’il s’agira de considérer la courbe de contact 
de (leur sbi'bces,«u pourra remplacer cea deux surfaces par la aurface dévelop- 
pable qui leur est tangente à l’nne et à l’autre et tout le long de cette courlic de 
contact» .. 

Et l’on ost ainsi conduit à ' concevoir que lorsqu’éntre deux courbes ou deux . 
surfaees, H-s’agua de conlaot d’un ordre supérieur, du ordre par exemple , on 
devra rcuiplaccr ces 'courbes ou ces surfaces par les courbes oq les surfaces les 
plus' simples que l’on paisse eonnaitre et qui jouissent de la propriété dè pouvoir, 
avoir entre elles on contact du mémirordre , c’est-à-dire du ordre. 

O'apréscft.qui précède cherchons , quelle est là surface la plus simple qui aura 
un contact' du deuxième ordre avec une turface-canal tout le long d’une earoslè- 
ristÂTur dc'celte suriàcê-èsnal. • ' •‘.'.v ^ ‘ . 


. PacmttK'CA». Smface â ifclwgt normalerconslante».' ' ’ . ' ' 

• Le cercle G do rayort' R se meut dans l’espebe , son centre o . parcourant une 
courbe 4et son plan étant uoruml à- la coarbo-ou dirretriée ^. 

■•Considérons trois points successifs et ibfinin^nl voisins' oV o‘, s*" de la 
courbe ^ 

Nous aurons trois caraciérutiquea successives C , C', C" de la suriace-canah2. 
Par C et C' passe la sphère S; ' -- ■ 

Piir C' él C'' passe la sphère S'. ’ ’ ' 

Et les deux sphères S eC 8*' sont detix imvetûppéet successives de la surface «i*e- 
hppe 2. ‘ ' ■ ' •■’ ' •' 

T.a sphère S est tangente à la surface £ tout le long de la courbe C , c’est-à-dire 
que si l’on fait mouvoirle |Üan€Hangenliellement à la surfecè 2 le long de C, on aura 
un cylindre de révolution A qui sera tangent à la foisà la sucfacc 2cl à la'sphèreS. 
La xonc élémentaire de cont&ctdes Surfaces^ éfS, Aet>2, nesera parcompri'sc 
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entre G«( C', Undû que ia lone étémeotaire <ie conUct lies sur&ôes £etS esi 
comprise entre C et C'. ' " ••• ■ " . 

' S toacfae Z tout le. long de la courbe C et ooupe Z iooi le long de la courbe G' ; 
c’eet pour œia qu'il' n’y a qii’un contact du premier ordre enb« S et X tout le 
long de la zone élémentaire (G, G'). 

Lapian de la earactérntiqoe Ç sera perpendiculaire én o au premier élément 
rectiligne oo',1® P*®" de C* sera perpendiculaire 'en V ausccond élément rectiligne 
o'o" et te plan_ C" sera perpendiculaire en. o” à un troisième élément rectiligne 
o"ô"^ de la courbe 5 . , ^ g. ' .,•••. ' 

Cela posé : • 

Concevons le cerde 4 oeculaleur de la courbe Ü, le cercle é (lassera par les t^s 
points O, 0 ', o", et il aura pour éléments rectilignes sdccessif^ 00 ' et o'o', mais 
le- troisième élément rectilignco"o"*dc la courbe Ç n'appartiendra pas à ce cercle'^. 

.Pour lepomt curviligne ooV'de la courbe ^,,bous pourrons remplacer cette 
coiirbe par son cercle osculâteur â. ’ " , ' 

' Et la surface'Canal Qqui aura 3 pour directrice^ et potic coracntriuiqMe le cercle 
C du rayon H, auraeb commun avec la surface 2, les. cercles G et Ç't mais sera 
non-seulement tangente à 2 tout le long dû C, mais encore tout le long de C'; 
elle aura donc un contact du seoond grdrc avec la surface 2 tout le long do la':t®i>® 
élémentaire ( C , C' ). ' 

Ainsi la surface laplussimple qui puisse avoir, un.eeutaetdu second ordre tout 
le long d'une caractéristique. d'une surfaccrcanali sections normales constantes,- 
est un tare qui est la plus simple surfsoe-eanal i eeetums normales oonslantes que 
l'on puisse imaginer ■ .; ■ v: . 


Deuxiëiie CAS. StufKKanatAift^t marmatn-variabUs. , . 

Nous pourrons couper la surface 2 par le plan du 'cercle oscniateur 3 , et nous 
aurons une courbe ' ■ ''•■■■, ■ r.'v.;. .•••■ / 

Los trois caractéristiques successives G, C',- C" donties centres 0 , o" appar- 
tiennent à la fois à la courbe £'ét à son cercle osculataur 3; eou|>ero.nt la courbe 
fi, en trois points p,j>, p", qui' seront des points- suceessils et infiniméiU. voisins 
de cette courbe fl, puisque^, o',o", sont des points successifs et inGnimcnt voisins 
de la courbe L . . . . ..... • 

Dès lors , les trois points p, p', p". sppariiendrooi .uu cerole K oaeulateur de la. 
courbe fl,. ; ■ 

La surface osculatric^ du deuxième ordre tout le loagdefa oaractérîstique G à 
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la sorGMM oan^ £, mm «toac liM «urlbp*<aital à aeotOQS oormalw variablM M «lu 
même yenro, par oQDSéqocnt, que lasurik» proposée^. . ^ 

C^lte surface simple aura le cercle j pour directrice et le cercle K exprimera 
graphiquement 4a lui guivaqi laquelle «loiveat varier les rajfona des avattérii- 
ittfuee eircuiaire* C, . 

Thdoréme giménd reiatif tuix cotirie» et lurjiaoet aifont mu . 
otculatian entre e/tel. ^ 


\XIV. De ce qui précède oq peutuoaclurerigoureusenicBl, 

_Que si i’oQ transforme deux courbes où deux surfaces ayant un contact du'n'*** 
ordre en deux autres courbes ou deux autres surfaces, la transformation s’opérant 
par le tnéme mpdé pour |ee deux courbes ou les deux surfaces, les courbes ou leS 
surfaces transformées auront comme lés courbes ou les surfaces primitives un 
contact du U***” ordre. 


Remarque» tttr ta théorie précédente, dé» infiniment petits ' 
. en géométrie descriptive. 


XXV.' tes divers auteurs qui depuis tfONUE ont écrit des traités de géométrie 
descriptive , ont tous donné des démonstrations inexactes lorscju'ils ont voulu 
recourir a l'em^üi des influimeat petits. >v ‘ * ' 

Cela tient à ce qu’Us ont cru -pouvoir transporter dans br géométrie deterip^pe pu 
la langue graphique, les inBaiment petits tels qu'on les conçoit 'en ou 
dans la tangue algébrique.. .r.' ^ v .^. 

...Ainsi ils emploient IQW cetle MpreiaioD, gn po*»aM <i ta ftmitr,. expression 
dont la yaleor.esi parfaitement définie en analyse, mais, qui n’a aucun sens en 
géométrie deacriptive. ■ .• .• 

En passant àtalûmte t disenbôls , deux pointa situés i distance finie se super^ 
posent eLune sécante devient une tangente et un plan sécant devient un plan 
tangent,etç. Tontes cfioses géométriques qui- n’ont point été démontrées et qui. 
ne sont énoncées que par aoalogieavee ce qui suhiten niKifyM!.. • 

Mais loi^u’en aaofyse , on dit que l'en passe à |a limite, où ..voit comoaeot 
on arrive à 4a limite; .-H y a des théorèmes à ce sujet qui. vous servent de guides 
et qui servent à - vous redresaer si vous ne vous contarmex pas à leurs pm- 
cripiions: ‘ ... • -r-'. • . • ' 

ie vais- parmi plusieurs inexactitudes en . choisir trois, ^ qui serviront à faire 
ap|>flèeier l'errèur des géomètres qui inuaportnaLpar irréfle.xiondansla géométrie 
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(iwcripttve le* idées que . lion peut écrire en cmalÿte ou ia^ue aigébri^,, ad ‘ 
sujet des inOniment petits. ' . . . 

1* Üémoiutraüondé la projtriété dont jouit le pUmtctugomt eu m pebtt '(fwte turfixe, 
savoir, de vtmtenir les tangent à toutes les courbes qtii tracées sur la 'surfau te croitefU 
en cepoiM. ! 

.Ou dit : étant donnée une surface 2 on peut la concevoir engendrée pat une 
courbe C se mouvant suivant une certaine loi. 

Ooncevo.ns deux positions à distance finie, C et C,, de cette courbe génératrice. 

Prenons un point m sur C, et par ce point faisons passer (leux courbes arbi- 
traires ïet t'. Les courbes ï et J' couperont respêctivémenl la coiirbe Ç. aux points 

.. . , ■ ^ . *. y - * ! .. 

Les trcüs points m, jf' formeront un triangle, _ t , 

Ijorsque la courbe C, se mouvra dans l'espace pour reprendre ht position C., 
les points 1 / et y' se mouvront respi^ctivement sur les coutbeS $ et et enfin 
à la limite, les points y et y' se Superposeront sur le point m, et dés lors à la_ 
limite, les sécantes my et mp’ deviendront les tangentes respectives en m.des 
(tourbes i et Et comme enfin ,1a courbe C, en venant prendre là ^silion de la 
(murbe C, les deux poiiits' y et y' se rapprochent l'un de l'autre pour se con- 
fondre avec lé point m,. lorsque les deux courbes C, et C se confbodent ,'on peut 
dire qu'à la liaiite la sécante yy' devient la tangente en m à la oourbe 

Et dès lors, les trois^intsm, y, y'.se confondaBtaveclepciDt ra, onpent dire : 
à la limite, les trois tangentes eu m aux courbes C , i .et ^ sOnldans un même plan. 

Mais n'esl-il pas .évident que l'on présuppose ce que l'on voqlail d^ontrer? . 

N'esL-il pas évident que si l'on considère trois courbes V' tracées sur la 
surface ! et se croisaal au point m' situésur la position primitive de In généra- 
trice C, ces trois courbes coupant respectivement la' position à distance finie Ç, 
de la génératrice C de la surface 2. en les points-ÿ , y\ y", les sécantes my , my, my" 
ne -seront pas situées .dans un même plan?. Et dés lors, qui noos démontre qu'^ 
ladmite, ces trois sécantes devenant les tangentes au point m aux trois courbes 
ces Irais lan^nies seront dans un même plan? ' ^ 

•Parle mode de démonstration employé et adopté, on fait un ceivde vicieux 
car il est évident que l'on présuppose préeisémonl Ce que Ton . veut démontrer. - 

Et en effel, ne pouvons-nous pas supposer (piepourle point m la surface 2 est 
constituée de teHe manière que les tangmitis aux diverses courbes 
qui tracées sur cette sprface 2 sc croisent au point m ,. ne sont point situées dans 
un même plan > et cependant en appliquant i'ce cae lémode de démonstration 
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prMd«m,' on-Mtivmt' à dÉmoDtrtt- qgetootes ces tangentes , sont dnts un 
même plan. . » • “ / 

Hais , jtira-fKm , dans le cas. j^rtioalier que tous concevez le point m est un 
point singulier de là sarflwe^ïv il est ê eette snrîlice £ ce qu’est le sontmei par 
rapport à la surface conique ; c’est un point pour -lequel la surface a une mfinilé 
(le plans tangents... ' • . 

Et qui nous dit quelos poioud'unesurfece ne sont pas tous dans lo même cas 7 
Ce ne peut être le mode de démonstration précédent, car précisément il con- 
duit à œnsidérer le point de contact d’un plan tangent et d’une. sqriàca? comme 
étant un point maütématigue {ou unp«Ri-point coinmeje l’ai défini précédemment), 
ce qui est précisément* la nature géométrique du point (Tone surface lorsqu’il 
est tel que plusieurs plans tangents peuvent être menés pdr ce .point à la 
surface. . 

Il nous semble que le mode de démoustraiion que' nous avons donné de ce 
théorème important est à l’abri de touje obiection, car il est fondé sur une loi 
de géiiéraiion des surfaces, qui permet de reoonnsdlre sHepqint m considéré sur 
la surface £ est un point singulier ou non. . * 

Et et) elTei, le plan qui passe par la tangente én m é la courbe C , prenant 
diveraes positions dans l’espace, coqpera la surface X suivant des courbes C, , 

G., C qui seront telles que leurs branches se croiseront, au point m, ou 

qu’une seule branche passera pêr le point m , et on ne peut évidemment admettre 
que oeè deux hypothèses, en supposant que par le point m ne passe qu’une nd|9pe 
de la euHace Y * ' • 

Dans le premier cas, il y aura évidemment une surlàcé conique., formée par 
les tangentes en m aux divénés côùrbes G,-, G,, G, et dont le sommet Sera le 
point m. . . ■■ ^ ■ , . ■ 

Dans le deuxième cas ^ oetteauiface. conique ne sera autre qu’un plan auquel 
on donne W nom de plan twtpsur, - . ' 

3* Deux génératricet iucceuwei el û^itifétu vâeinèt <tm tpfperM<S4e 'à mi nappe 
etderieMtavmneHeowpmtpae,.' • *' . 

.Sur le cercle de gorge C d'un hyperboloMe de révolution , prenons deux points 
m et m' è distanée finie l’un de l’autre ,,éten chacun d’e.ux menons les tangentes 6 
en m e( e' en m' au cercle de gorge. " . * 

.La génératrice G passant psr le'point.m et' là génératrice 'G' passant p'ar’le 
point m' (ces deux gënératri^ appartenant au .même système) se projette- 
ront sur le plan du omie'de gorge et respectivement suivant les droites' 9 
eta'.- - ^ ■ ■ • ' ■■ = • ■ 
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• Us plans passani par G«t 6 et»' seront perpendieelaiies au ptanitooerde 
dégorge C. 

Us dau* tangentes 8 et 8' se couperont en un point 9 et les deiix plans (C, 6) 
et (G', 8') se couperont suiranl une droits Q se projotaot sur le plan du cercle G 
en le poinl 9, puisque cotte dsoiù» Q est perpendiculaire au plan du cercle G. • ’ 
La droite Q coupera Ht génératrice G en un poinl y ot la génératrice G' en.un 
peinty. ' ■ - '■■■' -■ 

Cela posé; ■ ■ - 

Si l’on suppose que le point m' se'rtpprochc du poinl m , quelque près que 
l’on suppose le point m' du point m , les deux points y et ‘^ seront toujours , l’un 
au-dessus et l’antre aù-dessous du plan du cercle de’ gorge G , et les projections 6 
'et 8* des droites G et G' ne se confondront point f quelque rapprochés que l’on 
suppose lcs points m etm'; et quelque rapprochés que l’on suppose les points m 
et m', le point q sert toujours hors du cercle G dès lors , les -deux droites G et 
G' ne SC rencontreront point ,*q«elqu®>’»P["‘oc'>é8 que soient les pointsmetm', 
donc deux génératrices successives ne se coupent pas. " 

Par cc mode de démonstration , on considère deux génératrioea que l’on dit 


ètreSuccessives et qui ne le sont point. ■ 

El en effet, si tious concevons que ladroite G , en se mouvant dans l’espace pour 
décrire l’hyperboloide , passe en les positions successives G , G’, G''; on 

prend pour génératrices soccessives Get G", et non G et G'. ’ • . 

"Or; 'dans les surfaces réglées ( soit gauches , soit développables), la première 
et la troisième génératrices successives ne se coupent pas; tandis que la première 
et la deuxième génératrices successives se coupent pour la surface développable 
et ne se coupent pas pour la «îirlacc gauche. ■; ' ' ■. . ' ' 

Ainsi, par le mode de démonstration employé, on ne démontre rien. 

La démonstration rigoureuse' est , i cc que je crois, la suivante ? ' " 

Concevons sur le cercle dc gorge G les points successifs cl infiniment voisins 
m, m, ni", par chacun de ces points passera nne génératrice droite de 

la surface hyperboloMe. *- • . ' . 

On aura donc les génératrices successives'ct infiniment voisines G, G', G", G"',..i 

éléments rectilignes mm‘î «l'm", dn cercle C éiânt prolongés 

seront respetivement les projeclions , .sur le plan de cé ■cercle de gorge G; des 
' lii-oites G , G*, G", 


I>es plans (G, nu»»') et (G', m'tn") sê coiiperonl suivant une dcoile Q, iaquelle 
co'uiicra G en un poinl y et C' en u« point qui ne seira autre que'in'. 

• . El le point ÿ qc se superposera avec le point m qu’autant que l'angle « que^ 
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G ou G' bit avec le plan du cercle C sera nul. Lorsque l’angle a sera droit les 
droites Qct G'secoCfündront; dés lors G- et 6' seront parallèles, et dés lors la 
droite Q et aussi la droite G' coupei-ont toutes les deux la droite G à l’inlinU 
Ainsi, tant que l'angle a n’est pas nul ou droit, les deux génératrices succes' 
sives et inlininient voisines G jet G' ne se coupent pas et la surface est gauche. 

Lorsque l’angle a est nul , la suriace n’est autre que le plan du cercle C , 
c’est-è-dire une surface déveJoppablè. 

Lorsque l’angle « est droit,' la surface' est un cylindre, et ainsi elle est euoore 
une surface développatde. * • 

3* Conttruire le point culmimwl de ta courbe- intersection d’an plan et d’une surface 
définie par des secdons horiioniales-, ,î ' ’ 

Étant donnée une surface ou'uu terrain 2. pat les projections sur le plan liorî- 
zontal d’unè suite de sections horizontales équidistantes et un plan P parVson~ 
écrite dé pente., ayant déterminé les points do la courbe C, section de la surface 
par to plan R, il arriveque la courbe de section .C se prolon^ entre deux courbes 
horizontales 3 et J' de la surface on demande de déterminer le point p de la 
courbe d compris cnlre'les courbes de niveau 3 et ^ êt pour lequel la tangente 9 
est horizontale et se projette suivant une droite perpendiculaiiv) i Ja projection E 
de la ligne de plus grande pente du plan P. 

Le problème ainsi énoncé , on dit ; ’“ 

Si jesdeux courbes 3 et ^ étaient infim'ment voisines, on pourrait toujours 
leur meuLT une droite qui , perpendiculaire à l’une des courbes ) et parallèle à E, 
.serait sensiblement perpendiculaire à l’autre courlto'd'. * 

Nous cherchons donc é mener à j et 3' quoique ces courbes soient situées 1) 
dis^nce finie l'une de l’autre, mais en les supposant , toutefois, assez 'rappro- 
chées , une droite N normale eu même temps é l’une'el è ,1’auti'e de oes courbes 
3 été' et parallèle à Ë. - 

N coupera éau poin't m et 3' aupoint m'. . .• '• 

Les tangentes t et f menées respecliveiaehtau;i points m et in pour les courbes 
3 et, if, seront jiarallélcs eptrc.elles et perpendiculaires é £. s'-- ' ^ 

Nous pourrons donc chercher i’inlersçcUou.du plan P oc du plan {t, i'), ses 
deux plans se couperont suivant une droite 9 qui sera la tangente demandée, 
laquelle coujiera la droite G qui unit les points m et m* en un |W>int o qui sera le 
point culminant de la courbe C. .> . ■ ' . * 

Elx^miiions celte démonstration': ‘ ' 

' l" Etant données sur un plan deux courbes 3 et 9' et une droite E, quelque 
rapprochées .qu’on suppose les courbes, on ne pourra pas leur mener une normale 
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coBnuuoe parallèle à la droite E qu^o <^e soit Ja dtreetion de cotte droile E. 
■Et en elfet : ' ' ' ' ' ‘ 

Concevons deux cercles D et D'j on ne pourra leur mener une normale xom- 
raune qn 'autant qu’elle passera par les centres o eto', et cela aura Neu que les 
centres soient â distance finie ou infiniment petite.', ■ 

On dK bien lenMlemeni perpendiculaire à l’une et à l’autre des courbeè^’ mais 
en géométrie on ne peut admettre des approximations de ce genre ; tqote approxi- 
mation doit être .soumise à une loi géortiétrique et ne doit •violer aucune loi géo- 
métrique. • • ’ 

Ainsi , romtnç exempte, on petit construire une suite de tangentes à une courbe 
de l’espaee et projeter ces tangentes sur un pkii , et dire les tangentes de l’espace 
sont à distance finie les. unes des autres et ne se coupent point deux à deux., ce 
qui aorait lieu si elles' étaient successives et infiniment voisines, on np peut donc 
rigoureutemeni construire un polygone fini et enveloppé de la courbe do l'espace^ 
mais comme les projections des tangentes se 'conpent dciix à deux et donnent 
un -polygone ■ fini, enveloppe de la projection de lâ courpe, 'en construisant 
une oourbe tangente à ce polygone , oiT aura approximativement la pixyectioh 
(te 1.1 courbe de l'espace. ' - ■ , ' 

L’erreur commise dans la démonstration vient de ce que , êb considérant deux 
courbes de niveau , on aurait dd considérer une trajectoire co'upantces courûtes 
et les* coupant à angle droit. - 

Lorsque les deux courbes de niveau sont iofininlenl voisines, c’est l'élémeol 
curviligne de la trajectoire, on, en d'autres termes, c'est le cercle osculateur de 
cette .trajectoire que coupent rectanguJairement ces deux courbes de' niveau 
succéssivos et non ['élément reailigne dé Cette Uajeetoire.' 

.3* En examinant dé plus près la démonstration on voit que l’on a voulu rem- 
pleeer la zone de surface 2: un du terrain'qui est comprise entre les deux cqurbos de 
niveau jet '3' par One surface ÿeom^triÿue gauche. ' ' 

Mais trois conditions suffisent pour déterminer le mouvement d'une droile. On 
ne peut donc dire : rempla^ns la zobcdii terrain par une zone de surface réglée 
toile qVcllc soit engendrée par une droite s’appuyant sûr les courbes 3 et S* et 
reslanlpendaptson'mouveraent normale à 3 et normale aussi à 3' ; car on se' don- 
nerait quatre' condition*. ' ' - ' ' . ’ , - ] T 'r 

La solution du problème doit être donnée ainsi qu'il suit ; ' .''' 

Faisons rouler sur les courbes 3 et 3' un plan Q, ce plan engendrait une surfait 
développable i|i; c’est la^zon'e de 'la -surface <{( comprise ohtre Im courbes de 
niveau 3 pt 3' que l'on substilnera à la'zone du la surface < ' ■ • ' 
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•«'OMMéqm <1^ lors deuxtlrQiles < eiY ungentes.aux. courbe* el parallè- 
lement à l'échelle de pente B et tangentes i j et ^ aux pointa m et m'r 
Le plan O passant par i et i' coupera le plan P suivant la droite S .berixontalc 
et dont la projection sera perpendiaulaire à H, et oette droite 9 coupera la droiie 
mm' au'point culminante de la section C. , . > ^ 

Kevenons sur la diflcrence qui doilnécessaireineut exister entre les manières de. 
Concevoir les . infiqiiueat petits en géométrie detariptive et en analyse, et de les- 
exprimer dans le langage géométrique et dans la langue algébrique. - 

Lorsque l'on se sert de l'malgte de Doscartes, ou dit que la tangente est la limite 
desséoantes et l'on arrives la tangente en un point m d’une courbe C, par la 
marche suivante; on prend l'équation y — y' = m (« — x') d’une droite R passant 
par le point m dont -les coordonnées sont x' et y'-; on cherche les coordonnées 
des points -de rencontre de cette droite B avec la courbe C dont l'équatioii 
qui est ysEs/(x) Retrouve saüafaite par les coordonnéesa/ et y'; ensuite on éli- 
inine X entre les deux équations de B et de C et l'on a nue équation ^(yjssO.-. 

.Les racines de. cette équation ij(y)=:0'sont les valeurs des coordonnée* y (ks 
diwrs poinlsea lesquels la droite B coupe la courbe C. 

L’une de CCS racines est évidemment y'. .. * 

I^rqoebr droite B devienne une tangènie au point m , il faut qué L’on oit 
plusieurs racines égales entre elles cl à y'. _ * ' ' 

Alors on dit qné les points de sécance pour lesquels les ohlonnées sont égales 
à IJ, se sont superposés Sur le point m. 

C’est dans ce sens que l’on_ dit passer à la limite; ainsi lorsque l’on. passe à 
la Hmifé en empiojant Vtmalyse de Descartes, on sup|x>se rigoureusement que les 
|K)int8 se superposant, mais il a'y a aucune considératîoil d'infiniment petits. 

Plus tard on introduisit l'idée des infiniment petits dans ralgébre et Ton obtint 
r analgte infinitétimale en écrivant' les infiniment petils-en langue algébrique' cl eit 
se conformant à l't^prit de. l'algorithme algébrique. • 

. Alors on fut conduU é considérer la langeiite 9 comme une droite qui passant 
par UD point m d'une.courbe Ç-*, était telle que ai l'on considérait un point m' 
situé sur la courbe. C .et voisin du point m, l'ordonnée de la courbe C pour ce 
point. va' coupant la droite 6 en un poinLa, lu point m' pouvait toujours être 
rapproché do point m ( tout en reaiani sur la courbe C ) de manière è ce. que la 
diBéruuce m'a fût^plos petite que toute qiMaiBlé donnée y ët l'on peut dire alors 
(|ue la' tangente 9 en m à la courbe C n'est que le prolongement de i' élément reeii- 
liqne de cette courba C au point m. ■ - . ' 

Pourquoi ne pas employer les élémetiu rectUignei auxquels nous sommes con- 
duits par une analyse rendue supérieure par l'inlroduotion des infiniment petits 
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cl elD|)ioyer toujours la lupMTiD^iion itetpMaM, à laquelle on a été oooduit par une 
imntyte restreinte? £n résumé ; dans la langue algébrique de Dêseartes oa dit ; 
t’éqmium roanes éÿat«$, et l'on exprime en langage géométrique ce 

résultat en- disant : phtmeurt poütu te tuperpotmt. 

Dans la langue algébrique supérieure, on àil : ta différence entre deux ordotmiet 
fient devenir ptui petite qne tonte qmmtité donnée, et le résultat obtenu s’exprime en 
langage géométrique, en disanlt il exitte un éiément rectiligne fonmum. ■:*' 

Il me semble que la maniéredont j’ai défini les points suocessifs et infiniment 
voisins et les courbes successives et infiniment voisines, est conl'orsBed l’esprit de 
la géométrie'et exprime nettement la loi de continuité qui existe dans les courbes 
et lessnrfaees et que les infiniment petkt se trouvent introduits dans la géométrie 
deteriptive, avec autant de rigueur qu’ils l’ont été dans l’analyse. 

Mais on doH remarquer que l'introducdon des infiniment petits dans la géométrie 
deacriptive, tout en perfectionnant cette science, ne pourra jansais lui donner^ la, 
puissance qui appartient é VonolyM infinitétimale. ' 

Vanalyte sera toujours l'inslrument le plus puissant pour la i««^erche des 
vérités mathématiques ; toutefois on ne doit pas dédaigner la géométrie deteriptive 
([ui rend de grands 'services aux ingénieurs , .et qui estappeiée.é leur rendre de 
nouveaux services et très-importants, pour peu qu'ils l'étudient avec soin et qu’ils 
s’intéressent à ses progrès. ‘ . 

M’oublions pas que Monge a dit : La géométrie deieript^ eit la lungne ôcrite de 
l’ingénieur. ' ' ' . . - , ^ , 

- \ 

V , ■ S II- ' V ; ■ . 

• ■ .... 

Des divers points singuliers qu’une courbe plane peut présenter dani son. cours {*): 

C’est en vertu de la théorie des infiniment petits, teUe que nous l’avons appli- 
quée à la géométrie deacriptive , que, sans avoir besoin derêconrir à l^matyse , nous 
.allons parvenir é reoonnattre qu’une courbe plane C peut présenter dans son 
court des ittflexions particulières, et que nous allons démontrer, rigouretstemenl , 
que pour ces points ( auxquels on donne le nom de pointt tingnlieirt) la courbe G a 
nécessairement on rayon de courbure nul ou infini. 

Et nous 'parviendrons même à 'reconnaître, et d’une manière oeriausè , non-seû;- 


’ (*) C«Ue MCtion da chapitra Hl a «té oomimiciquée a la Sd«iélë phtlomalKiue dans sa séance du 
8 février 184^. - . > • ^ T r , * • * . ■ * *■’ ‘ ' **- 
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tement ir l4 déretoppée 4 de te' courbe C, mais encore si la développée 4,' de la 
développée 4 a, ensoa point correspondant an point singulier de la courbe Ç, uo 
rayon de courbe finir nul ou infini. / .. - a-. ■ .* 

Nous avons précédemment établi, ce qui suit: ■ ' 

I* Lorsque deux courbes C et C' à simple ouà double courbure ont deux points 

successifs m et' in' communs,' ou , en d'autres termes, bn' élément \rrcttligne mm' 
• • 1 . 

commun, elles sont tangentes l’une à l’autre; Ces deux courbes C et €'• ont 
mène tangente 6 , celte tangente 6 n’étant autre que rélément rectiligne mm' 
prolongé. 

El on dit que les deux courbes ont dans ce cas un contact du premier, ordre. 

2* Lorsque deux courbes C et C', à simple ou à double courbure,ont troispoints 
sncoessils, m , m', ra" communs, ou', en d'autres termes deux cléments rectilignes 
successifs mm', m'm" Communs, ces deux courbes -ont nn contact du deuxième 
ordre, ou ont Un c«n>iiijme commun , ou en d'autres termes ont même 

. cerc/e otcuiatti/r ou Biiiae rayon de cvwàwe. , . ' ■ 

. 3’ Lorsque deux courbes C et C à simple ou à double éourbure, ont quatre 
points succesails m, si', m", m"' en commun , ou, en d’aulcM termes , trois 
éléments rectilignes successif communs mm', m'm", on dk que «tes deux 
courbespnt un contact du troisième ordre. 

Les deuacourhes ont dans ce cas deux cercles oseulateurs successifs comniuns 
cLdeuxpla'nsosculateurssuecesBifscomrauas..',- 

. Il peut arriver que les quatre points successifs m, m', m", m'", déterminent 
un seul cercle., alors dans ce cas les deux'cerdes oseulateurs successifs se super- 
IMwent .et les deux plans' oseulateurs se superposent. ^ ^ . 

Lorsque l’on a une courbe € (^plane) telle qûè pour un de ses points m , son 
cercle osculateur a un eoUlac^da iroisième ordre avec elle , on dit que le point 
m est un sommet de la courbe Ç. ' - ' . 

4* Lorsque dent courbes C et C', à simpte, ou à.doubjè epurbitre,^ auront 
(a+l) points successifs conmuns, ou, en d'antres termes, n clémea.is rec^ltgoes 
suoo^te çeminuM., op dit que oés .deux, courbes ont tut contact dUiaT* 
ordre. ' ■ ■ , ■ . 

Cela posé, venons aux po^ ste^fiesr qu'une. courbe ptepe peut présenter 
dspsswcouni.. ,w • 

Lespomtt rteÿ uH s rs qu'une courbe pteue peut présenter dans eou cours 'sent 
au nombre de quinxe. • ' . 'i; ■ ■■ ■■,<■ • ' '• . 

L'exislenee de onse do'ces pointe sedémoiitre eu eobsidéront te courbe plane 
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(■ 0 IIIIMC la projecimn d'oM courbe i double courbure) resMlenee des quatre' 
«iKi-nicrsaedémontre au moycR de la développdede lacourbe plane. . . <> f 

/.rr quinte pom/( itnpa/ter« se divisent en cinq séries : ' ^ 

1". SÉRIE. . ■ “ )' ■ 

. 1 . r • 1 ‘ 

l' hes points en lesquels plusieurs branches viennent se croiser : ' * . . ' 

. de première èt de deuxième espèce.' 


■ 2* SÉRIE. 


2* lx;s points pour lesquels le rayon de courbure est nul : 

^ Poinit de rebrouisemeni de première et de deuxième espèce. 
' Potnloi^, point d’t^exnoR ntnple et point d’orr^i. 




.• ■ • •• ,T yi SÉtia. _ . ;v . V..' -N 

■T Les points pour lesquels le rayon de courbure est infini : 

Point méplat et point d'in/ieÆion doûèle. ^ . '' 

' Points de rebrouttement Ae première' et de deuxième espèce pour lesquels le 
rayon de courbure est infini. * ' ' 

Point d'arrrff pour lequel le rayon de courbure tai infini. • - 

. . ' -i' SÉRIE. ■ ' ■ . 

-f . ’ , . * ■ 

i‘ Le point de rebrouteemeit de Seconde espèce pour lequel le rayon de cour- 
■ ^ bore est yîNi. 1 , . 

• •••■• .■ 3‘ SÉRIE., . -, '.,.v J:-,' ... ^v 


5* Point — Point atgr^dte. ' 

Va . . . V . * ./ ■ 

.... DES POINTS MUilIPLCST 


' 1. Dupùinimailtpte de première etpice. , 
f°/Vne èourliè è double courbure C peut toujours être considérée comme étant 
slfuëe shrdeux cylindres, et l’on peut prendre ceux qui projeltènlhorixontalement 
et verticalement cette courbe C. ' ■ 

oîi peut donc considèiçr une courbe C située dans l’espace comme étant l'in- 
icrseotion dès deux cylindres projetants el ayant des lors pour secdqn droite , lé 
premier la courbe et le second la courbe’ C’y C‘ot C' étant les prcieeiions 
horizontale et verticale de la courbe C. ’ -, '•> 

a* Une oourbe C située dans l’cspaee pmii toujours ètro eonsidérée comme 
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ùiaoi l 'iniersâelion ■ de deux cdnes qui auraient l'un et l'autre pour directrice 
commune cette courbe C, lea sommeta de cea eônes (^tant, d'ailleurs, arlutraire- 
menl placés dans l'espace. 

, 3* Deux cdnes peuvent secouper suivant des courbes ayant des branches infinies, 
ces branches ayant chacune ou non une asymptote. (On sait, en géométrie 
descriptive, roconnalue si hi courbe intersection de deux cènes, aou non des- bran- 
<-hc8 infinies, et si chaque branche infinie a ou non une asymptote). ‘ 

Cela posé;.’- . ” . .. , , •• . .. , 

L’on sait, par la construction même de l’^are, que deux cylindres 2 et £,.qui 
ont un plan tangentO commun, se coupent suivant une courbe à double courbure 
S. formée de deux branches au moins ei se croisant au point m en lequel aie coij- 
pent les génératrices G et- G,, do contact du plan 0 et des surfaces 2 et 2,* 

Ainsi l'on sait qu’une courbe à double courbure peut présenter un point multi- 
pfe , c’est-à-dire un point en lequel plu.sieurs branches de la courbe viennent- s<> 
croiser. * - . . . 

• « *• ^ • -.•••• -s t . .siff». • 

Pour ce point chaque branche aura une tangente distincte, puisque pour ce 
point les éléments rectilignes des branches de la courbe ne se ‘confondent point, 
mais s’entrecoupent. . ' _ • " 

Si l’on projette la courbe .C sur le plan 0 , on aura une courbe plane G, formée 
«l’àutantde branches que la courbe G et dont les branches àe'croiseront au point m. 
Ainsi une courbe plaim peut présenter on point mukipU. 

On donne au point multiple qui est tel que les branches qui passent par ce point, - 
s’y croisent, et que dès lors on a ponr ce point autant de tangentes que de bran- 
ches de courbe, on donne, dis-je^, à oe point, le nomde point multiple de première 
e$péce{fig. 431).' • ' . ' 


U. Du point mpUip^ de deuxième etpèce. ^ • 

^Traçons sur un cène £, ayant pour courbe directrice une courbe, fermée , une ' 
spirale G; cette courbe Ccoupera chacune des génératrices droites du cène en une 
infinité de points. ’ 

Désignons par n,n', n", les points en lesquels une génératrice droite G 

du cène 2 est coupée par la spirale G. ' . , 

Construisons le plan 0 tangent au cène 1 le long de la génétatrice G. 

Menons un plan N \)érpendioblaise à G et coupant cette droite en un point p. 
Projetons la spirale G sur le plan N , suivant une courbe C”. 

.Calapoeé: • : ■> ■ . • 

Tous les points »/«', h'**—' Mprajàuuroot sur le plan M «i un aeul et inéroe 
point qui ne sera autre que le point p.- .-y. „ 
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Kt la 0001 De C* sera évidemment îorniée «f’one infinité de èpirfs passant 
tontes par le point p, et les diverses tangentm en «, -ii', a", à la coorbe C 
se projettearont en une seule et même droite i qui sera la tangente commune en p 
à toutes les spires' de la coorbe plane €'. -• ^ 'r • •s 

Une courbe plane peut donc efiWr on point muMptesnl que tontes tel bmebê$ 
dont éette coorbe se compose aient en -ce point même tangente. 

On donne à ce point le nom de potm mnùipU de deuxüme eipéce {fif. m).' 

On peut parvenir à une courbe plane offrant un point multiple , par tae iwre 
considération: - » • . . . . " 

V Concevons deux cylindres ayant chacun pour section droite une courbe fer- 
mée , et se coupant suivant une courbe C d'arrackêment. On pourra fiiire'rouier sur 
cette courbe C un plan langeai P i cette courbe et ayant avec elle deux points de 
contact pèt q situés à distance finie l’un de l’aütre. * 

La droite G qui unira les points p et:; "sera une des génératrices droites de la 
surface développable engendrée par le plan P. . 

Si 1 on projctte^la courbe C sur un plan N perpendiculaire à’ G on aura une 
courbe C% elles deux points pet q se projetteront en un seul et même point r sur 
la courbe C% et les tangentes en p et 9 à la courbe C se^irojetleront en une seule 
et même droite fl tangente à C" au point t.- On obtiendra aiqsi une'courfie plane 
3\»nt vu pmM multiple de deuxième espèce. ' ■' *• ' • . . 

2* Au lieu de fo|r« ^uler lin -plan P sur la courbe C, on peut prendre deux 
poinu arbitraires m et » sur b courbe C , et tels que la tangente en n et la Un- 

gente. en m ne soient pas situées dans un même plan, ’ . "• 

Projet la courbe C sur un plan N perpendiculaire à b droite D qui unit les 
poinu m et n, on aura une courbé plane C" j les deux points m et n se projetteront 

en un seulei même point r, et les tangentes en m et » se projetteront suivant deux 
droites 8 et 8 qui se croiseront au poinl r et seront respectivement iangenies 
aux deux branches de la courbe C* qui sc croisent au point r. On obtîendra ainsi 
une courbe plane ayant un point rduUiple de première espèce. ' 

^ Lorgne l’on construit l’épure de ces projections, on donne ordinaireraeni'à 
ces poiiits le pom de nœuds de deuxième ou de première espèce. 

_P** poinu pour le^uels ie rtnfou de courbure peu être ou infini.' 

Étant donnée um coorbe C à double courbure, construisons pour un tte.ses 
poinu m b pbn oscobteur. 0 , et tràçoqs dans ce plan jO le cercle ospttlateur r en 
ntàbcourbeC. • v : - . , / , \ 
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Désignons par p.Je njim du corde r et par 9 la tangei^ en m à la courbe C. 
Cela posé : 

Menons par p un plan M perpendiculaire à la tangente 9 et par 9. un plan T per- 
pendiculaire au. rayon de courbure p. 

Projetons ortbogoaaleaMDt la eonrbe C sur tes Itoie plans O» ^ et T, et dési- 
gnons 4MS peojeotioM partit) et r . r t î»‘ — ■ 

Examinons maintenant ce <)ae doivent être les rayons de courbure des trois 
coartws-ptàaes C*, C, C an j^nt ti|. '' j : • ’ rS’»- . -' ' 

Il est évident que pour' le potnt m le rayon de courbure de la eonibe C* n’est 
autre que 'p, puisque le cercle r at cette coturibe C* ont en commun avec la 
courbe C trois points successifs m , m', m". 

Msis pour les courbes pIsnesÇ' et C' le rayon.de courbure an point m n'anra 
pas une valeur finie , il sera RHi^nrs b^sl pour la courbe C; et pour la courte 
C* H pourra être nid , /«i ooiq(tii<. *' ‘ ' ' ' - 

_ISi en effet: ' v . 

* Concevons dans Tèspaoe on cercle r du rayon p, et tel qiie Mn plan oblige , 
par rapport i un plan P, Ikaneavec eepten Pun '■ ’ ' ■’*' 

i!e cercle T se projettéra suflé plan P. êûivant une ^,.dont lei|d^i- 
g'rand axe sera épfi p et dont Jè demi-petit ue sera égal à : p cos gt. ' ^ " . 

'L’expressioH analytique du rayon de courtere 9 pour le'sOmnmt de l’ellipse K 
qui e4 4 l’eXttrémîtjè de son g'i^d ate sera (f } : .... 


t=litafa 

'. s ■ » ' 




Et l'esprcssidn analytique du rayon de courlH i ra yqxmr leSommét de f èllipèe E 
qui est à Féstrémitt du'pêtitapébm: ■ ' ^ >.'r— 

V - ■■ r.’ 

■ .• ' .. . ^ f, ■- ;■ 

/ ' ■ COS» 

W/'* 

’> . 

St l^ingtoassl ludyonsura tcps«as4 ; et dés lors on auêa.'^ - >v- 

î;v .««..r'» ^ 0 :‘v ■>' 'V'. ; - ■' 

■ . ■ ■ • ' - ' tssf =f 

•N,’. .... •• • ? •*»',-.. !« * s s'. 

s. V • ^ . t:. t - • -v»'v. •* • V >; \ 


-.«,v jr,'.*!-:-/ .t-' '! •‘T ■ -■'•■■•'t.’r 

C) Fo$n mm Jassaoice 4e ftoàillns 4 ss ci i pU r s gei* t— r »Urs : S»r te c sa wrucWs ii Ua n Sus s U« 
coiH^rsmMpséit f mtteeifiy» cemifin , te /«yast it s u U t m i sH iasi |sr«s st . mp « |a Su , 

pélm pst m USdiviHê;'iiTriI’1SSl.' le Ibîneitn ds- k tocUtepIflhfi uÊ l ig ntJU ferlt . 

ManeeéaSnwHSM.'. . •’ * .'.V v' » . • - 
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Sil’angloa «st droit I on aur«:co8a=0; et dée kwsooauTa: 



Par conséquent, si l'on considère, eiî même temps, un point m sur le cercle 1' 
elle diamètre 2p de ce cercle F passant par Je point m et la tangente 9ok point m 
de ce cercle F, on .voit : . ■ • . 

1* Que le cèrcle F se projettera sur le plan N ( pâassmt par p et perpendicuiaiK 
à 4)sur le rayon de courbure P prolongé; • . V. 

V Qiie le cercle F se projettera sur lé plan T ( passant par 8 et perpendiculaire 
à p) sur la tangente 9 prolongée. • ' - 

Et en vertu de ce qui précède, le rayon de courbure i' au point -m de' là pro- 
jection 8 du cercle F sera iafini pour cette projection. 

Et le rayon de courbure i au point »i de la projection 2p du cercle F sera rwl 
pour cette projectién, si le ràypn de courbure p est la normale en m , à la projoc- 
lion C\ ; .J. • *. . ^ . ■* 

Plus loin nous démontrerons que si la courbe à double courbure C est pruietéc 
sur le plan normal N suivant une courbe C ayant le rayon de courbure p pour 
tangente et non pour normale , alors aü point ni la courbe C peut avoir un'rayon 
dé courbure nu/ ou /Ini ou in/înf. 

Ainsi , nous verrons plus loin qne le rayon de courburë peut ètre'nu/au ^int m 
de la courbe C“, mais il est démontré qu’il est infini au poiôt 'm de la courbe' C. 

Il existe donc des courbes planes qui peuvent présenter dan leurs'oours, des 
points tiaffùliert tels que pour les uns le rayon de courbure est nui et que pour 
los autres le rayon de courbure est inyini.. . • . 

Il nous reste à examiner, quelle relation de position ,.il doit èxis(w avant et 
après le point singulier , entre la courbe et sa tangente en ce point , ou entre la 
courbe et sa normale en ce même point. 

III. ùu point tfihfiexion double. ■ 

Imaginons un cylindre ayant pour section droite une courbe teUe quIen cbaeun 
de ses points le rayon de courbure a une longueur finie; en d'autres termes teUb 
qu'en aucun de ses points le rayon de courbure ne soit nu/ ou infini. 

Traçons sur ce cylindre une béliee C et en un point m de cette courbe C con- 
struisons le plao osculatcur O, le plan normal N et le plan T perpendiculaire à la 
fois aux deux! plapaO et N , et passant par la tangente en m à la courbe C. ^ 

En oonstrnisant la projection de 1^ courbe C sur Je plan T, on reconnaît 'que la 
caurl)e G’ est divisée au' point ni en deuxatesj tel qua l'un est i droite ait'des- 
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»ous-de la langeDte 6 et ^ue l’aittre est à gauche au-dessus de la tangente 9 v ou 
vite vertâ suivant le sens du rampant du l’IrÉlicu Ç. 

Et eu vertu de ce qui a été dit, ci-dessus, la courbe plane G’ a au point m un 
raj'on de courbure infini. _ ’ 

. On donne au point m, dans ce cas, le nom de point A'inflemoit doubte.- 

Ainsi , une courbe plane peut présenter dans son cours un point d'inflexion 
double {fiij. 133). ^ • . . . ■ 

IV. Du point mépiut. . , ■ ‘ 

On sait qu'ane sarfacede révolution a pgur lignes de courbure ses parallèles et 

ses méridiens. ^ 

On sait que si par la normale en un point m d'une âurihcedc r^olutiun,'(>n 
mène deux plans rectangulaires entre eux, l’iin étant le plan méridien, les 
rayons de courbure maximum' et minimum de la surface en ce point m sont le 
rayon de courbure de la courm; méridienne pour le point m et' ki'|)artie de la 
normale, à la surface de révolution , comprise entre l'axe de rotation et le point m. 

Et ces rayons de courbure sont ceux des, sections principales données dans la 
surface par ces deux plans normaux et rectangulaires. entre eux. 

-On peut toujours prendre Une courbe méridienne telle qu’on un de ses points 
m , la normale soit parallèle à l'axe de révolution!; le plan normal qui passera par 
cette normale.et sera perpendiculaire ag plan de cette courbe inérid'ienne, cou- 
pera dés lors la surface de révolution suivant une courbe G qui aura |K>ur le point 
m un rayon de courbure infini-, et il est évident que cette courbe f. sera située, 
avant et' après le. point m, au-dessus ou au-dessous de. sa tangente 9 en ce point 
m, en un mot du même cété de cette tangente 9. On donne, dans ce cas, au 
point in , le nom dé'point méptur. 

' Ainsi , d'après ce qui précède, ’gne courbe plane peut présenter dans son cours 
un point méplat (j(!ÿ. 134 ). . ' , 

V. Point de rebrouttetneiu de première etpéce. ■ ' ' 

1" Traçons dans le plan O une courbe G” ayant pour tangente au point m la 
droite 9 et un rayon de courbure égal à p pour ce point m. 

• Traçons dans le jlltin T une courbe G’ ayant 9 pour tangente au point m et ayant 
■en ce point m un point d'inflexion double. 

Supposons que la courbe G" n’offre aucun point singulier et qu’elle est avant 
et après le point m située d’un 'même côté par rapport à sa tangente 9 {fig. 135 , 
136 et 137). , • . . - • 

-Rappelons-nous que les trois plans O , N et T se coupent deux à deux, 0 e( N 
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suraiDtlo rayon deoourbure Oet^Tsuivanila iangenleS, et Net T «uivant-une 
droite Z. 

Prenons la droite 6 |K>üra)ie des x, le rayon ppour axe' des y et la droite Z potir 
axe des z. , , ■ • . • 

Les courbes C’ et C'auront pour axe des x la droite 9 , et alors il pourra arriver 
deux cas,, car les z de là courbe C’ peuvent être supposés, croître plus vite ou 
mpins#ite que les y de la courlie C°. ' -, 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
C° etc, ces deux, cylindres se couperont suivant une courbe i double courbure 
C qui pour le pointm aura un rayon de courbure fini, en d’autres termes lerayon 
de courbure de la courbe C ne sera ni nid ni infini pour le point m, puisque le 
plan 0 sera osculateur en m à .la courbe C et que le rayon de cette courtie C sera 
égal à p, puisque cette courbe-C a deux éléments rectilignes successiis en commun 
avec la courbe C ; en projetant celte courbe C sur le plan N , nous aurons une 
courbe plane G"; • . > 

Maintenant si les s de là courbe C'eroisseol plus vite que les y de la courbe C, 
les-sde la CQurbeC* croUrontpIus viteque les yde celte courlie G*; dès h>rs la 
courbe C’ tournera sa conv^id vers b droite p ou axe des y. • 

Cette courbe C sera donc composée de deux branches placées l’une en dessus 
et l'autre en dessous dep, ainsi que l’indique la. (/y. 435). Ondonneà ce point 
le nom de point de rêéroMsemeat de première espèce. . , 

\insi, d’aprésce ({ui a été dit ci -dessus, une courbe pbiie peiiiprésenter dans 
son cours un potni de reéroiissemeni de 'première espèce. ' 

Si les z do la courbe C’ croissent -moins vite que les y de la courbe C, les s de 
la courbe C croîtront -moins vite que les y de cette courbe C ; dès lors , la courbe 
C tournera sa concavité vers la droite p ou axe des y- ■ ■ ■ 

Celte courbe C* sera donc composée dé deux branchés placées l’une en dessus 
et l’autre au-dessous de p, ainsi que l'indique la (yiy.lSS). 

^ais dans ce cas comme dans le précédent, la normale p à la courbe à double 
courbure G , se projette sur le plan N suivant une langente-à' la courbe C pour 
le point m , puisque la courbe C a deux éléments rectilignes suceessib situés dans 
le plan osculateur 0 et que le plan N est perpendiculaire au premier de ces deux 
' éléments rectilignes. 

Le réle de la droite p est donc inlcrverti quand on considère alternativement les- 
courbes C° et C% puisque la droite p est normale au point m à la courbe C* cl 
qu’elle est tangente au point m à la courbe C. . • . . 

Tandis que la droite Z est toujours normale au |>oint m, soit à la courbe C° soit 
à b courbe C'. . . . . • 
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Le rayon de couri)urê pour une courbe plane doit toi^urs èire oRnpié sur sa 
normale; le rayo^n de courbure pour le point m de la courbe C devra donc être 
compté sur la droite Z et non' sur la droite^. ■ ^ 

En sorte que dans ce cas la métiiode' des projections est en défaut. 

D'apri'-s ce qui vient d’être dit , la valeur du rayon de courbure pour, le point 
■m de la courbe C’, dépendra donc de là manière d’être, ou, en d'autres 
termes, de la relation de position <|ui existera entre les points successifs de la 
courbe C après le point m" et les points successifs de la courbe C avant le point 
m , désignant par m , m', m", les points successifs de la courbe C situés dans son 
plan osculuteur O. ’ - 

- t , c 

\ A.insi pour le point de rebrcnutemeni de jtrennére etpèee la courbe plane, C' peut 
présenter deux formes: I* elle peut tourner sd 'oonvexilé vers la tangente'p au 
point m , et continuer à tourner sa convexité après le point m , ou 3° elle peut, peu 
après le ppint m , tourner sa concavité du cêlé de la tangente p. au point m, de telle 
.sorte qu’en irnsant du point m à un point sitiiéà distance finie, la courbe C 
aura plus ou rnoins près du point ne changé de direction et se sera infléchie, 
manière à tourner sa concavité vers la droite p après avoir |)endant uii trajet plus 
oti iiioins court tourné sa convexité vers cette droite pf puisque cetté droite p est 
la tangente a ü point mde' cette courbe C"). ” 

■ VI. Pointdere(>rousiement de deiixiémeeupêce. , ■ • ' * 

• 2” Traçons dans ie plan O une courbe C' ayanl'pour tangente du point ni la 
droite fl et ‘un rayon de courbure égal d p. 

Traçons dansle plan T uhê courbe C’ ayanl'fl pour langenlé âispoiht m etaÿeni 
en ce pmnt un point mé;)(at. _ - 

Supposons que la courbe C’-b’offrç aiicun point singalier dans son cours et 
qu'elle est avant et après le point rti situtié d’un même cêcé per rapport à sa tan- 
gente 0(yîÿ. 138 eH37 . , . . • 

Concevons deux cylhuirss ayant respectivement pour section droite les'.cpurbes 
C° et G’; ces deuxcylindres se couperont suivant unccourbe Cà doublocourhure 
et qui n'oilrira aucune particularité au point m; cette courbe C au'ra' évidemment 
le plan O 'pour plan oseulateur au point m , et son rayon de courbure en m aéra 
égal dp. • - . .. • ^ \ 

Projetons cette courbe C sur le plan N , nousaurons-une courbe Ç’,. qui, en vertu 
de ce quia étéci-deMii8« aura potir inogente ao ppint m la droitè p et pour'nèr- 
male la droite Z. ■ , _ •' J. 

De plus, U est évident que la courbe C’ sera composée, dé deux branches 


Wgrtized by Google 


— 412 — 


réunies on ynel toutes, deux situées d’un même côté par rapport à la ‘droite p 
{fig, 130 et 137). 

Il |X)urra arriver deux cas. 

Les s de la courlje C |xiurroiil croître plus vite <|ue les y de In courbe 6*, ou bien 
croître moins vile. . * 

Dans le premier cas, la courbe C tournera sa coiwexUt> vers la droite p (yîj. 137)^ 
Dans le deuviéinc cas , la courbe C tournera d'abord sa convexité vers la droite 
0 , |X)ur très-peu après le |M>inl m tourner sa concavité vers cette droite p; il y 
aura doncaprès le point in un changement de direction. 

Dans les deux cas on donne au point m le. nom de point de rebroiuéemmt de 
ileiixiéme espèce, .. ' _ ^ 

Ainsi, d’aprèseequi vient d’èlrcilit, une courbe plane peut présenter dansvin 
v.mirs un piiinl lie rebroussement lie deuxième espèce. 

VH, Point (T injlexion simple' ‘ • 

3* Traçons dans le plan O une courbe C* ayant .au point ni, la droite b pour 
tangente et ayant en ce point m.un point A' inflexion double. 

Traçons dans le plan T une courbe C ayant au point m la^ droite fl pour tan- 
gente et ayant en ce point m un point d'infexion double. . ■ 

Concevons deux cylindres ayant re.speciiveraent pour section droite les courbes 
C*et C'j'ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
C qui aura au point m un rayon de courbure ' .. . 

Car il est évident quel» droite 9 est tangente cîoinmune au point m'aux (rois 
courbes C, Ç“,‘C',. et qu’cticc point m cette tangente 9 a un contact du deuxiente 
ordre avec eliaeune de ces trois courbes. ' - ' 

Projetons celte courbe C sur le plan ^ ,*ofl aura ufle courbe C' qui aura au point.' 
m un i^yon'de «ôu.rbure'nul et qui sera situèe-avant le point »n au-dessus ou au- 
dessous de la droite p et après le point m aii-dessoui ou au-dessus de celte droiie'p'. 

Si pour la courbe C les: croissent plus vite que les g, cette courbe G’ tournera 
sa twwexitè vers p. ’ • . • . . 

Si 'pour la courbe C’, les i croissent moins vite que les y, cette courbe C* tour- 
nera sa 'concavité vers p, et cela très-;peii après le point m. 

Dans le premier cas, la droite psera la tangente de C’ au poinlm (fig. T39). 
Dans le deuxième cas, la droite p sera encore la tangente de G" ‘au point m 
(fig. 140). , .■ 

Dans l'un et L’autre cas, le point m sera dit t point d’infexion simple. 

D’après ce qui précède vine courbe plane peut présenter dans son cours , un; 
point d’infexi^ aimp/e. 
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VIII. Point aigu. ■' 

4“ Traçons dans le plan O une courbe C“ ajanl au (xniit »i la droite Ç pour 
tangente et ayant en cc|)oint un |>uint mi'ptat. 

Traçons dans le plan T une courbe C ayanl au point m la'droite 9 pour tan- 
gente et ay^nt en ce point m un point d'hijlexion double. 

• Concevons deux cylindres ayant respectivemont ]XMir section droite les courl«e>’ 
C" et C, cesdeux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
C qui aura âu point m un rayon de courbure infini, puisqu'elle aura en m un 
contact du .second ordre avec sa tangente 9. 

Projetons cette courbe C sur le plan on aura une courbe C qui sera située 
avant le point m au-dessus ou au-dessous de la droite p et après le [>oint m au- 
dessous ou au-dessus de cette droite p', ainsi quérindiquent lés {fig. 141 et 142).- 

La courbe C présentera en m un point auquel on a douné le tiuui de point oi^u 
(yfÿ'.'142), lorsq'ue la couibe C" tourne ^ concavih’ vers la droite p; et l’on 
retombe sur te point de rcbrousnemènl de première espèce si la courbe C tourne sa 
convexité vers la droite p (yiÿ. 141). . , ‘ 

Et il est 'évident que l’on aura l'une ou l'autre des formes 141 et 142, suivant 
que les Z de la courbe'C' croîtront plus ou moins vite que lés de lu courbe C. 

D'aprgs ce qui précède une courbe plane’ peut présenter dans son cours un. 
point aigu. ’ • . ' . • 

Mais en prenant pour les courbes C° etC des courbes qui au point in ont un 
contact du second ordre , comme ces courbes sont au nombre de deux , quant à 
la forme, il sera possible de faire trois combinaisons.' '■ 

Première combimtisoa : ■ i..- 

La courbe G* ayant un point tTinflexibn simple. • * ' * 

— C’ ayant un point d’inflexion double. . • ■ • 

— _ C" aura un point d’ûflexion simple. ' 

Deuxième con^inaisoH : ' _ . 

La courbe' C* ayant un point méplat. . ' 

— __C'. ayant un point d’inflexipn double. 

— C aura , un point’ aigu ou un point de rebroussement de première 

' ' ' espèce^ • ■ ' . . ... 

Troisième combinaison : 

Ita courbe C* ayant un point mépüu. - 

— C* ayant un point mépto. _ v . i. . . • 

— C" aaraun point de rebroussement de seconde espèce. ■■■■■, 
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Pur la comirinaisun des courbes qui ont un contact du second ordre avec leur 
tangente, on peut avoir quatre espèces de points singuliers. 

Et remart|uuns que pour le {xtint m le cercle osculatcur à la courbe C* comme 
A la courite C a un rayon de courbure infini, ou, en'd’aulres termes., que 
cercle osculatcur n’est autre que la tangente $. 

Or, cette droite 9 se projette en entier sur le plan > en le point m, de sorte 
qu’à /n première vue on ne peut dire si les droites p et Z sont forcément la prçniière 
tangente et la seconde normale en m A la courite C’, car pour le point m , la courbe 
C°,.tout comme la courbe C, tout comme la courbe à double courbure C, ont 
line infinité de plans R osculateurs ( puisque tout plan passant |tar la tangente 9 , 
|>CHt être considéré et rigoureusement , comme un plan osculaleur des courbes 
C% C', et C ) ; mais si l'on prend le plan O, passant par les quatre points successifs 
m, m, m", m" de la courbe C, ce plan O, sera le véritable plan osculateuc et l'on 
voit que la droite p sera la tangente à la courbe C* pour le point m; le plan O' sera, 
entre tous, les plans R , celui qui approche le plus prés de la courbe C. 

Par conséquent, le point m étant complètement la projection du cercle oscil- 
lateur 9 et ce cercle (ou droite 9) ayant une infinité de rayons de courbure, et 
tous infinis et dirigés suivant les diverses , normales à cettexJroile 9-, U s’ensuivra 
,<|ue pour le point m le rayon de courbure de la courbe C sera nul. 

Ainsi , pour le point trinjlexion riiuple et pour le point ai^, existant ‘sur une 
courbe plane, le rayon de courbure de cette courbe est nul. ^ , 

Et pourcertaiospointsde rebroutiement de première et de deuxièoio espèce ,. le 
rayon de. courbprc peut être nul. ' , * J. . : 

Ep combinant maintenant deux à deux les quatre espèces de courbes Ç*, et 
C qui ont tin rayon de courbure nul à leur point singulier m , «n retombera sur 
des courbes C qui seront du même genre «tauront aussi un rayon dé courbure 
nul au point m. • . .• V 

IX.' Du point d'arrêt. • ■ . . ’ . • 

• * *• . 
Nous avons vu qlie lorsque l'on. projetait une courbe à double courbure 

C sur un plan N perpendiculaire A l’une de ses tangebtes 4, la courbe C passait 
par le point en lequel le plan N coupiiit la droite 9, et que la courbe C* ne 
s’arrêtait pas brusquement en ce point^ mais Clieminait âprés'étre arrivée en oe 
point, DU en présentant une inflexion ou en présentant, un rebrouuemeni , ou en 
présentant un point œf/u. , 

Si l’on conçoit une courbe A double coudmre C formée iftine seule branche 
infinie ét ayant nne asymptote A , et que l’on projette cette eonrtie C sur un plan 
N perpendiculaire A la droite A', sa projection C" passera- par lé point ren lequel 
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le plan M coupe l'asymplule A, et il est évident que la courbe C* ne pourra pas 

aller au delà du point r, j>uis(]ue ce point r est la projection du point de la ■ ' 

courbe C situé à rinfltii cl sur fletle courbe C et son asymptote A. 

A la premién^ vue , il semblerait que la courbe C* a en eflet un point d'arrêt ’ 
au point r. 

■Pour que le point d'arrêt existe réellement au point r, il faut que la Courbe C 
soit telle que la supposant divisée en doux arcs infinis à droite et à gauche d'un 
point X, son asjmpipte A ne soit asymptote qu'à l’un de ces deux arcs et non^à 
tous les deux. , 

Or, la géométrie descriptive ne peut nous conduire à trouver des courbes à 
doubU courbure jouissant de cette propriété par rapport à son asymptote, à moins 
que nous- ne présupposions l’existance du point d'arrét. 

Et en effet: concevons deux cènes A et A, ayant pour sommet, le premier un 
point t et lo second on point t; et pour base sur le plan horizontal de projection , 
le premier une courbe B et le second une courbe B,. 

Nous ponvôns toujours prendre pour B et B,, une courbe composée d'une 
seule branche infinie, et ainsi une parabole par exemple. 

Lorsque l'on transportera le cône A, parallèlement à lui-méroe pour super-, 
poser le.s sommets * et «,, et que ce cène 'aura pris la poiitio'n A, en laquelle il 
a même sommet avec le oéne A resté immobile , ce cône A, sera coopé par le plan 
horizontal suivant une courbe B, semblable et semblablement placée par rap- 
porté h. courbe B, , le pâle de gimilitude'étantlepointpen lequel Fa droite ss, 
eoupc le plan horizontal. ■ . . , 

Évidemment on pourra toujours s’arranger de manière à ce que les 'deux v 

courbés B et- B, ne sc coupent qu’en iin seul point .r qui, lorsque le cône A, re- 
'prendra la position A,^, viendra se 'pleçcr en a;; sur la base B,. '' 

Dés lors les génératrices «c et «,x, seront parallèles, et les deux plans tangents 
menés aux, cènes' A et A, suivant 'ces génératrices se couperont suivant une 
droite A qui sera l’asymptote de la courbe à double courbure Ç inicrsecBon des 
deux cènes., et celte courbe C sera composée d’une seule branche.infinie. 

" Or, en construisant l’épure des projections de la courbe C sur un plan [)er- 
pendicujalre à l'asymptote. A, on voit que oette courbe C doit affecter et ne pept 
affecter que les deux formes indiquées (fig. 143 et 144 ), c’est-à-dire quç la 
droite A est toujours asymptote aux deux arcs infinis qui composent la branche 
ifniinie et qu’elle ne peut pas être asymptote à l'un des arcs seulement. 

. Pourqùelajlroite A pût n’ètrc asymptote qu’à l’un des arcs infinis de la courbe C, 
il fiiiidrait que l’une dés bases. B ou B, eût un point d'wrrti précisément ap point 
açoo «|. .... . .. • •• • ■ " 


Digitized by Google 


— 416 — 


>ous nu pouvons 4odc pas, par la géométrie detcriplive, rendre compte de l’exU- 
leiicc ou de la iion-exislence du point tf arrêt dans les couçbes planes , l'analyte peut 
seule apprendre s'il existe en effet des coifrbes cpii jouissent de la propriété d’a- 
voir un |X)int (fnrrei. ' 

Mais si l'analyte le dit, on peut par la géométrie descriptive conclure qu'il existe 
des cour1>es coni|)osces d'une seule branche inGnic qui ont une asymptote qui 
n’est asymptote qu'à l’un des deux arcs inGnis qui forment la branche iHlinieei 
unique de cette courbe. ; . ' 

Et vice versû si l’analyse nous apprend qu’il existe des courbes composées d’une 
seule branche inGnie pour lesquelles l'nsymptole n'est asymptote que d’un seul 
célé , la géométrie detcriplive nous permet .de conclure ausShAt qu’il existé dès 
loi'S des courbes planes qui ont un point d’nrréf. 

La courbe à double courbure Ç, Girméc d’une seule branche inGnie et ayant 
une ^asymptote A à cette branche inl.inie, a pour chacun de ses deux poitals situés à 
l'inGni un plan osculateur passant par l’as^mptolc A, le rayon de courbure pour 
chacun de’cesdeux points sera |xrq)endiculaire à l’asymplole A., 

Le cercle osculateur pour chafcun'de ces deux points se'projettera dés lors sur 
le pLin S, perpemliculaircii la droite A , suivant une'droite. ' ■ ' 

Or, chaque plan osculateur se projettera spr le plan K.suivani une droite 9, 
tangente à-la çoUrbe G" au point r qui est le point. cq lequel le plan N coupe l’a- 
■syin^Uote A de la courbe à double courbure G. ’ . 

On aura donc en ce point r dcux tangeiites successives 9' et 9' à la courbe G’.- " 
le rayon de courbure ne pouvant êlic |)orté sur la tangente, mais devant 
l'cire sur la normaleà laconrbe, la méthode des proje.ctioiis se trouve eu défaut. 
Ainsi jusqu’à présent nous qe, pouvons dire autre clipse sinon qué la courbe G 
se projette sur le plan N suivant une c'ouébe fernaée C', pu, en d’ autres termes, 
suivant une courbe C* qui vient sè fermer au point r , 

• ' . V . ■ , • ■ ; ’ ■ • : 

X. Des points isolés. • •• • ’ ■ . ■ 

Goncevons deux surfaces gauches, l’une 2 engendrée' par une droite G se mou- 
vant dans l’espace en s’appuyaiU sur deqx courlies G et B et sur une. droite K, 
l’hutre 2, engetidrcc par une droite G', se mouvant dans l'espace sur deux courbes 
G_ et B, et sur la même droite K. 


ClNoui démoiUreroin « lu nu dn g IV de c* chapilre Alt, qoe li coiirbie C* é poar le point r un 
rayon de oonrbe qui est nul ; ta courbe C’ préienunr en ce potot on un point ai fu ou un point d'iâ- 
/letrion eimp/eoauupoinl de reftroiuirment. _ ' 
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Ces Ueux surfaces se couperont suivant nue cogrbe D et leur inlerseetiun se 
trouvera dès lors composèede la droite K et de la c<Arbe D. • » 

Si l’on projette le système (D, K) sur un plan N perpendiculaire à la droite K, 
l’on aura nne courbe D' et un point a section de la droite K par le plan N. _ 

Le point a sera lié à la courbe D”, comme la droite K l'était à la courbe- D, et 
l'on dira que le point a est Un point iso/é. ' ' - , 

La géométrie descriptive ne peut pas concevoir autrement l’existence du point 

Les deux surfaces Z el 2, pourraient tout en restant des surfaces gauches avoir 
deux directrices droites wffiOhides'K et K' et une^isiémc directrice différente 
C poiir 1a surface Z et pduV la surface Z, .'Mais; tant que les surfhces Z ei Z, 
seront des’suribçes réglées, les deux directrice droite K'et K' ne pourront pas 

être pacallèles. ■ ' ' 

Mais on peut concevoir deux surfaees courbes ZetZ, cngendi'ées par une courbe 
mobile et variable de forme et se mouvant sur plusieurs droites |jarallètes K , K', 

K", ■ et sur des courbes C, G', C".' ' 

Si les droites sont des «flreetrice» communes à l’une et à^’autre surface, les dtrcc- 
(rlcef courbes étant différentes pour chacune de oes Sorfaceé , où aura une inter- 
section composée des directrices droites et d*Unè courbé D. ' . • • 

Gt dés lors en projetant la'eoùrbe D sdr un plan' perpendiculaire aux droites 
parallèles K, K'', K",,,.'., on aura autant’de points Mûté* qu’il y avait de direc- 
trices .droites parallèles entre elles. 

,X1, Du point atgmplote. 

Concevons un-cyKiidpe Z ayant pour section droite une cUnrbe fermée; traçons 
sur ce cylindre'ZunehéKcé E; prenons dahs l’espacOun point arbitraires et re^r- 
iluiis ce point $ comme le sommet d’un oéneA ayant la courbe'E pour dfreétrtre. 

Il est évident que le cOne A aura une de ses génératrices ^rallëles aux- géné- 
ratrices droites du cylindre Z, él cette génératrice ^ passera par les pointe de la 
coorbe E qui sont situés à l'infini ;.coupOos le .Cène A par un plan N pa-pendicu- 
laice à G ; ce plan N donnera pour section dans te cène une courbe C et coupera 
la droite G en un point • > - » 

Et il estévidentqué la courbe C cireulera'autpur do point o en n'en mppro 
chant sans cesse ^ pour ne l’atteindre qu’aprés avoir fait un norobreinftni.de 
circonvolutions. '•• •;.■ • . ... .• v* 

Le point «estdit point o^mpKxc de bt eourbe plane C. "î 'J[ ‘ ' 

line courbe plane peut au lieu i’oap^M-otymptoie avoir uneoMirée-Uiÿnipfoie, 
qui sera une courbe fermée. . '• «. • •“ . , 
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Et en effet : ' r ' ' • ■ . 

Pi'enons "on axe \ et un cylindre 2 à section droite fermée et ajant ses générai 
trices parallèles à l’axe A. ^ 

Traçons snr le cylindre 2 une hélice E. ‘ V 

Concevons dans l’espace une surface quelconques, mais telle que le cylindre 
J, qui lui sera langent et dont les génératrices seront parallèles à l’axe A, ait 
|)ôur section droite une "courbe fermée. ' ' 

Cela posé : 

Menons par l’axe A un plan M, ce plan coupc/a la surface S suivant ^iiie 
conrbe C , cl le cylindre 2 suivant un nombre fini ide génératrices droites G'^, 

G",.... chacune de. ces gcnéran'ices G , G' coupera J'hclicc en uq nombre 

infini de points, et chacune d’elles contiendra deux points de l'hélice situes à 
l’inûni; car ou conçoit que l’hélice E coupe à l'infini Joutes les génératrices du 
cylindre 2 . ' . . . . . ■■ ■ ■ / 

Dés lors, si l’on conçoit unesurface réglée B engendrée par une droite D se 
mouvant dans l'espace en s’appuyant sur J’axe A , sur l’hélice E et tangcnliçlle* 
ment à Ja sucface.A , on voit que dans le plan M on aura unc'infinité de géné- 
ratrices droites O de la .surface B ,, lesquelles seront tangentes à la courbe C et 
passeront respectivement par les points de l’hélice E situés dans le plan M. 

Parmi toutes ces génératrices droites D, il y en aura une qui sera parallèle 
aux génératrices droites du cylindre 2 , et ce sera cell&qui passera pas les jjoints 
situés à l’infini-sur (’bélice E. 

On voit donc que si l’on conçoit un cylindre J langent i la surface A et dont 
les génératrices soient parallèles à l’axe A , uA plan N pev|>endiculaire à l’axe A 
coupera ce cylindre J suivant ut>c courbe, â et la .surface réglée B suivant une 
courbe X qui sera telle ({u’ellc tournera- indéfiniment autour de la courbe i 
pour lui devenir tangente. 

La courbe é est dite courée o«yiap(o<e de la courbe X. ^ 

La géométrie descriptive peut encore nous faire concevoir d'une outre manière 
l'existence des courbes asymptotes. , c 

Et en effet : . ' ■ 

Concevons un cône A tel que la splière Z , qui aora-poui- centre le soœiuet * de 
ce cime A, coupe ce cône suivant une courbe à double courbure et fermée 3. 

Traçons sur ce cène A une hélice ou une courbe rampante E; prenons dims 
l’intérieur du cône A un point arbitraire m, et regardons ce point comme le 
sommet d’un cène A, parallèle au cône A. . 

Les deux cènes A et A, se couperont spivani deux • courbes,' l'une située à 
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distsnee finie et l’autre située à l’infini, et sur laquelle sera placé le-point de la 
courbe E situé 4 l’infini. • ' • “ . 

Dès lors, si l’on regardé le points comme le sommet d’un cône 2 ayant la 
courbe E pour directrice, la sphère Z coupera le cône A, sniiant une conrbc 
fermée 3, et le c6no 2 suivant une 'courbe à double courbure X5 et les deux 
courbes X et 3, seront telles l’une par rapport à l’autre'que la courl>e X tournera 
sur la sphère Z autour de la courbe 3, en l'enveloppant par un nombre infini de 
circamvolulions sans iwovoir atteindre celte Courbe '3., qui sera alors dite : 
(Mi/mptolc de la courbe X. . . ' . 

• § IJI. . , ' . • 

Oes point* ùnguliers de la ili‘vett/ppée d’une courbe plane. 

Lorsque l'on a une couçbe C à simple ou à double courbure , on part toujours 
d’uh point I» dè oeile courbe en marchant sur la courbe d^s le même sens, et 
ainsi sur l’arc m3 par exemple,(^ÿ. 145). ■. -, 

_ Ainsi, on dit les points successifs et. i n fini mont vms insm, m , m , m et 

les èhiments rectilignes successifs mm, m'm", m'W",, — d’une courbe C. Mais 
on est souvent obligé de marcher sur cette courbe C et à pariir d un point m 
donne, d’abord sur l'arc inl et ensuite en sens inverse, et dès lors sur l’arc wià,. 

■ Si l’on "ne considère que des pmnu successifs sur la epurbe C, ou dira. (en 
marchant dans un sens.) : le point m’ de Tare 3 est le successif et infiniment Voisin 
du point m, et l’on dira (en macc)iant en scirs inyerse)_ : I® point n' de l’arc 3 
est le successif et infiniment vo'isindù ])oint m. .. . . , . .. 

• -Mais lorsque î’on considérera des tangentes ou des normales successives de la 
courbe C, on sera obligé de considérer non plus un point in mais un clément 
rectiligne de celle courbe C et alors on devra dire : l’élément rectilig ne de lare 3 
successif de rélémçul rectiligne mm', qui sert de point de dé part, es t m m ci 1 é- 
lémenl cecltîigM de l’aro 3” successif de rélémenl rectiligne mm est mn t 

Par la même raison, lorsque l’on considérera un ptatt osculateur ou le cercle 
osoulaleur, d’une Mtirbe C, on divra considérer deux éléments rectilignes suc- 
eewifs ou un élément curvilignaet alors on devradirB : L’élément curviligne de 1 arc 0 
successif de l’élément curviligne mm'm” qui sert do point de dé part es t ni ni m ; 
et l’élément cirviligne de l’are^.successif de l’élément curviligne mm'm" est m'nm’. 

Tot|ies fois on se rapélleta qu’oirest convenu de dirc,-pour abréger le discours, 
cONsntiire ; la tangente, la normale, le plan oscdlateur, le cercle osculateur, le 
rayon de courbure eu un point m d’une, courbe C et que ce pojnl m est lé premier 
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des points successifs et infinimeut voisins que l'on dpil coosid^r sur Ja courbe 
C, quel que soit le sens (ou la direction) suivant lequel on suppose que lion 
marche sur cette courbe. C à partir de ce jwint m. Et ce sera à partir de ce pre- 
mier point m que nous considérerons les points successifs et infiniment voisins, 
que la théorie nous amène à employer dans la sojution des problèmes que nous 
venons d'énoncer. . • • , . , , 

Cela po^ : , < ^ 

Examinons les points singuliers que la développée d’une courbe. plane, peut 
présenter. . , 

, Et d'abord, d’après la théorie des infinipient petits précédemment exposée, 
établissons les relations qui existent . entre la développée D d'une courbe 
plane C et celte courbe C. • 

De la développée d'me courbe plane. 

Étant donnée dnê courbe plane C {Jlg. 1.45),'im8gindns8es normaleseuccessives 
etinriniraentvoisines.N , N', N", N'",..,.. ' , ; . . - 

N et N' se couperont en un point o* - . • • • : . ' . ; 

tf et N" . . '. V- 

' ^ -N" ,el N*' . . ...... / . . 

Et'ainsi desnile. ' ■ • ■ i • 

Puisque les normales sont successives , les points o , o', o ", . seront des pohit's 
successifs et infiniment voisins qui détermineront une courbe D, pour la'quellc 

lc.s éléments rectilignes et successifs seront'^ o'ô", 

, On doit donc conclure de là qiie les tahgcntes à la courbe D sont normales à la 
courbe C, et viceversd. ‘ ■ • ‘V ' 

On donne à la courbe DIc nom de développée et'à la courbe G le nom de déve- 
loppapte. ’ • ’ ' ' . ■ 

On a donné, comme on lésait, le. nom de développée à U courbe D, parce qu’eri 
enroulant on (il sur cette courbe D él en le tendant suivant une tangente à celte 
courjie, un point du (il tendu jiécril, pendant qù'on déroule le AI de dessus lacoUrbe 
Di'unc courbe b qui coupe sous l'angle droit toutes les tangentes à cette coorbo U. 

C'est ce qui prouve qu’uiie développée plane peut avoir une inRnîléde dévelop- 
pontes planes et tracées danS' son plan/ - - ' 

■La edurbè D étant l’enveloppe des normares à la courbe C ,- et de plus la courbe 
U devant servir à tracer, è décrire la courbe Chu moyen du fil enroulé sur elle, 
on vdit de suite qùe les relations de forme et de potiiion que •€ et D - doivent 
avoir entré èllà, sbnteelles indiquées parles (Jlg. U6et U7 ).’ ' - • 
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Tottieibi» OB doit romarquer, que si les rajons de courbure de la courbe C vont 

en grandissant pour les points sucoesslh m , m', m", m", on aura la forme 

irHliquée(yîÿ. 446)., • ^ i • 

Et'que si au contraire les, rayons de courbure vont en diminuant , on- aura la 
forme indiquée (ylÿ. 447). , ' , ^ 

En sorteque c'est toujours la^néme forme que l'on obtient ep supposant qu’à 
partir d'un point m delà courbe C, on maaclie sur cette courbeC à droite, auquel 
cad les rayons dê«ourbure vont en diminuant ; on i ganclie, auquel cas les rayons 
de eouibuft vont en grandissant. ' • > ■ ■ 

Cela posé;’ ...-v - • 

iresuévideht qué lorsque l’on considééera'sür la développante C une sciite de 

points m, m', m",.'....qul n’offriront aucttheparticolarité, lespaiiiU p, o', o", 

en lesquels la' développée D' sera touchée par les normales menées auxpoints m, 
m’, m",...’.. à Ig <»nIbeC^ n’oilnront aussi aucune particularité.' ' 

Mais, si en un point m, la'courbè'G offre un point singulier, la couriré D 
uffrira-Mllé aussi un ^int singulier et en son poi nt ù qui est le correspondait du 

pointm?'; ■ ‘V 

Mous allons résoudre en détail cette question’ et ainsi qu'il suit : - ■' ' '■ ' 

4* Le point m étant un sommet sar la cqufbe C, le point o aéra sur la eoutbe D un 
point de rebrmutemeM ée fremiéfo tipiee. v 

Le point métant un sosaniessarla oourbe4i^ les élément» roitilignes successifs 
mm', m'm", m'W", {fig. 450) de cette courbe appartiendront à son cercle oscida- 
teur-Tdonstrâltpotrr iepoinl'ot; • ' . • •• ' 

En ce point m, et dans oe cas portipuliér.( comme en l'aiBt ci-debsus') ieceielé 
osrulateur a lin cbàlaèf dit trotsième oHre erea la courbe C; * > 

Les trois normale» suecesslyea N, -Ti', N'*b1a codebe C se coupent donc en an 
même poititô centre Su ésercie oscolàletr T. ' ‘ *" • ‘ 

Laedurbe C a donc-an m ses' deux ‘rayons dë courbaré,successifSel infiniment 
voisins, égaux. V .■ “ . ' 

Lq couHieC dêritfèt^tre décrite au moyen de sia développée &, celte développée 
D ne pourra évldminent offirir qué -Tés deux 'formes ii^iquéæs par les \fig-iM 
et 449)'. ' '■ ' Vv . ^ 5 • 

Si lés rayons dé courfaûre'de la cotirbe C vont en dinrinuMt fféjn en p et de in 
en p'ÿon aura la forme donnée par la (Jig. 449). Lesqros 09 et'09' de la développée B 
serviront à décri ré' respeetweuent les arcs, mp et mp' de la développante C. 

Si les rayosM de courbure-de la oonrlw C vont en su^entaot de m en p et de m 
iMi p', on aura la forme donnée par la -(./(p. 448), les arcs cq et «9' de la déve- 
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loppéo sérviroDl à décrft« respectivement les arcs mp. et mp de la-développanie. 
lia dévekip|)ée D oflrirn donc en o un point de rebnmueinent de première ttpèce. 

'2° l!e point m é/nnl un point multiple de deuxième espèce sur la courbe C , la nor- 
male au point m de la courbe C aura autant de points île contact ( séparés entre eux ) avec 
la courbe D , qu'il y aura de branches de la courbe C passant par çe point m* . ^ ' 

Il suUli de jeter les yeux sur la (yô/. ir>l ). ' ‘ ^ ‘ . 

3* Lorsque lé rayon de courbure de la courbe C est infini pour lepmnt to, le poiik ù 
de la courbe D est Situé à l’infini et déplus cette courbe D a une asymptote «n ce peint o 
et qui n’est autre que la nonnale à la courbe C pour le point m . 

Puisqu'un point de k» dovcloppœ est rintcrsection de deux noroiales^sueccs- 
sives de la développante, la développée aura un point situé à l’inlini toutes les fois 
que deux normales successives de la développante seront parallèles. , , ■ 

Lors donc que la déycbppantc C {fiy. 15‘2) aura au point m ’un rayon decour- 
liure infini , auquel cas le cercle oscujuteur ne sera autre pour le point m que la 
tangente 9 en ce point m », Tes deux éléments ^rectilignes successifs mm.', et tn’m" 
Seront en ligne droite et di^s lors les deux normales successives N et îi' seront 
parallèles. • ' .■ 

Le point 0 de la développée D correspondant au point m de la développante' C, 
sera donc dans ce'cass’itué à l’inlini. ■ 

Et commeleS normales à la développante sovit tangentes k ledé^oppée , il s'en 
süit-que la normal au point mile In développait le C.sera-xiaoasyinploteà la déve- 
loppée D... . , • ,. .. ■ . . 

,\insi< 4“ lorsque la courbe C aura un point' luiÿ/et, au ppiat m /la -développée 
D aura la fornw indiquée (yîÿ. 153). .■ r 

El 2° lorsque la oourl^ C aura un point d’inderioa douMe au poipt m, la déve- 
Iqpijéc D aura la forme indiqace(/îÿ, 164). ... . . 

Dans le premier cas, la courbe D sera composée de deux br^hesiiUinies ayant 
même asymptote N, et le. point situé à l’infini sur l'une et l’autre branche qui 
l'oinposcnt la développée D sera le même. . . . 

Oansdp deuxième cas , les deux tranches de la cotirbe D auront.leur point situé 
à l’inJini , placé l’un à droite et. l’autre à gauche de la tangente fi- , " 

Toutes les fois (pi’one courbe C offrira un point singulier in pour letjuel le 
ravon de courbure sera nul , il est évident qne la développée D, de cette courbe 
C, passera par lé point m. . • , . 

Dés lors. ■ , _ • . ^ . V . 

4” Lorsque la courbe C a-wi point -de rebrôusêement de première espèce en' un point 
m , la courbe D ojfi’e en ce point m une forme convexe. ■ ‘ ' 
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5* Lorsque ia couréê C a wi poiM de rebroiutsemeHl de drujdéme eefttce en m point 

m ; fti tourbe D offre en ce point m , an point de rebrouenement de deuxiime espèce. 

• 

6" Lorsque la courbe C a «« point d'injlexion simple en un point n> , la courbe I) offre 
en ce point m, un point d'inflexion simple. 

Il, suffit de jelcr les yeux sur les (yîÿ. 155, 156, ■167)'. ' 

Lorsqu’un^ ceurbe C est telle quelle a quatre sommets comme l’ellipse par 
exemple {flg. 158), alors la développée C olTrira quatre points de rebroussement 
de première espèce. , ' ' • 

Cette développée D , ayant une infinité de développantes , on peut (Jig. 159 ) 
enrouler un fil sur la .branche ont, ce fil étant fixé au point o et en le déroulant 
le point m décrira la courbe me; en enroulant le fil sur la branche o m, ce (il étant 
fixé au point o', le point m en déroulant le (il décrira la courbe mc\, ^ 

. Les deux arcs nie et me' forment une même courbe CC' qui a pogr-développéc la 
courbe BD', 'et l’on reproduit ainsi une courbe qui a au q>oint m un poiiit.n^u.. 
Ainsi: .. • . 

7* Lorsque lù courbe C a un point aigu en un point m , sa développée D passe pur ce 
point m et offre en ce point w un point de rebrpussement de première espèce:" 

Il est évident d’après la'constrnction'de là développée et. la nia mère 'dont la 
développée peut reproduire la développante , que si la développante ‘a un po'iut 
asymptote m, à ce point w correspondra sur la déVehqi^e un point ositué .-l l’in- 
lini et lequel sera un point asymptote de h> dévelo|)pée.^ 

Ainsi : " \ 

8° la développante C ayant un point asymptote situé à distance finie, ta déve- 
loppée D a un point asymptote situé A l’infini. - ■ 

Nous avons vu précédemment que l’dnalyse seule pouvait démontrer l'exuiteucr 
pour certaines courbes planes ,.d’un point d'arn^t , ot .qu'op pouvait pur la géomé- 
trie descripüve conclure de l’existcnoe du point d’arrêt, l’existence do certaines 
courbes composée d’une branche .inlinie, ayant une asymptote à l'un des .ircs 
seulement de celle branche. Or, l'bn sait que l’ancUyse démontré que pour ecr- 
taines courbos / il existe en elTet un point ifarrdt. 

En ce point d’orret la Courbe pourra avoir un rayon de courbure’nu/. Ç’estee 
que l'on peut démontrerpar la méthode des projeciions. 

Et en eilet : ,■ ' ■ ' 

Concevons sur le plan liorizontal deux courbes C et Ç, ayant un point d'arrêt, . 
la première au (xiint m etla seconde au point m,, prenons dans l'espace deux points 
»et*. pour sommets do deux cônes ayant respectivement pour bases les courbes 
ti et C.. ... •• • 
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?(ous pourrons toujours prendre lespoinlsset i, d^ns une-.poaition telle que la 
droite qui Jes unit perce le plan horizontal en un point p situé sur la droite qui 
unit les points m et »i,. * 

Et telle encore qn’ayant transporté le cône («,, C,) parallèlement à" lui'^-méine 
jusqu’à ce que son sommet «.coïncide avec le' sommet *, la courlie intersection 
de latidavellc position du c6ne («, , C.) par le plan horizontal soit une côurite 
C. passant par le'poipt m et ayant ch ce point’m un point d’orrct. 

Dès lors, la courlie intersection des deux cônes {«', C)et (», C.) sera formée 
<l’unc seule branche B qui 'sera infini et qui aura une asymptote A, laquelle 
droite A ne sera asymptote" qô’à l’un des deux arcs seulement qui forment "la 
branche infinie B. '• 

Cn projetant la courbe B sur un plan P perpendiculaire à l'asymptote 'A', on 
aura une courbe plànc'B* qui; aura un point d’arrer, et ce point sera celui en lequel 
le plan P coupe lâ droite A , et en ce, point la conrbe B’ aura pii rayon de 
courbure nu/ (•); • ; ■ " " • , ■ ' • ' 

Dès lorS". ' ■ ■ ■ . 

!l* ta dévetoftpie Dj if tme courbe plane. C qui à Un point darrit m et qui a en ce point 
m un raifon de courbure nul , passe aumpar ce point ra-et « aussi en ce point m un 
point d’arrêt /Jiff, iGO). • ; ...... : ~ . 

Passons maintenantàla'déEponslratioD delexi^tence, sur uoc courbe plan^, des 
trois points singuliers, sayoif : points l't.d’nrrrt.^a'’ de rel>rauM«iu«jii de, pretpière 
espèce , 3° de rebraussement de deuxième espèce j pour lesquels le rayon de courbure 
est infini. • , . 

XII. Une courbe plane G peut avoir un point d’àrrét pour lequel te ragên de courbure 
est infini. 

D'après Ce que noue avons dit ci-rlessus," il existe des courbes. D tôl ), 
formées d’une seule branche infinie et^ayant uiie asymptoteN, qui n'est asymptote 
qu’en un à;ul point O {situé à Vinfini) de la branche infinie B._" ' ' 

Dès lors , considérant cette coiirbe D comme une développée 'nous ifôuveroiis 
pour développante une courlie Ç ayant uii point d’nrr^i en m, et ayaht en ce point 
m .un rayon de courbure in/ÎBû ' \ ' '' •. 

XIII. Une courbe plane C peut ateir un point de rebroussement de pretnière. espèce 

pour lequel le raifon de courbure est infini. ' ' ■' • ■ 


*) f'oir ce qui > éi« dit au tujet <lu point ai/U , pege (13 de oc chapitre. 
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D'après ce-qiri a été dit oi-dessus, on sait qae l-’on peut obtenir une courbe D 
{fig. 46* ) composée d'une seule brandie infinie dont les deux arcs oot une-mème 
asymptote N , les points O situés à l’Infini étant à une distance infinie l’un de 
l’autre (octte distance étant comptée sur la droite N). 

Si l’on considère celte courbe D comme une développée , on obtiendra pour sa 
(iévcloppanic une courbe C offrant un point m de rebroutsement et de première 
etpèce; ce point m sera situé sur l’asymptote N , et en ce point m la courbe C 
aura un rayon de courbure infini. 

XIV. Une courbe plane C peut avoir un point de rebrouttement de deuxième espèce 
pour lequel lerdyon de' courbure est infini. 

On sait que l’on peut obtenir (fig. 163) une courbe D composée d’une seule 
branche infinie , ayant ntae seule asymptoie N , et les points o situés à l’infini étant 
siqierposés. 

Dès lors, regardant la Courbe D comme une développée, oh obtiendra pour sa 
développante une tourbe C offrant un point de rebroiutement de deuxième 
etpèce; ce point m sera situé sdr l’asymptote A et en ce ^ialm' la courbe C aura 
un trayon de courbure in/m. ■ • . , * ’ - . ’ • ■ - • " 

XV. Une courbe plane peut avoir un pmnt de rebrouatenient de seconde espèce pour 
lequel te roydn de courbure a une valeur finie. 

Concevons une courbe ( D , D') ayant au point o un rebroussement de seconde 
espèce et ayant la droite N pour tangente en m (fig. 164).- 

Si l’on considère la courbe ( D, D') comme une développée, on pourra toujours, 
en considérant un fil tondu suivant la droite N et fixé en osur la courbe (D, D' ) , 
enrouler, ce fil sur l’une et l’autre brancbeD et D', et un point m de oe fil décrira 
une courbe ( C,.C') qui offrira en m un point de rebrousHmeat de seconde espèce. ' 

Dans ce qui précède nous avons, démontré f^dstenoe des ouzepremiers points 
singiuVieTS pour .une courbe plane, en considérant cette courbe plane eorame la 
projection d’uné courbe à double courbim; ; et la seule hypothèse que nous ayons 
faite et dont nous avons démontré 4a réalité,. OU, en d’autres termes, l’exactitude, 
c’est qu’une courbe à double courbure. pouvait avoir, en un de ses pointant, un 
rayon de courbuK infini , ou, en d’autres termes, avoir en ce point m deux élé- 
ments rectilignes successiCsen Ugne droite , ou , en d’autres termes encore, avoir 
en ce point m un contact du second ordre avec sa tangente. 

El existence des quatre derniers points singuliers poqr une courbe plane a 
été démontiée, en se servant de la développée de cette courbe, plane.' - . 

Voyons, maintenant, en passant de ce qui est sur le plan àec.qui peut être 

5» 
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dans i’e$pace, et ainsi de la courbe plane C* à la courbe à-double courbure C^nt 
la courbe C‘ peut toujours être supposée la projection , quel genre d'inflexion la 
courbe à double courbure doit présenter en un point, lorsque ce point se pro- 
jette sur la courbe plane en l'un des quatre dernierè points singulier* que nous' 
avons examinés ci-de98us,n“ XII, Xlll, XIV et XV. .... 


§ IV. . r • 

D’après la théorie des infiniment petia exposée ci-dessus , on peut dire : . 

I* Étant donnée une courbe C à double courbure ,. si l’on projette ortbogoqa- 
lenient cette courbe sur un plan horixoqtal U , on aura une courbe plane C‘. 

Les points successifs et infiniment voisins m, m', m", m'", de la courbe. C. 

seprojetlerootsurla courbe C‘cn des poinU m\ m'*, w"‘, m'"*, qui seront 

aussi des points successifs et infiniment voisins de la courbe plane C*. 

3° Les tangentes de la' courbe C se projetteront sur le. plan Hsuixaat des tan- 
gentes à la courbe C*; et les projections des tangentes suoceasives^e la courbe C 
seront des tangentes successives pour la courbe C*. 

3' Deux tangentes successives 9 et 9' de la courbe C se coupent en un point m 
de cette courbe C , dès lors les projections 9* et 0'* de ces tangentes 9 et 6" se cou- 
peront en un point m* qui appartiendra à la courbe plane t*,.et ce point m^serala 
projection du point m de la courbe à double courbure- C. ' 

Cela posé : . ■ 

I-es tangentes S* et 9 ‘ comprendront entre elles un angle qui ne sera mil qu'au- 
lantou -1“ que ces deux droites 0* et 9'* seront superposées , qu’autant dés lors que 
les tangentes 9 et 9' à la courbe G seront situées dans un'plan O perpendiculaire 
au -plan H de projection , ou 2* que cea-deux droites 6* et 9'*s«av>nt [>arallèles.~ 

Dans le premier sas; la courbe C* àura au point m‘ un contact du secomd ordhc 
avec sa tangente. ■ - 

Dans le.dcuxièffiocas î la courbe C* auTale péintm* situé à l’inflni-etla tangente 
5* sera une asymptote de celte courbe C*. • , . 

Le plan O passant par deux tangentes successives de la courbe C , ne sem autre 

que le plan esculateur au point m à celte courbe €.' ^ 

Mais il Ibut distinguer deux cas de superposition pour les droites 9* et O*. i 

D abord, celui où l'on ne considère que le» parties des tangentes 9 et 6' qui 
apiiarticnacnt à- une des deux nappes bu tttpériewreoxi inférieure de la sorlàce déve- 
lopiiable 2 dont la courbe C est l'arête de rebroussement. - ’ 
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/Üon ces partie* des tangentes 9 et 9' se snperposent réetlcment, elles ne se 
placent pas bout à bout sur une même ligne droite. ' 

Ensuite, le cas où l'on considère pour la tangente 9 sa partie appartenant à l'une 
des nappes, la »up<Ticure( par exemple) de la surface 2 et pour la tangente 6', sa 
partie appartenant à la nappe inférieure ■àe]a surface 2, alors les projections sur 
le plan II de ces parties considérées sur les tangentes 9 et 9', se placeront bout à 
bout surnne même ligne droite. ‘ ’ 

Lorsque Von donne une courbe à double courbure C et qu’on la regarde comme 
engendrée par le mouvement de translation d’un point ,bn peut toujours supposer 
que le point mobile s’est mû sur cette courbe C, dans un sais ou en sens con- 
traire. 

De sorte, que si l’on prend deux joints snceessifs et inGnimcnt voisins m et m' 
sur h) courbe C et que l’on mène perpendiculairement à l’élément rectiligne 
mm' le plan normal N, ee plan divisera la courbe fi en deux arcs ê et J' qui se 
souderont l'un à l'autre par l’élément mm', et l'on pourra supposer que la courbe 
C est engendrée par deux mobiles placés l’un en m et l’autre on m' et aaarchant en 
sens inverse l'un de l’antre , pour parcourir le prenûcr l'are 9 et le second 
l’are ÿ. . • ' , 

Et imaginant lespo'mts succéssifs m', m", m"‘, de l’arc d' et les points suc- 
cessifs 10 , m,’, m,", de l'arc 3 , lorsque nous ménwons une tangente au point 

m* de 3', nous considérerons seulement la partie de cette tangente qui est lo 
prolongement de l’élément rectiligne m'm" du cûté du'point m", prolongement qui 
appartient à la-nàt)>J)« supérieure de lo surface développable 2 dont la courbe C est 
l'arête de' rebrousseirient et forsqnè nous mènerons une tangente au point m,' 
de la courbe 3 , nous considérerons sculeipent la partie de cette tangente qui est le 
prolougemcnt de l'élémept rectiligne du cûté du point m", prolongement 
qui appartient à la nappe inférieure de la surface 2., . 

5* Sil’onaunesurfacegauehs.ÿctqual’oamènc uitcylindreK tangent à Cette 
surface 9 suivant une courbe X; si l’on coupe ce cylindre K par un plan U per- 
pendiculaire à ses généi^trices droites, on aura une courbe X*qui sera sur le 
plan U la projection ortltpgonale de la courbe X.; . , 

Les génératrices droites successives et infiniment voisines G., G', G", G'", 

do la surfoce réglée ♦ se projetteront sur le plan H suivant des droites G*, G"* , 
G"\ G"'\...., qui seront les Ungentes successives et infiniment voisines delà 
courbe X*. ' , - ‘ ' ' _ " ' " 

droites G*, G'^, G"‘, G'"*, se couperont deux à deux et successivement 
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en des points qui seront les points successifs el^ttfiniment voisins de la courbe >.*. 

Ainsi G* coupera G'* en un "point w'* ' • ' 

G-* _ G"‘ - m"* • • , 

G*» _ G"* — «r* . • ;- 

Etainsi'de suite. 

Et les pointa m'*, m"\ m'"‘ seront les points successifs et înGniment voi- 
sins (le la courbe X*. . • 

Lors donc 1* que deux 'génératrices successives G et G' de ta surface réglée <ÿ $c 
prpjettcront sur le plan H suivant deUx droites G‘ et G'* parallèles entre elles, 
ces deux droites G^ et G'* seront successives et infiniment voishies et se couperont 
en un point situé à l'inflni et qui appartiendra ù la courbe X*. 

La courbe X* aura donc une branche* infinie et aura pour asymptote hi 
droite G*. . • ‘ ’ 

Étant donnée une surface gauche 9 on peut toujours donner au plan H et par 
suite au cylindre Kdes positions telles que ce que nous venons de dir.c puisse 
avoir lieu et en effet : • ■ - .« - 

Une suriàce gauche étantunc surface réglée telle que deux génératrices droites 
successives ne se coupent pas , on pourra toujours, étant données deux généra- 
trioes droites successives G et G' do la surface 9, faire passer, par G un plan L et 
par G' un plan L', de telle manière que ces deux plans soient parallèles entre eux ; 
ensuite menant up plan U perpendiculaire i ces deux plans L cl L', le cylindre 
K aura ses génératrices perpendicuiaifes au plan H. 

Dès lors, le cylindre K, ainsi construit, touchera la surface <t> suivant une 
courbe X dont U projection X‘ sur le plan H aura pdûr asymptote la droite G‘ pro- 
jection de la droite .G sur le même plan H. 

Lors donc 2’ que deux génératrices successives G et G' de la sur Ace réglée <t> se 
projetteront sur le plan H suivant deux droites Ç‘et G'*^ superposées et né feisanl 
alor$ qu’une seule et même déoité G‘, atois il ést évident que les trois points suc- 
cessifs m , m, m'' de la courbe C se projetteront sur le plan H suivant (rois points 
m*, m'*, m"* en ligne'droite. ’ > 

Dans ce cas la courbe X* offrira au peint m* un rayon do courbure infiai. 

Mais dans ce cas , on peut se demander: roPiment la turface gauche 4 deprtK-elle 
être constituée tout le long de la génératrice G ? C’est ce que nous allons examiner. 

Les deux génératrices droites successives d'noc surface gauche no pouvant être 
situées dans un même plan , ce qui a été dit précédemment ne pourra avoir lieu , 
qu’autant que la surface <b sera développable tout le lotig do la génératrice G , 
car les deux droites sucoessivee G et G' ne pourront se projetoé sur le plan H 
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suivant, une seule et même droite qunutant qu’etles seront dans un même plan , 
qu’autant dès lors qu'eUcs se couperont,' ce qui est le caractère diitinctif de la 
surface développable. 

Remarquons que le plan T passant par G et l’élément rectiligy mm est tangent 
au cylindre K; que le plan T' passant par G' et l’élément rectiligne mm" est tan- 
gent. au cylindre K et que ces denx pkosT el.T'sont deux plans tangents sûcces- 
sifs'du cylindre K. Il Atudradonc, pourque les projections des droites G et G' se 
confondent, que les deux plans T et T' se confondent aussi; .par conséquent il 
fiudra que les trois points successifs m,m', m" de la courbe X soient dans un même 
[dan T, lequel sera le plan oseulateur de la courbe X au point m. 

6* Étant donnée une courbe à double eourbure C , on peut en chacun de ses 

points successifs et infiniment.'voisins ; m, m',- m", m'", JBaeoer.un plan oscu- 

lateur. . . . • ' , 

On aura donc les plans oseul^lenrs sucoessifs- . . 

O passant par les points m , m' , m" . . . 

O' — m', m", m'" - , 

O" — . • m", m'", -.r - . - 

Et ainsi de suite. • . 

On peut en chacun des yioints'succêssîk de h courbe C ibenerun plan tangent 
perpendiculaire au' plan qui est oseulateur au même point; on aura- donc les 
plans tangents successifs. ■ - . • 

' T passimr par lés points ' "m et m' ' 


X 

' ' . ■- 
Et ainsi de suhe. 


m et m 
'm" ct.rti" 




On peut en chacun des poinlasuQce^i&.de la courbe C mener un plan normal ; 
on aura donc les plans Dormètfx sdêceiSj'rs. • ' 

N perpendiculaire au ptmt m. à l’élément rectiligne mm'' ' 

N'.,. , ‘ m'm* ' ' 

N '' f*' ' '' ' • ‘ ^ J * . ' ’ » «f 

Et ainû de suite. 

Les plans O, T et N se couperohl deux àr deux; sgivant trois droite igeciangu- 
lairesegtre elles. .r v , •. , , 

Sasoir;.,... ... -v ..-i: 

4* Q et'T suivant une dsoité ( tangenâ en mâ h.coutbe Ç j O' et X' MÎvaax une 
droiiêé' uageiile en m'.i la .ooupba-G .y. •> .-.f .... , r ■ , 

Et ainai deauite. ’ • •••i* • ». i • 
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Les droites 4 , 9', 4", seront les tangentes suéeessives de- la courbe C. 

2* 0‘et N suivant une droite p'sur laviuollc sera compté le rajon de courbure de 
la courbe C au point m. ‘ 

O' et N' suivant une droite etc. ; 

El ainsi de suite.' ' • 

Les droites p, p', p", seront les directions des rayons de courbure succes- 
sifs de la courbe C. ■■ ' 

.T T et N suivant une droite Z passant par le poiiit m 
'■ ‘ V et N' suivant une droite Z' passant -par le point m'; 

El ainsi .de suite. ' ' ■. ■ ' 

Cete posé : 

Toutes les tangentes 9, 9', 9" formeront une surfece gauche A, ; et toutes 

les droites Z, Z', Z" formeront une surface gauche A. 

Les deux surfaces A, et A se couperont rcctangulairement entre «Iles suivant lu 
courbe à double courbure C. v 

Cela pos<> : 

Imaginons dans l’espace une courbe à double courbure X. 

Considérons les points successifs m,m, m", m'*, de cetto courbe X, et au 

point m construisons le plan osculaleur O de cette courbe X, le plan aorinal N et 
leplan langent T perpendiculaire au rayon de courbure p de celte oouvLc X pour 
ce même point m. ' 

Les deux plans N et O se couporonl' suivant le rayon de conrburc p. 

N et T suivant la tangente 9 en m à la courbe X. ' 

O et T suivant la droite Z qui sera une des nermales de la 
courbe X pour le point m. . - . • 

Cela dit : _ - • ^ . 

Projetons la courbe X sur le plan N { pris pour plan horizontal de projection ) 
nous auron.s la courbe X*. . - , ' - ' 

Concevonsensu itc pour la courlte X, les plans osculateurs successif O, O', O", 

et les plans normaux successifs N , N', N", et les plans tangents successifs T, 

T', T". ■ 

Nous aurons les rayons de’ courbure successifs p, p',.p",...'.. les normales suc - 
cessivesZ , Z', Z", Bt les langentes'sncCessives 9, 9', 9",..... à la courbe X.' 

T*ar chacune des tangentes successives 9 > 9^ 9",...;. de h courbé X, menons un 
plan P perpendiculaire au plan N sur lequel la courbeXse projette en la courbe X*. 

Nous aurons une suite de plans P, P*, P", P"',. .'..'.'et nous supposerons que li* 
premier plan P qui passe par la tangente 9 menée au premier point m' de la 
«tourbe X , se confond avec le plan T ; hypothèse que rien n'empêche d’admettre. 
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plaas P, P', P"« Mfom le» plape tangent» succseseifs du cylindre K i|ui 

projette Bur le plan N la courbe- X e» la courbe XV > > 

Le plan P étant un pian langent à la courbe X au point m , si par ce point m on 
mène une droite G perpendiculaire à ce plan P , celle droite G sera normale .à lu 
courbe X et sera dés lors située dans le plan N normal au point m à cette oourbeX. 

CooccTong une suite de droites G, G', G", G'",,:., menées respectiremcnl per- 
pendiculaires aux plans P , P'> P "> P'"> ci en les points respectifs , »i , m, tn’\ 

m"', de la courbe X. j . 

Cos droites G , G', G", étant perpendiculaires aux plans P, P', P'^ se 

projetteront sur le plan N en des droites G‘, G'*, G"*, qui seront perpendiculaires 
aux traces sur le plan N des plans P, P', P'',., v mais comme ces plans P, P', 

P", projettent orthogonalement sur le plan N, les tangentes 0,9',0", de 

la cOurbe X, il s’ensuit: . .. 

Que les droites G* et 9*, G'* et 9'*, G"* et 9"* seront perpendiculaires entre 
elles. . ' ' 

Par conséquent les droites G*, G-'*, G"*, seront -dos normales à la courlK- 

X*, elles envelopperont donc comme tangentes la développée O de la courbe X*. 

Les droites G, G', G", G'", formeront une surface gauche iji, et compte les 

droites G, G', G", sont parallèles au plan N, cç plan N sera le plan directeur 

de la surface ij/. ■ 

Avant. d'ellcr plus loin nous devons faiyc remarquer que nous avons dit, lorsque 
nous avons examiné les points iinyu/irr» d'une courbe plane, que la courbe X 
fiouvail se projeter sur uu plan H (passant par son rayon de courbure p) suivant 
une courbe X* ayant* au point ni (par lequel on a mené' ce 'plan H), ou V la 
droite Z, (intersection du plan fl ët du plan T tangent à la courbe cl perpeii- 
diculaireà p) pour tangente et la droite p pour normale, ou 2* la droite Z (inter- 
section'du plan H , qui o'esiautre dans ce cas que.le plan nôrnial N', et du plan T ) 
pour aorlnalo et la droite P pour -tangente. ' 

Dans le premier caaV le rayon de courbure au |x>int m de la courbe X* est fini , 
paroe-qu'alorS la méthode des projeetions-n'esi pas en délaut, puisque lorsqire Ton 
considère les projections de la courbe X et de son cercle osculateur r an point m, 
<« Cercle r SC projette sur le pian H (qui est edtiique dans ee cas au plan oscii- 
lateurO) suivant une ellipae. - • r- ■ 

Mais dans le deuxième cas , la méthode des projections esten défaut, puistpie la 
droite p n'est plus normale, mais tangente en m à la courbe X*, -le plan D étant 
dans CO nas supposé être le plan N normal au point m à- la courbe X. 

Dans ce second cas , que npus supposerons exister pour la courbeX*, en vertu 
d'unncenainenmnièred’élr&cle celte epurbèx, mus devrons, puisque les réle$(pour 
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le point m )wnf intervertis entre fai normale et l&<aiiÿ«Bi«, prendre pour les deux 
premiers plans sueceesifs P et P', le plan osenlateor O et pour le* deux premières 
droites successives G et G' nous devrons prendre, savoir t pour G passant par 
le point m la droite Z et pour G' passant par' le point m' une droite Z' parallèle 
à Z , et la projection de la droite Z' sur le plan N se confondra avec la droite Z. 
-En sorte que les normales successives de la courbe i*, seront les droites Z, 

G"*, G'"*, en remarquant que les deux premiers points successifs m et m' de 

la courbe 3i se projettent sur le plan N on un seul et même-point qui n’est autre 
que le point m. . ~ ■ 

Cela posé : . - 

Concevons une courbe à double coürbure C et désignons parni, m, m , rt , 
ses points snceessifs et infiniment voisins. - . 

Prenons le plan N normal à la courbe C au point m. 

Nous avons en ni ' la droite Z ’ ■ 

en m' la droite G' 

en m". la droite G'' - “ ' • ' ' 

.■ eti m’" la droite G"' ' ' • 

Et ainsi de suite. 

Et toutes ces droites seront parallèles au plan N. , , 

• Cela posé; ■ _ . , 

’ 1* Concevons le plan'O oscnialeur en m à lit courbe C, ce plan contenant dès 
lors les trois points successifs m , m', m" de la courbe C. 

La droite G' sera perpendiculaire i l'élément rectiligne m’m" 

La droite G", sera perpendiculaire à l'élément rectiligne 

La" droite- G sera perpendiculaire' à l’élémeDt ractirigne ra"W .... . 

' Dès lors la droite G'sera le seule qui sera perpendiculaire an plan O, -les deux 
autres droites G" et G'" seront obliques è ce plan O. - - ■ . 

Nous pourcons donc en làisani mouvoir sur, les trois droites G^ G", G".' une 
droite Y, engendre!- un .p^boloide hyperboliquè 2, oseulateur à la surface 
gauche 2 tout le long de G'. > , - • . . . 

Désiorsyen construisant un cylindre K, tangent au paraboloïde 2, , les géné- 
ratrices de K, étant perpendiculaires au plan N , ce cylindre K, touebora ce para- 
boloïde 2, suivant une parabole Lf qui aura un contact du second ordre avec la 

courbeÀ, contact de la surface réglée 2 et du cylindre K. ; < • 

Or, les courbesX et X, se projetteront sur.lè plan N suivant deux courir X‘ et X* 
qui auront néoessairement an point n un contact du second ordre- - 
. Ces deux courbes X*ut X.‘ aurontdojoe au point m ntéme rayon, de, courbure; 


Digiti-îed by Google 


— 433 — 


or, le rayon de courbure de a une valeur finie pour le point m , donc 
la courbe / aura an point m un rayon de oourbure qu' sera fini, ou en d’autres 
termes qui ne sera ni nul ni infini. 

2'PourqueladroiléG"soil parallèle à ladroileG', il faudra que l'élément recti- 
ligne m"m"’ soit dans le plan O; il faudra donc dans ce cas que le plan O ait un 
contact du troisième ordre avec la courbe à double courbure G et au point m. 

Si G' et G" sont parallèles , elles se projetteront sur le plan N suivant deux 
droites Z et G"* qui seront parallèles et qui se coupant dès lors à l’infîni nous 
indiquent que la droite Z sera atyntpiote à la développée de la courbe X*; dans ce 
cas la courbe X* aura donc un rayon de courbure tn/!ni'pourle point m. 

Dans ce qüe nous venons de dire, nous avons eu égard à la relation de position 
qui pouvait exister au point m énlre la courbe à double courbarè C et «on plap 
osculateûr O ep ce point m. ' . . ■ • 

Or, il est évident que cette relation doit avoir une influenoe sur les rétuüau 
géométriquet, en effet : . , ‘ 

Mous savons que la courbe C ne peutaffeoter quedeuxinanières d'ètre par rap- 
port à son plan osculateûr 0-en le point m. 

1* Cette courbe G peut être- située (avant et après le point m) d'un mèmecétè 
du plan O.. ' 

2" Cette cour^ C peut être située , avant le point m , au-desstis du plan O et 
après le point m au-dessous du plan O, ou vire versd. - 

Dans le premier cas, nous avons vu précédemment que la courbe C se proje- 
tait, sur Son plan normal ^ mené au point m, suivant une courbe offrant au 
point m un point de reàrousientent de'secoade espèce. ' • ' ' ' ' - 

Dans le .deuxième cas, nous avons aussi vu précédemment .que la courbe C se 
projetait , sur son plan normal N mené au point ni , -suivant une courbe offrant au 
point ni un point de re^roussemênt de première espace. 

Et -nous avons aussi vu que ces- points de rebroussement ne pouvaient exister 
qu’autant que la courbe à double courbure C était située avant et après le point 
md’un même cété.'par rapport au plan f, qui passant par la tangente 8 à cette 
courbe Cpourle point ni, était (ce plan .T ) perpendiculaire au plan osculaieur O. 

'Et noos avons encore va que si la courbe à double courbuee C était, avant le 
point m, située ù droite du plan T ét après. le point m située à gsuebe de ce plan 
T ( ou vice versâ), la courbe C projection de là courbe C sur son plan normal N , 
offrait au point m un point d'infleMon si la courbe C était avant le poiqt m.au- 
dessus-de son plan oseulatcur O (en ce point m) pt après ce-point-m au-dessous de 
ce plan O V et <|ue (a coilrbc C' offrait.au point m un •point; aigu, si ia^eourbe C 

■ 55 
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ciait avant et après le ppinx m au^essus ou au-dessous de son plan osculateur O 
en ce point m. ’ '■ • ■ 

Rappeluiis-nous, aussi, que par la considération de la dévetoppde ü d'une 
laturbc plane X, nous avons reconnu que : 

, V Si la courbe'X a en un de ses points m un point de'reéroiusemeiK de première 
eitpèce, elle peut avoir en ce point tn un rajon de courbure nul ou infini , mais 
Jamais fini. 

2" Si la courbe X a en un de ses points m, un point de rebrouteement de 
seconde espèce, elle peut avoir en ce point mun rayon de courbure nul ou fini ou 
infini. ' ' - ■ ' 

3* Si la courbe X a en un de ses points m un point d'infiexion simple, e\[e aura 
toujours en ce point in.un rayon de courbure nul. 

4- Si la courbe X a en un de ses points m un point d’inflexion double , elle aura 
toujours en ce point m un rayon de courbure infini. 

Nous devons donc conclure que la ct)urbeC" projection do la courbe è double 
(■ourbure C sur son plan normal N, ne pourra avoir au point m un rayon- de 
courbure fini, qu’aulant que cette courbe C* offrira en ce point m un point 
(le rebroussement de seconde espèce , et qpe la courbe C eu ce point m de re- 
broussement aura un rayon de courbure fini, toutes les fois que la courbe à 

double courbure, C -aura en ce même point ni-un rayon de courbaj ejîni. 

Dans les considérations géométriques priMdemment développées, nous avons 
suppose qu’une courbe à double courbure C pouvait avoir en un de scs points m 
un contact du troisième ordre avec son plan osculateur O en ce point m ; nous 
allons justifier I exactitude de cette hypotbése et de là manière suivante : 

Nous avons vu en considérant la dévelèppée D, d’une courbe plane C’ que cette 
courl>e plane pouvait avoir en un de ses points'iin point de reèroiuwmcnr de pre- 
mière et de deuxième espèce , cl pour ce point un rayon de courbure infini , et nous 
venons de démontrer ci-dessus--que pour vue le rayon de courbure soit infitü la 
courbe à double courbure C ayant C’.pour projection, doit avoir au point m un 
contact du troisième ordre avec son plan oeçulateur; nous pouvons donc affirmer 
qu'une courbe à double courbure peut, en un de ses points avoir un. contact du 
troisième ordre ayec son plan osculateur, et par suite et dans c» cas avoir ûn 
contact du troisième ordre avec une 6ection’(«nique. 

• Nous avons vu qu une courbe à double coiirbore C pouvait avoir un rayon de 
courbure infini en un de ses' points m,- ou en d'autres avoir un contact du 

second ordre avec sa tasi^ente en ce point m. ' 

Nous avens vu aussi qu’une courbe à-doublc courbure C pouvait avoir un rayon 
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de courbure nul en un de ses points »i , et que cela avait lieu lorsque ses 
projections C° et C avaient l'une et l’autre un rayon de courbure nul en ce 
point m. 

l)ece qui précède on doit conclure ; qu'on ne peut pas prendre deux courbes 
C* etc ayant l'une un rayon de eourbure nul et l'autre un rayon de courbure 
fini pour projections d’une courbe-à double courbure C, parce que ces conditions 
sont incompatibles en projectiont. 

Nous pouvons, en nous nAumenu, énoncer ce qui suit • • • 

1* Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
nul Ou’ ôt/inien un de'aes^ints m, sa projection C sur son plan normal amjwini 
-m, aura en ee point m un rayon de courbure nul. 

2* Toutes les fois qu’une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
fini eh un-dé ses points' m , sa projection C sur son plan norttial ad pOmt m, aura 
en ce point m un'fayon de courbure/ni si cette courbe C offre'au point m un 
rebroussement de seconde espèce. 

3°' Toutes les fuis qù’ünécuijrbc à doublé courbure C a en unde ses points m un 
plan osculateur qui a avec elle et en cepoint m un contact du troisième ordre, ou 
en d'autres termes', toutcs’Ics foîs’qu’én un point vn d’une courbe à' double cour- 
bure C ou pourra conslruire une section conique ayant en ou point m un contact 
du troisième ordre avec cette courbe C, la projection C' de Ja courbe C sür son 
plan normal en m,'aura en ce point m un rayon de courbure infini. 

Nous avons vu que lorsque l’on avait upe courbe à double coubure C composée 
d’une branche inCnie étayant une asymptote A aux deux arcs composant cette 
branche infinie, td-l'on projetait oettecourbo^ sur un' plan Nlperpendioidaihe à 
l’asymptote A jét coupant oMte droite A en an point r, on- avait uné'co'urbe fermée 
C pa^ant'pa'r le point r. . . 

Ce qui précède nous permet de démontrer que la courbé _C a toujours au point 
r un rayon dccourbure'imf. ‘ ^ 

Êt en effet.: • ’ 

Désignant ppr.^ le point situéè l’infiaipurJa.oourbe C, il est évident quepour 
ce point m le. rèyon de courbure.de. la courbe C est infini^ l’asymptote A péut 
dpne. être considéré conunè.étsnt le œreJe. oscûlàleur en lé co|)ii>e .Çs . . , 

Cette courbe C sera .projetée sur tout pi^nt par da droite A suivant 
une cour^ ayant.A'ppur asymptote, ayant dès Idra.un rgyon de «ourburo «yiai 
pour son pointm situé à l’infini. >jIKi -Ui ' 

- L’asymptote. A se projetant ep-entter en,ie>pô»nl r et sur Je plan ^jj-le-rayon de 
courbure de C sera nul en,ce pointrm. v T . v ' • ‘' •• 'i'’ 
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8v. . 

' La turface du filet ie vit carré eit la seule twrfifce gauche qui jouitte de la propriété 
remarquable d’avoir en chacun de tel points des ragont de courbure égaux.- 

Désignons par 2 une surface gauche ; par 6, G', G", G"', ses génératrices droites 
successives et inTiniment voisines. 

Trois droites à distance finie ou à distance infiniment petite les unes des autres 
déterminent le mouvement d'une génératrice droite. 

Ainsi, en faisant mouvoir une droite S sur les trois génératrices successives 
G , G', G" de la surface 2 , on engendrera une surface gauche et du second ordre S 
laquelle sera osculatricc à la surface 2 tout le long de la génératrice G, puis- 
qu'elle aura en commun avec cette surface deux éléments superficiels successifs 
qui seront compris, le premier entre G et G'et le second entre G' et G". . 

On sait que : . ' . 

Si les trois droites G, G', G" sont parallèles à un plan P, la surface S sera un 
parabohnde hyperbolique. 

2’ Si les trois droites G, G', G" ne sont pas parallèles à un même plan , la sur- 
face S sera un hyperbolcdde à une nappe. 

L'on sait encorcque si l’on veut construire la surface S du second ordre osculatriee 
tout le long d'une génératrice G d’une surface réglée 2> Il faut mener en trois 
points arbitraires m, m,, m, de G les plans T, T,, T, tangents k la surface 2; chaçun 
de ces plans coupera la surface 2 suivant une courbe ^ savoir ; 


Le plan T suivant Une courbe 

y ayant en 

m une tangente 

9 

— T, . 

y,. ^ 

m, • 

S. 

— T, 

y, — . 

m, ^ 

9, 


Et en faisant mouvoir la droite G sur les trois tangentes fi, 9,, 6., on engen- 
drera la surface osculatriee demandée S. 

Cela posé : _ . . • • ■ 

1" Si l’on considère un parabolôïde hyperbolique, ôu réiparque que les 
diverses génératrices du système 9, ne coupent point toutes sous l'angle droit 
une génératrice quelconque' du système G , à moins q'ue le paraboloide né soit 
rectangulaire, c’est-i-dire n'ait ses deux plans directeurs’ perpendiculaires entre 
eux -et que,' de plus,' la génératrice G considérée ne soit celle qui passe par le 
sommet de cette surface. ’ • ' • 

Ainsi,' lorsque l'on a un paraboloide hyperbolique rectangulaire. S, si l’on 
construit le plan tangent T en son sommet ~m, ce . plan T coupc cette surface S 
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suivant-dc^ux génératrices droites G et 9 qui se coupent en ce point m sous l'angle 
<lroit et toutes les génératrices 9,, 9,, 9„ etc. du système 9 coupent la droite G sous 
l'angie droit.. 

2* Si l’on considère un hyperboloïde à une oappe S, un sait que toutes les gêné- 
ralrioes droites du système 9 ne coupent pas sous l'angle droit une génératrice 
quelconque du système G. . * 

Et en effet : • • - • 

Concevons l'hyperboloïde à une nappe et non de révolution S ; désignons son 
axe non transverse par A et sou cène asymptote par C. 

Menons un plan P perpendiculaire è l’axe A, il coupera le cène G suivant une 
ellipse E. ' ' ' ■ • • 

Désignons par o le' centre de la surfaceS ; ce point o sera le sommet du cène C. 
Considérons une génératrice droite G de la surface S , cette génératrice aura 
pour parallèle sur le cène C une droite K. 

Menons par le point o un plan Q perpendiculaire à la droite K, ce plan Q 
pourra avoir trois j^sitions spèciales rapport au ‘cône C. . 

1" Il pourra le couper 'suivant deux génératrices droites I et I'.' 

2’ Il pourra lui être tamgent suivant une généra'trice J. 

3* Il pourra ne le couper qu'en son sommet o." 

Dans le premier cas , il existera sur la Surface S dèux génératrices du système 
9 , savoir : 9 et 9' respectivement parallèles aux droites I èt r. 

Dans le deuxième cas il existera sur la surface S une sèulo génératrice 9, du 
système Opai^Uèleà ladroitc J. • 

Dans le premier cas, les droites 9 et 9' couperont la droite G sous Tangle droit. 
Dans le deuxième cas, la droite 9, coupera fa génératrice G sous l'angle droit. 

Et dans le troisième cas , il n'existera isur la surface s aucune génératrice du 
système 9 , coupant la génératrice G sous l'angle droit. ' . 

Cela posé: • . , ■ ' ’ ' 

On sait que pour un point m d'une génératriœ droite G d’une surface réglée 1, 
on peut toujours construire un paraMinie hyperbolique 0, osculateur par son 
sommet à la surface 2. • ' ' ' ’ 

Ainsi dono, pour que la surface 0 se trouve avoir au point'm des rayons dé' 
courbure maximum et minimum égaux, il faudra que ce paraboloide'O soit 
rectangulaire. • *. ■ . ' ' - 

Et pour que la sur&oe réglée 1 ait en tousUbs points m, m, , m,, ete. de sa 
génératrice droite G 'des rayons de cèurbure maximum et minimum égaux, il 
faudra que les paraboloïdes O, 0,, O,, etc. ( respectivement osculaleurs par leur 
sommeté la surface 1 étaux points m, etc.’ ) soient tous rectangulaires. 
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Dés lorfi il faudra que le» plaos (an(Kent»T, T,,>T,, etc., menés h ' la «irCice £ 
«( aux poinU m , m, , m,, etc., de la génératrice G coupent resp^tieement oette 
surface 2 suivant des courhes y , •/., y, , etc., telles que Ieui-s4angenles $ en m, 9,‘ 
en .ni,, 9, en m,, etc., coupent sous un angle droit la génératrice G. ! r- 

Et comme 9, 9., 9,, seront- les génératrices du second système de la surface 
réglée et du second ordre S , laquelle est osculatrice à 2 tout le long de (I , on voit 
que ces droites 9 , 9, , 9,, etc., élanl toutes parallélés à un même plan, formeront 
un paraboloide hyperbolique S qui sera rectangulaire. 

Ainsi la surface réglée 2 qui jouira de la propriété d’avoir en chacun de ses 
points des rayons de courbure égaux , aura nécessairement un plan directeur. 

Ainsi toutes les génératrices G , G', G", etc., de la surface 2 seront parallèles à 
un plan X. •. ..... • ,■ 

Gela posé: ■ , 

Le paraboloide osculatéur S ayant en commun avec la surface réglée 2, les trois 
génératrices G , G', G", aura pour plan directeur un, plan X. 

Dès lors, il existera parmi les- génératrices du système 9, de -ce paraboloide S 
une certaine génératrice qui sera perpendiculaire au plan X; désignonscetle droite 
par 9.. . . 

Si après avoir considéré le paraboloide S oscillateur tout le long de G, jp consi- 
dère le paraboloide S' oscuh-ucur tout le long de Q' génératrice successive de G, 
je vois que les paruboloîües S et S' auront en commun les génératrices G' et G", 
l>ar conséquent la droite 9„ s'appuiera en même temps sùrJes génératrices suco^- 
sives G, G', G", G'". , ■ ' . . . 

Et en poursuivant le même raisonnement, on voit que la surikee 2 doit avoir 
nécessairement pour directrice diTraouvement de sa génératrice droite G , une droite 
9, |>crpendiculaire à son plan directeur X. ’ 

Ainsi la surface 2 sera un conoïde. - ’ . 

Cela posé : . • ■ - • ' ... 

Lorsqu’on a doux surlaces réglées S et 2 ayant' une osculation du second ordre 
suivant une génératrice droite G , si l'bn tnène par un pointm de G un. plan quel- 
conque R, ce plaît coupera la surface S suivant une courbe 3 et la surface 2 sui- 
vant une courbe S, et ces deux Courbes 3et Saurontau moins, et nécessairemMtU, un 
contact du premmr ordre au point m. 

Par conséquent, si je mène au point rti le plan T tangent à la suriàce 2, 'ce plan 
coupera la surface 2 suivant un'^fcourbcy et la sutfaoe paraboloide S sumnt 'ÙDe 
génératrice droite et du second système 9 , et la droite 6 sera tUngente à la couriie y 
au point m. . ' - 

Or, si ron.prend une surface de filet de vu carré ( que je désigne par M^siyaDS 
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un plan ~X pour pian dirnoteur et une droite 9. perpendiculaire au plan X pour 
directrice, on sait que si l'on coupe cette surface M par un cylindre de révolution Y 
ayant 9, pour axe , la courbe X que l’on obtiendra sera une hélice. 

Considérant une génératrice droite G de la surface M , cette droite G coupera 
la courbe X en un point m, et si en ce point m on mène un plan T tangent à la 
surface M, on sait que ce plan T sera le plan o^culaleur de l’Iiélicc X; et de plus 
l’hélice X a pour tangente en m une dro'ite 9 coupant rectangulairement la 
droite G. ' " 

11 est donc évident , par ce qui précède , 'que le paraboloîde S ôsculateuf à la 
surface M tout le long de la génératrice droite G sera rectangulaire. 

Et dès lors il est démontré que la snrface du filet de vit carré jouit de la pro- 
priété d’avoir en chacun de ses points des rayons de courbure égaux (*). 

Démontrons maintenant que cette surface est la seule entre toutes les surfaces 
r^lées qui, jouisse de cette propriété remarquable. 

Nous avons vu que la surface réglée 2, pour jopir de la propriété énoncée, devait 
avoir un plan direcleur X et une droite directrice 9° per^mdicuJaire au plan X. 

Si donc nous ppuvans construire un filet de vis carré M osculaleur tout le long 
de la génératrice G à la surface donnée 1 , nous serons assuré que In surface 1 a 
des rayons de courbure égaux en chacun des [joints de sa génératrice droite G. 

Or, pour que cela ait lieu, il faut que le cylindre de. révolution Y coupe la 
surface 2 suivant une courbe y et la surface M suivant une héjita: X et la droite G 
en un point m , de telle sorte qnoles courbes y et X aient au point m une oscu- 
lation du second Ordi%. . . , 

Il faudra done, .en considérant trois génératrices successives G,. G.', G" de la 
surface 2, lesquelles couperont la courbe y, cl respectivement , en les points m , 

ta', m", il faudra donc, dis-je, que les éléments rectilignes successifs mm', m'm"de 
la courbe y lassent des angles égaux,avec la droite 9.; désignons oet angle par a. 

Lorsque nous considérerons la génératrice G' appartenant à 
la surface 2, il faudra que nous puissions construire uii filet de vis carré M'o^u- 
lateur à 2 tout le long de G'. - 

Et l'on voit que les courbes y et X' (cette courbe X' étant l’hélice iuiersoction 
du cylindre Y et de la surface M') devront être osculatrices l'une & l'auirey mais 
comme y et X' seront en effet osculatrices l’une à l’autre au point m't cl comme 


(*) Voir le BulUtH it la SotUU pkHamuUtime , iiinfin da 72 jam ISIS. 
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aussi les siu’faces M et M' auront eu commun les géDérairioes successives G' et 
G", il s’ensuit que l’élément rectiligne m"m"" successif de l’élément rectiligne 
m'm" de la courbe y devra faire avec lu droite 9, un angle qui sera encore égal 
à a* 

Par conséquent, la courbe y ne sera autre qu’une hélice tracée surle cylindre Y, 
puisque ses éléments rectilignes succesifs mm', m'm", m"m"', etc. feront tous le 
même angle « avec l’axe 9, du cylindre Y. 

Et dès lors jl se trouve démontré ..savoir : que la surface du filet de vis carré est 
la seule surface gauche qui jouisse de là propriété tf avoir en chacun de- ses points, des 
rayons de courbure maximum et minimum qui soient égaux. 

Monge essaya de résoudre la question précédente, lorsqu’il professait à l’École 
polytechnique (on peut voir les feuilles qui à cette époque furent distribuées aux 
élévcs); alors il ne parvint pas à la solution du problème; plus tard, dans un 
mémoire publié dans les actes de l’Académie des sciences, il démontra que la 
surface du fdet de vis carré jouissait de la propriété énoncée , mais il ne démontra 
point que cette surface était la seule entre les surfaces réglées qui pAt jouir de 
cette propriété remarquable. ' ' . • 

Monge, dans ses diverses recherches, employa l'analyse; depuis on a démontré 
par la géométrie descriptive que la surface du iilet de vis carré jouissait, en effet , 
de la propriété d’avoir ses rayons de couril)urü maximum cl minimum égaux (*). 

M. CxTXLAN , dans ces derniers temps , a publié dans le Journal de mathématiques 
pures et appliquées de M,. Liouvii.le, la démonstration complété du théorème, et 
cela en se servant de l’andlysé; ayant lu la démonstration de M. Catalan, il me 
sembla aussitôt que. la géométrie descriptive pouvait avoir assez de puissance pour 
résoudre aussi et complètement la question; èt je crois que la démonstration que je 
viens d’exposer .est en effet A l'abri de toute objection. " 

. Ceux qui cultivent l'analyse regardent la géométrie descriptive comme étant une 
science bornée , et avec raison , puisque la ^langue graphique ne comporte pas et ne 
peut comporter la même puissance que la langue algébrique; mais si l’on cultivait 
de nos jours la géométrie descriptive ou graplûque avec autant d’ardeur qu’on cul- 
tive l'analyse t très-certainément on serait surpris des résultats utiles et nouveaux 
que l’oli obtiendrait. 

..Sans doute, la géométrie descriptive ne comporte pas la généralité de l'analyse, 


(*) Voir l« Bultrti» ds la ' Société PhUonuOigus, icvVioc du-2} juin IMS. . ' . 
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én -ce WBS qu'elle ne peut pas dire en toutes circonstances comme cette dernière , 
il n')' aque tant. de courèesou tant de sur^cMquiiouissent de telles propriélés;car si 
dans certains cas l'analyse ne peut pas répondre aujourd'hui , ce n'est pas qu’il y 
ait en elie impuistance réelle, c'est qu'elle n'a pas encore atteint la perfection qui 
lui pernieltra de répondre un jour; mais très-certainement elle sera en état de 
répondre un jour, jarce qu’en elle esiiste virtuellement la faculté de répondre, 
et que si elle ne le peut en ce moment , c’est que les formulée au moyen des- 
(|uelles elle le |>oUrra , ne sont point encore trouvées. 

Kl toutefois , la géométrie descriptive , comme on vient de. le voir, a pu , dans la 
question précédente, atteindre à la puissance de Vanalyie, et irés-cerlainemenl 
dans l>eaucoup d'autres questions , la géométrie desertpiive atteindra à la puissance 
du Wmalyse, mais ce ne pourra être, en général, que dans les questions où il s'agira 
de la forme, ce ne pourra être que dans les problèmes de relation de pœition ; 
et je. serai bien trompe, si pour Ces problèmes elle n’avait presque toujours 
un nvantagasiir l'.onalyse , en ce sens que ses démonstrations seront plus promptes 
e1 plus 'simples, et que. les résultats seront obtenus dans des termes et sous 
dus formes jdds' rrnrnédiatemeni applicables par les ingénieurs aux travaux 
d'art, . • . . ■ , . 


Li géométrie descriptive est réellement bûmé-e, puisqu’elle ne peut atteindre, 
en général, à la solution des problèmes de relatim métrique, problèmes bien plus 
noHibrcu.\ et [dus importants sous le point de vue sCicntiiique et des applications 
<|ue les problèmes de relation de potition; mais la géométrie descriplivè peut 
,;tc(juérir toute puissance lorsqu’il s'^ira des problèmes de relation de position, 
et en ce Sens elle n'est point bornée , et les efforts qu'elle fera dans celte direction 
seront toujours ntiles.. •’ ^ ‘ 


Tei minons ce ohapitre par les Confj^éraliQns suivantes;-' 

Les anciens géomètres né purent, en vertu dw mélhodeiqu’ilsavaient inventées, 
démontrer qu'un cône n'y anC pour base uné séclion^rnhique était coupé par un 
plan ot. quelle què fût sa direction, suivant une section conique. ' ' . 

Cette question ne fut résolue que' lorsque Descartes eut exposé sa uouvtdlc 
tnéliiüde, (|ui consistait dans l'afrplication de l’algèbre à la géométrie. : • 

Lri mèthcKie de Descartes condui.sit aux propriétés des surfaces dites du second 
degré ou du second ordre, mais ce ne fut que lorsque l’algèbre eut été perfcc- 
tionnée et transformée en algèbre, infinitérinmie que l'on- démontra le théorème 
relatif au plan langent en un point d’une surface, savoir : que toutes les courbes 
tracées sur une jtMr/i/fr(quellc que soit cette surfiicc) et ie cnoisditten un même point 
ont leurs tanqentes en ce point situées dans un plan unique. 

.')6 
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Plus tard, les propriétés rdativesâ la courbure des courbes. et des surfaces 
furent découvertes au moyen de l’oiui/yM infinUé$imale, etc. , etc. 

Et cependant , si la méthode de Descartes était encore ignorée , mais si la 
médiode des projections qui constitue la géométrie descriptive que nous devons à 
Monge était connue, nous pourrions résoudre complètement la plupart des 
questions dons nous venons de parler.' 

en effet : en ne me servant que de la géométrie descriptive, j’ai démontré 
qu'un eéne ayant pour base une section conique était coupé par tout plan sui- 
vant une section conique , et j’ai établi presque toutes les propriétés des sections 
coniques sans.avoir recours i l’una/ÿse (*). 

Et c’est aussi en jie me servant que de la géométrie descriptive qu'c dans le 
chapitre >11 de cet ouvrage, je suis ci-dessus parvenu à démontrer le théorème 
relatif aa pkm tangent. 

J’espère pouvoir, l’an prochain , publier mon cours complet de géométrie 
descriptive, et j’y -démontrerai en ne me servant que des .méthodes de la 
géométrie descriptive, qu’il ne peut exister que cinq surfaces (en- mettant eA 
dehors les surfaces coniques et cylindriques) qui puissent ètre tmupccs par un 
plan , et quelle que soit sa direction , suivant une section conique. 

En sorte que les propriétés des surfaces dites du second ordre seront reconnues 
et démontrées sans avoir besoin de recourir à l’analyse. 

Ce qui vient d’èlre dit nous doit donner à penser que dans beaucoup de cas , . 
la géométrie descriptive peut être aussi puissantaque l'auatyse , et ces cas Sont ceux 
où lès problèmes proposés étant examinés de près seront reconnus être (Jes 
problèmes de relation de position, ou seront reconnus poovoir être ramenés à des 
problèmes de forme et {le position. 

Et on doit le reconnaître, laquestion du plan tangent , celle des sections planes 
d’un cène ayant pour base une section mtigue, celle des surlhccs du second 
ordre , quand il s’agit do leur, mode degénération , de leurs sections planes , de 
leurs cènes et cylindres enveloppés, etc^, etc., et aussi la question résolue dans 
ce § V, au sujet de la surfaçe du filet devis carré, "ne sont en définitive que des 
qoestions de forme èt de positiM, la géométrie descriptive doit donc pouvoir les 
résoudre et elle lés résout en ellht. • 


(') Voir mon Cours Se péomSSrie deetriplivt, BUiOgni^ié pooc Cauase dm élèra» d« l'f.cole ooutrale 
dM arts et ounitfaotares. 

'. . flN. r, .... 
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Tracé mécanique de la déreloppanU iphériqne sor la imfâce conveae d*ne sphère. ... ^ 
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Une fforfece hélicoïde conique d«velopp«b1e ou gancbeett tonjonn coopde par un cdne 
de révolution «yant même axe et même aomoiet que le cdne de rérolntion mr lequel 
est tracée l’hélice conique qui est Taréte de rebrouaaement de la surfaee dévclofq»able 


ou l’hélice conique directrice de la surface gauche, Buivaat une hélice conique. ... 30 

lie l’intersection complète de l’hélicoïde conique gauche x et d’un cdne B’ concentrique au 
. côue B sur lequel eet tracée l’hélice conique E directrice de la surface X 38 


Théorème. Une surface hélicoïde conique gauche X est coupée par on plan Q paasant par 
le sommet a et perpendiculaire à l’axe X d’un cdoc B sur lequel est tracée l’hélice * 


conique E de la surface x , suivant deux portions finies de droites , s’arrêtant an^laire* 

• ment à un même point 41 

De rintersection complète d’une surface hélicoïde conique développabte X par on câne B' 
concentrique au cône B sur lequel est tracée 1*hélice E , arête de rebroussement de la 

» surface X. 4? 

De l’rateraection de la surface bélicoïde conique gauche x par le cène B' lorsque le rayon 
de la sphère .S est plus grand ou plus petit que le rayon de l'hélice conique E ou égal à ce 

• rayon. 44 

De la construction de Is tangente en un point de la développante sphérique. .... 47 

De la coDslruotioR de la tangente en un point de la développante sphérique rallongée on 

raccourcie/ • 48 

De la construction de la tangente en un point de la développante héUco*sphénqae rallongée 

ou raccourcie 49 

Problème. Par deux hélices coniques , faire paaser une surface hélicoïdale 49 

% Jll.~ L’hélicoVde gauche rectangulaire (gnrface de filet de vis carrée) jouit de la propriété 
remarquable d’être coupée suivant une hélice par tons le» cylindres de révolution que l’on 
peut faire passer par M directrice droite ^2 


CHAPITRE 11. 


spiaaLE LOGARirasierE.» spiaAra BYPtaaoLtotis. ~ sPiaALS p’*acmMtoR. 


1* De la spirale logarithmique. . . . 

$ 1**. — Exis(e>l>il une courbe polaire qui ebupe. sous un angle constant chacun de ses rayons 

vecteurs ? 57 

$ II.—. I. Le plan Q paasant par lo-sommet du cène B ef pet^ndicnlaire à Taxé Y de ce cène , 
coupe la surface développable x qui a pour arête de rebronseement la spirale loga- 
rithmique conique A, suivant une courbe qui est identique à la spirale logarithmique 
plane projection de la courbe A sur un plan P parallèle an plan Q. ..... 8b 

II. La développée d’une spirale logarithinique plane cal une spirale logarithmique^ 

identique à la courbe donnée et les deux courbes ont même pèle. ... - 81 

III. Des propriétés dont joaissent les diverses développantes d’une spirale logarithmique 

plane 82 

IV. AecUficaiion d’un arc de spirale logarithmique plane. . . • 83 
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V. Consiruclion de U Umgente en un point d*uneip«rale logeriLbnûque plane loraqn’on 

ignore soua qnel angle la courbe coupe cm rayons vecteurs (>4 

VI. Étant donnée une spirale logarithmique coupant ses rayons recteurs sons un angle 

connu , construire 1a déreloppée de celle courbe , on ^ eu d’autres termes , oonstrnire 
pour un point de la spirale son rayon de courbure. 

Vil. Étant donnés nne spirale logarithmique plane et l'angle sous lequel elle coapc ses 
divers rayons recteurs, construire l'angle dont il faudrait faille tourner oetie courbe 
autour de son pâle, pour la superposer sur sa développée 65 

VIII. Dans la spirale logarithmique plane, les accroissements des arcs sont proportionnels 

anx accroissements des rayons recteon ^ 65 

IX. Des propriétés dont jouiswnt les développantes de la développante (Tnne spirale 

logarithmique plane 66 

Problème. Rectification d'un arc ox* do la courbe y ' . . 67 

X. De quelques propriétés de la spirale logarithmique conique 68 

Construction dn rayon de courbure de la ^iralc logarilhmtqueconique. .... 69 

XII. De 1a courbe qui, tracée snr on cône quelconque, conpe sons un angle constant les 

génératricea de ce cône. 71 

XIII. Étant tracée sur un cône à directrice arUtrairela oonrbe qui coupe soiis nn angle 

constant les diverses géDéritrioes droites de oe cône , on demande de cbostruîre le 
rayon de conrbare en on point de cette spirale. 72 

2* De la spirale hyperbolique 75 

!•*. — La spirale byperboliqneestia aoctkm d'un cône ayantson sommetsur Taxe d'un cylindre 
de révolution et pour directrice une hélice tracée sur ce cylindre , par on |^an perpen- 
diculaire à l’axe du cylindre 77 

$ II. <—Dea diverses propriétés géométriques de la spirale hyperbolique. .......... 78 

I. La spirale hyperbolique a un point asymptote 78 

II. La spirale hyperbolique a une droite asymptote 79 

Ul. La spirale hyperbolique est compoaée de deux branches symétriques ayant mime 

point asymptote et même droite asymptote 80 

iV. Dans la spirale hyperbolique, la sous-tangentc est constante. ....... 80 

V. Le cône hélicoïdal est conpë par des cylindres concentriques snivant des hélices ayant 

tontes même uicIinaîsQB. % * • * * 

VI. Une spirale hyperbolique étant dooDée, construire la tangente en un de ses points. 8.1 
Vil, Étant donnés une droite T et nn p(^t ^ sur cette droite et un point o hors de la 

droite T, oonatroire la spinale hyperbolique passant par Je point d, ayant le point o 
pourpoint asymptote et la droite T popr tangente an pointé 84 


Théorème. Si l’cma deox cunrbea A et D tangentes l'nne à l'autre en un point m ; si l’on 
prend un point O bon de œs conrfaes et que Pem mène par ce pointu la droite om et 
une droite on. perpendsoulaire à om ; considérant om comme axe des y et on comme 
sxedesx, on pourra faransformer les cousboi'A et B en deux antres conrbes A. et B, 
en regardant le point o comme pôle oU centre commun d'une suite de cercles ayant 
pour rayons les ordonnées y des courbes A et B, et en enroulant snr chaque cercle l’ab- 
»oime X correspondante de ces mômes courbas X et B, et les courbes A, et B, seront 


tangentes l’une à l'autre au point m, tranaformé du point m. * 8< 

VIII. Etant donnés deux points et ime drqite , eonatmire U spirale hyperbolique ayant 

l'un de CCS points pour asymptote et paasant-par l'antre point et ayant ia droite pour 
tangente 84 

IX. Étant donnés trois points, construire la spirale hyperbolique passant par deux de 
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ces points et aysnl le troisrèmc pour point Mjmptote. . * 85 

X. Par nn point extiirtenr, construire la tangente à la spirele hjrperboIkpM. .... 88 

S MI. — De la spirale hyperbolique Ionique. 87 


Thforèmt. La surface développable ï qui a pour arête de rebroussement une spirale 
hyperbolique 4 est coupée par un plan Q passant par le sommet du cène de révolution 


(sur lequel la courbe 4 c*t tracée) cl perpendiculaire k l’axe de ce cône snivant un 
cercle ayant pour centre le’ sommet du cône.i êl pour rayon la sous>tangente de la 

spirale b}'perbolk]ue piano ^ projection de la courbe 4 plan Q 89 

Probiéme 1. Construire en un point m de la spirale hyperbolique 4 > plan osculateur 

de cette courbe à double’courbure. 89 

Probiéme 2. Construire le rayon de courbure en nn point d’une spirale hyperbolique 

conique 89 

Probiéme 3. Construire le rayon de courbure en un point d’une spirale hj’perboliqoe 

plane ( deux modes de solution ^ 90 

.S IV. Groupes de spirales diOerenlea 91 

$ V. Des spirales ayant une courbe asymptote 93 

3* De la apirale d’Archimède 96 

S Problème 1 . Conatmire la tangente en un point de la spirale conkfiie d’Archimède. . . 98 

Probiéme 7, Étant donnés une spirale plane d’Archimède et ton pôle ou origine , cou* 

slruirc 1a tangente en nn de scs points 99 

Théorème 1. Si Poq donne sur on plan P une spirale d’ Archimède dont l’équation toit 

^ s a ; St par son pôle S on mène une droite y perpendiculaire au plan P ; si l’on trace 

sur le plan P nn cercle ayant son centre au pôle S et son rayon égal à a; si par le 
point S on mène une droite G faisant avec Taxe y nn angle a, et que l’on fasse tourner 


la droite G autour de y, on aura un cône B de révolution et dont le demi*angle 
au sommet sera égal à « ; si l’on conçoit un cylindre A ayant pour aeclion droite la spi- 
rale >* ; et si l’on fait mouvoir une droite K parallèlement aU plan P et s’appuyant sur 
Taxe y et sur la courbe à dcHible courbure y , on anra une hélicoTde gauche z; cela 
poséf je dis que le cylindre A cl 1a surface gauche Z se couperont suivant une hdioe H 


qui coupera les génératrices droites du cylindre A aoxts un angle égal à « 99 

7'Aéoréme 2. Dans la spirale d’ Archimède la sous-normale est constante 100 


7%éoréme 3. ÉUut donnée une spirale conique d’Archimède» si eu on de ses points on 
construit le plan tangent au cône , sur lequel la courbe est tracée , et le plan normal à 
la courbe , ces deux plans sc couperont suivant une normale à la courbe, qui ira percer 
le plan mené par le sommet du cône et perpendiculairement à Taxe de ce cône » en un 

point qui sera oitoé sur un cercle ayant le aOmoiet du côoe posir sommet I08 

Probiéme 3(1'* aolnümi )< Étant donnés sur un plan une droite $ , un point m sur celte 
droite en nn point S hors de celle droite, construire U spirale d’Arehloiède ayant le 
• point $ pour pôle et passant par le point m et ayant en ce point m la droite b pour 

tangente 110 

Problème 4 . Étant donnés trois points s , m et m' (non en ligne droite) , conatmire la spi- 
rale d’Archimède passant par les deux points m et m' et ayant le point t pour pôle. . 111 

Deuxième solution du problème 3 ‘ 112 

I>e la courbe-lieu des pieds des dirersea langentea menées â la apiraie plane d’Arebimède. « 112 

Du plan oseulateur de la spérale conique d’Archimède 113 

De la spirale parabtjlique 113 

Probiéme 3. Étant donnée une spirale conique d’Ardkimède tracée sur un cône de révo- 
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lulkm , coo»truire la UngenU à celte coorbe pour le point sommet do oûne. .... lU 
Problème 6. Étant donnée une spirale conique d'Archimède tracée sur un cône de révo- 

Inlioni construire la tangente au pôle « 11& 

De la forme que doit avoir la spirale plane d’Archimède. il6 

Le rayon de coorhorc au pôle ou sommet de la spirale d’.^rchimède est nul. 117 

^ 11. ~ i« Du conoïde à courbe directrice plane 119 

2° Du conoïde à directrice à double courbure 120 

Transformation do conoïde en un cylindre 121 

I.a projection de la courbe interscctioo de la surface annulaire par le conoïde à directrice à 

double courbure est une spirale d’Archimède ( voûte d’arôte en tour rondo ) 122 

Construction de la tangente en un point delà spirale d’Archimède; 12.1 

Étant donnée une spirale d’Archimède , construire une surface annulaire et une surface 
coDoïde telles que leur intersection ( ou courbe de pénétration ) se projette soivenk un 

arc de la courbe donnée . . * * 123 

CoQstruction de la tangente en un point de la spirale tangentoïde. ........ 124 

Conslruotion de 1^ tangente au point culminant , on mieux au point multiple de la coorbe^ 
intersection d’une surface annulaire et d’une surface coootde ayant même naisaanoe et 

môme montée 12$ 

Monvelle conatmetion de la tangente à la spirale d’Archimède et à la spirale Ungentolde. . 127 

Étant donnée une spirale d’Archimède , trouver le point de cette courbe pour lequel la 

tangente et le rayon vectenr font entte eux un angle donné • . . 12g 

S III . — La spirale d’Archimède peut être considérée comme la projection horisonlale de la péné* 

tration d’une vis SainbGile* et d’un conoïde rampant 129 

IV. >> Piouvellc construction de la tangente en un point d’une spirale d’Arehimède. . . . 133 

Simplification dans la construction de la tangente . , . 134 

V. ^ Du lien géométrique des foyers deaaections elliptiques d’un conoïde droit ou oblique. . 13C 

Nouveau conoïde elliptique * 140 


Théorème. Tonte surface gauche engendrée par une droite G se mouvant parallèlement 
à un plan H en s’appuyant sur une droite Z et sur une courbe arbitraire à simple ou à 
double courbure G , est coupée par deux plana X et X' parallèles entre eux et à la direc- 
trica droite Z . fmvant deux courbes E et £\ telles que si par la droite 1 intersection du 

plan directeur H et du plan sécant X, on mène une suite de plans P, P, , P«, et par 

la courbe E ime suite de cylindres o, o, > ayant leurs généralricea droites res- 
pectivement parallèles aux plans P, P, , P,, on ponrrs toujours mener par la droite 

Z, parallèle à la droite Z et située dans le plan X , une suite de plans R , R, , R,, 

tels qu’ils coupent respectivement les cylindres a, o,, a,, suivant des courbes D, 


D,f D,y toutes identiques on superposables entre elles et la section E' 144 

G>nitructions d’un second nouveau conoïde elliptique 147 

S VI. — I. Sections elliptiques des conoYdes du genre \ 149 

H. Sections elliptiques des couoUdes du genre x ISl 

Addition an S 111 du chapitre II 1$3 
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CHAPITRE nr. 

KSSàl PS KONSi^CLATl RE CRArBIQl’C DF^ COl«IQI E.5 PLAM^ Dt‘ Ql ATrJC.Ige ET Dt TROISIEME DEISME ; 

CT E^StlTE PC L'L'TaiTC CT PC CSMPLOI PtS COI R6ES p'eRRELR 


PjCf*. 


^ I*r. — Coiutroction des nœisdsetdes points de rebroussement c|ucpeut présenter U projection 

horisontale ouferticsle de U courbe intersection de deux surfsees 

Applictttionss quelques exemples : 

1. Jmersectionde deuxsurfsees de révolution dont lesAxes se coupent . KSS 

M. Jntersccüou 1* de deux surfaces cylindriques; 2** de deux surfaces coniques; 3” d*une 

surface cylindrique et d'une surface conique ifiO 

111. Application àdenx cOnes dusecond degré 160 


il il. — Th^réme I. Par huit points , situes trois à trois dans des plans différents , on peut tou- 
jours faire passer deux surfaces coniques du second degré , ou en d'autres tenues: par 
les huit points sommets d'un octogone gsuebe ( dont, par conséquent , trois cOtés cuosé* 
ruüfs ne sont pas situes dans un même plan ) on peut toujours faire passer deux cdnrs 

du scconddegré 177 

7'Aéoréme II. Par cinq points de l'espace et une droite , on peut toujours faire passer deux 

cènes du second degré 1S4 

Ul . I. Construction du point p, de la courbe de contact C d'un cylindre P et d'une surface 
quelconque , pour lequel 1a tangente à Ia courbe de contact € n'^t autre qu'une 
génératrice droite du cylindre enveloppe P 11^8 

II. Construction do point p,de la courbe de contact C d'un cène P et d'une surface qnel- 

coitquG X, pour lequel la t ;ngente à la courbe de contact C n'est autre qu’une géné- 
ratrice droite du cène P. Ifl8 

III. Construction du point p, de la courbe de contact C , d'une surface développable Pet 
d'une surface quelconque Z, pour lequel la tangente à U courbe de contacte, n'esi 
autre qu'une génératrice droite de la surface enveloppe et développable P. . . . Ië9 

IV. btililé et emploi des courbes d'erreur 189 

Problème I. Construction de la tangente (parallèle à une droite donnée) à la projecliun 

horizontale ou verticale de la courbe-intersection de deux surfaces 189 

Problème 2. Ktant données (rois surfaces X , Z', s''; les surfaces x et se oupant suivant 
unecourbeC, les surfaces z' et x" se coupant suivant une courbe C'; on demandede 
construire le plan langent aux courbes C et C'qui sera perpendiculaire au plan hori- 


zontal ou au plan vertical de projection 192 

Problème 3. Construire sur une surface donnée Z : !• les courbes d'égale teinte réelle et 

2» les courbes d'égale teinte apparente 193 

Pro6/éma 4. ÿ'tant donnée une surface conique du second degré par les projections s^ 
et de son souunet s et par sa trace on base B sur le plan horizontal , construire Taxe 
\ de cette surface 200 
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CHAPITRE IV 


fftOBUMCS D'omus DU «CüftK DES tCUfSSB. 


ProMmf I. Omstruire ombres podêet niccessivement per te lanosar Uterrepea* 

dâol les êcIipDea do Dolei! * 

Probl^tM S. Déterminer l*hettre des phases de Pécllpse de soleil pour on llea üuoue 

sur la terre ^ • 

itant doofitte l'heure d’ooc phase , deCenuiner les lieux terrestres qui , â cette heure don- 
née, rerront U phase indiquée. • ^ • ♦ 

Trourer les équations des projections enr l'orhîte lunaire des ombres portées successiTe- 
ment par la lune sur la terre pendant une éelipse de soleil « ^ , . . . » 




CHAPITRE V 


DIX tPICTCtOÎDSS AK?rt'LAiatS 


Des épieyeloïdes à double courbure dites épicjrcloîdes annulaires. . . . 

Constmetton de la projecdoD borixontolo de Tépicyclolde annulaire. , . » 

Delà tangente en un point de répicyciofdo annulaire. . . . . 

Construction de la tangente par 1a méthode de Rnberral i 

( Premier cas). Lo muuvemcol du point générateur de Pépicyclolde étant dôcumposé en detit 
mouvements , Ton de translation et Tautre de rotation. La méthode de Roberral ne peut 

s'appliquer dans CO 

{Deuxième cas). Le mouremeat du point générateur de répioycloldc étant décomposé en 
deux mouvements de rotation. La méthodo de Bobervat peut s'appliquer dans ce cas. - 
II.~ De remploi de répicycloîde annulaire dans les mgrenages aptes à transmettre le mouve* 

ment de rotation entre deux axes non silnés dans un même plan. . 

Mourelte démonstration do théorème suivant : 

Étant données doux droites A et A* situées dans un plan , ai l'on fait passer par ces droites 
des ocmples de plans reciangnlaires ootre eux , les droites d*intersecliou de ces plans 
forment une surface coniipie qui sera coupée par tout plan perpendiculaire a la droite 

A ou à la droite A' suivant un cercle. .* . « » . . 

Nouvelle démoostratioii du iltéorême suivant : 

^ . Étant données dsua dnétcf A et .A' non situées dans nn même pian , si l'on fait pniscr par 

V ces droites des oonples de plans rectangul aires entra eux . les droites d*intMscchon do 



diculaire à la droite A. on a U droite A' suivant un mole 

^ ^ surface enitendrée par une droite s'appuyant lur trois droites est toujours conpëc par un 

ib^ ;- plan, quelle que soit sa direction, suirant une section conique , . . 

I y '' Transformatton du cdno asymptote de Phyperboloïde à une nappe en ccl hyperboloTde k une 
y/p nappe , ei par suite traosronnaüon du plan tangent au cône asymptote en un parabo* 

iV * - . ‘ loVde hyperbolique txngent a IHiyperboloTüc à une nappe 

* Transformation de l'engrenage conique dans lequel la siitface de la dent de la roue C est 

un cdiie ayant pour directrice une épiryoluîde apIWrique a et dans lequel la surface de la 
r^r ’ T ^ ' dent de la roue C' est un plan P langent au cdnc a , en un engrenage apte à trmnametlre 

y . ^ le mouTcuient de rotation uniforme entre deux axes non situés dans un nteme plan et 

* - |>our lequel la dont de la roue C, est une surface gftnche eogeodrée par une droite se 

mouvant sur trois épicycloîdes annulaires et pour lequel la dent de la rono C/ eM on pa- 

raboloTdc hyperbolique 

Transformation de IVngreuage cyllndriqne (à opieyclofde) en un engrenage hyperbo* 

luulique. 

fil lll.—l>e l'emploi d'un cercle roulant angulairomenl sur un autre cercle dans la coDstructkm 

des chemins de for » , . , . 

'■ l 'T système (système Ijiignicl ) 

r.. 7* système Csyslème Sen’cillc ) 

Prohiémr 1. La surface engendrée par une droite s'appuyant sur trois droiteS| non 

i siluces dsns un meme plan , est un hyperboloTde 4 une nsppe. . 

! Problème 3. Cooper.un edue de révolution suivant une ellipse dont les axes soicnl dans 

un rapport donné . . 

. l,\ , Faire passer par une section conique E, donnée par son tracé , un cdne de révolution dont 

l'angle au sommet soU égal à «. . . . 

? ^ . Problème 3. Par une section conique donnée par son tracé • faire passer un hyperboloTde 

' aune nappe et de révolution. ^r.. . . 

3;' - Ijuu des cercles de gorge des hyperboloTdes 4 oue nsppe et de révolution , suivent la nature 

^ “ de la section conique qui leur est commune 

Problème 4. Fosnt donnés un hyperboloTde 4 une nsppe et un point, mener par ce 
point un plan qui coupe la surface suivant une parabole dont Taxe inflm peme par ce 

point (deux soIntUwis J. 

r Problème 5. Étant données nne surface de révolntinn 2 par ton axe A et ta courbe roé- 
^ . ridienno •, et ayant construit la courbe de contact C d'un cdne a et de la surface 2» 
" snppoaaot que la courbe C est projetée sur le plan méridien passant par le sommet 
s du cdne a en une courbe C*, on demande de construire la tangente en un point quel- 


- 'l' _ - . • . • -'* 

■- ■' y‘. y' . ' ' 

- ■■ ' ■ - ■ " 

■r «ç-^SyY- :::■ ^ 

■' - -4M- -, . ■ :, 

" -■^"' p»«» 

• VIII, ~ Construetiott d’onesnitcde Ungentei « unetectiûn conique donnée pu* deux Uugentet 

i ^ •' -*f * 4^ et «M poinU de contact inr cca tangentoi cl on Iruinème point aitne dam l'angle dcâ 

~ Ungente*. . 283 

V " ■ -J, ^ . 1* Conalruction pour le cercle.* • • ■ *®*’‘ 

‘ - * lî. Construction pour rellipae. 

^ ■ 11(. Construction pour rhyperbole ^ 

5 IX. — /Voé/i*pie. fctant donnés sur un plan une droite n et deux pointa fu et H, conslmirc le 
M t,'- sommet de la parabole qui passant par les points m et n aurait la droite B pour lan> 

■ ^ (çeiite en son sommet (denx solotions) 

V r ' Tké*ifémc. Citant données tme parabole ^ et nue tangente • en un point x de cetic 

\ S ^ courbe , si par denx points m et n arbitraires de celte parabole , un fbit passer un 

cercle C tangent en un point P à la tangente 9; n du centre O dn cerde Con abaisse 
y* . une perpendiculaire sur la corde nm. conpant le cercle C en un point r, la droite rp 

J|t," -- f coupera la corde «m en un point y qui appartiendra an diamètre de la parabole qui 

; est le conjugué de la ungente 6- 

.*• ^nt donnée une section conique par cinq oondltions, constmiro par poiafs oetto 

eonrbe. 
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ICnoocés des quinte problèmes â résoudre * . 

t** — > K Lieu géométrique des points de l'espace également dtsunts de denx points duniics. « 

Il Lien géométrique des points de Petpsee également disUnts de deux plans donnés. . 
lU . lieu géométrique des {winls de Tespacc également dtsUnU de deux droites données 

(deux eu) ?!M> 

Prohlémt 1. ËUnt donnés dans Peqvace un point m et une droite D, trtmrcr surnne 
droite D (ustijettic à couper la droite D) un point X également distant et de la droite 

0 et du point m (deux constructions) * 

ProblétM 2. Étant donnés deux droites B cl D qui ne se rencontrent point dans l’espace 
et un point m sur U droite B , chercher sur cette même droite B un point x tel que ses 

distances an point m et à la dftNtc D soient égales 

Lieu des pointa de Pespace également distants : 

t" De deux droites qui se coupent. « . 

2'* De denx droites npn situées dans un même plan. ; . . . . 

IV. Lieu géométrique des points de Pespace également distants de deux plans. 

V Lieu géométrique des points de Pcspace également disUnts d'un point et d’une droite. 

VI. Lien géométrique des points de Pespace également disUnts d^ine droite etd'un plan 

(deux eu). 

Solation de chacun dos quinxe problèmes relalHs à la sphère sstisUiMnt à quatre conditions. 
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Probtémf 2. Construire le centre et le nytm d'une sphère paieant per trois points et 

Ungente à une droite y 

Prf>bl^m/f S. Cuntlmire le centre et le rayon d'une sphère passant par deux points et 


Problème 4. Construire le centre et le rayon d'une sphère paasant par un point et tan- 
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/femarfut au ujet du problème ; 

liucrire nne «phérc dan. on quadrilatère ganebe. 

Prnblime G. Conatniirc te centre et le raron d'nne aphère païunt par troi. pointa et 


Problinu 7. Conatruirelccentre elle ra^on d'uneq>hèrepuau>( pardetupoinfaietUn- 

gente à deiu plana. 

ProUénu 8. Conalmire le rentre et le rajron d'one apbére paaaant par un point et Un- 
genle i tioia plana 






Dh polyèdre dont les sommets sont les centres det boit sphères résolvant le prO' 
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ProWme 10. Construire le centre aile ra}^» de la sphère tangente à trois droites et à un 

plan. . . ; ; 

Problème 1 1 . Construire le centre et le rsyon de la sphère tangente à deux droites et à 

deux plans. 

Problème 13. Construire le centre et le rayon de U sphère tangente a une droite et à 

trois plana 

Problème 13. Constmire le centre et le rayon do la sphère paasant par deux points et . ^ 

tangente À une droite et à un plan. ...... « 3?S * ~ * 

Problème 1 1 . Construire le centre et lo rayon de la sphère passant par un point et tan- 


■èi'hy . Problème 15. Conatruire le centre etlo rayon de la sphère passant par nn point et tan- 
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• ^uarelles recherches au sujet du problème, lieu des points de Tcspace également 
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S 111. *^1. Uendea points de l'espace dont les distances k deux droites fixes sont dni« on 

rapport constant 

II. Lieu des points de l'espace dont les distances à un point fixe et a un plan iuTariable 
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III. Lieu des points do respacedont les distances a un point fixe et à vne droite inra- 

riable sont dans un rapport constant. . ............. . -'M5 ' 

IV. Lieu despoints de Tespace dontlesdistancesàunedroite fixe et à un plan invariable '*^7 *> 

sont dans un rapport constant 33$ > >-% .'T... > 
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entendre d«uz uirhcü de rcvoluünii e et &\ on demânde fti lc« troit iurfacos H ^ n €l o' 

•ont Itngenles cnlre elln raiTtnt une m^me ligne ( U1 

S V. — Det(urr*capriiniliTe<(danilee eugrentgee). S4C 





O'ono équation dilTérentietle plut nmple que réquatinn(l8) donnée par M. Peraj. 
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L ~ DeU mAniêredont oniloii considorcr Im ionnifimii petits «n gêoniêtria descriptive. . 5<>4 

î>c* courbes 3^S 

De la scesnte etdo U UDgente • une courbe. . ^ . a . a 36tî 

Du pUo Qurmal et du pUn Ungent à une courbée a .a. i • . ^«. 

Do pUo oscoUtcur ft une courba. . . « -. . , . . a • . « 368 

Du rs^n de courbure d'une courbe. . . . . . . . . .. . • . . . « • ' 36A 

Doisurfaces 7 . , r V . 371 

Du plan tangent à une suriooe a .. .; 373 

Des dlTers modes de géndration dis surfaces. , . . 373 . 

Des diverses espèces de turi^oes eugendrëos per une ligné mobile ; surface réglée {dévelop- 
pable et gauche) 377 

Surface de révolution. 378 

Surface engendrée par une courbe se monvant parallèlement k cUe-méoïc en restant 

constante de forme * . . a-^. , . 578 

Surface engendrée par une courbe se mouvant parallèlement i elle-même en restant sem- 
blable à elle-même. -, 378^. 

Surface ^gendrée par une courbe eomtanto de forme et variable de position. . . » . 378 . 

Surface eogeudrée per une coorbe varUnt do forme et vartant de po«tiou 378 

Des diverses surfaces enveloppes d'une surface mobile et cuostante ou variable de furmo. 378 

Des surfaces enveloppes de l'espace parcouru par un plan 380 

Des surfaces des canaux (enveloppe de l'espaoo parooum par une sphère de rayon constant). .381 

Des surfaces développables conslgér^ comme enveloppées d'une surface donnée. . . 367 

De roacnlation des courbes et des ^^acet. . . . 391 

Fm géométrie deacriptivf , on, doit cdpmdérer trois espèces de points; 1* le potfir{ mathé- 
matique) mterseclioa^dcux Hgitls on d'une ligue et d'une surface; 2* le point-ligné y 
contact de deux ligues mM'aM ligne et d'une surface ; 3* le pùint~ptan oontacl de deux 

surfaces 392 

De 1a surface la plus simple ayant un contact do aecond ordre arec une turfacé^canal font 

le long d'une caractéruHqno de oetie surface-canal. • « i- • • • • • .* . • . 393 

Premier rus : surface à sections normales constantes. . 391 

Second rus : surface à sections normales variables. ...... 394 

Théorème général relatif ou courbes et surfaces ayant entre elles une osetUotion. . . 395 . 
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. * ^ V* . J7rMorfil« • Toccuion de U Ihéoriedet infînifnentp«UbmpcMé« (Uni ce chapitrai erretin 

■'. ^ ' •= . **^\*:~ 


w 


I 

■^i 


commisce pardivcrv autean (f'optrs lei tnitrâ de gdomêCrie descriptive de M. Leroy et du 
M. Lefebttre de Foorcy) 
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.#_-r - . I, Point multiple de pramière espèce . 

H. Point multiple de deuxième cepèce. ^ . 

ni. Dn point d'inOexion donble. . ;'• •'* »..•'* 

VI. Du point méplat ^ . . > 

V. Du point de rcbroascement depramiôre espèce. .. • ; .*■ ^. . .... 

VI. Du point de rebroussement de ddtttiûmc espèce. • . . .' « . 

Vil. Point d^inflexton simple. . . . . ..«., . . . . . .. ... . 

Vin. Point aigu 

IX. Du point d'arrêt. . , , . -. .. . ,.* . . 

X. Des points isolés. . ... , . . ; . . * . . . 4 . .. 

XI. Du point asymptote. ................ r . ,.t 

^ III. ~ lies potnis sin^Uers de la développée d*une conrbe plane. 

XII. Une courbe plane peut avoir un point d'arrêt pour lequel le rayou de courbure 

soit infini ; . 

XIII. Une courbe plane peut avoir un point de rebroussement de première espèce pour 

lequel le rayon de courbure scHt infini. 

V ^ - T b’ne courbe plane peut avoir un point de rebrottssemeni de seconde espèce pour 

V' A ' lequel lo rayon de courbure soit iofioi. . ,.^ 

.V ^ i' Un^courbe plane peut avoir un point de rebroussement de seconde espèce pour 

lequelle rayon de courbura a une longueur finie , . . . 

** * ***" * $ ^ * — tKr* relations qui existent entre une courbe à double courbure et sa projection sur son 

1 >* plan normal 

' •!** ^ Lasurface helicoïde (filet de vis carrée) est la seule surface gauche qui jouisse de U pro- 

^ ^'C ** priété d'avoir en chscun de ses points des rayons de courbure <^aux. . ^ . 

.fU y. 1 A' Observations an sujet delà démonstration de la propriété dont jouit rbélicoïde (Blet de vis 
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p*ge il ligne iC feiiml »»«e C,'lUe: • faiont avco»^ 

Page 11 annl-demiére ligne.' lea deux bélicea E elt , litez : lea deux bélicea E et E'. 

I*age ü, dernière ligne, ani corclea C et C , lù« ■• au* cerclea C et C‘. — 

-|^‘ 4 1 , 4« ligne do la note, le centre de ce centre C , lUrz ; le centre de' oe cerclé' C. 

Page 48, ligne UI. irplarfTaucAna B, liicJ .‘ le plan T tangent au cdneB. 

Page 99 , ligne du cylindre Û, li'ar* ; du cylindre A. _ v 

Page 100, ligne II. dam la spiral* d'jirehim^de ta sotu-tangtnu ut con*ta»te, liaea ; danr la j 

spirale d’jdiràiméde la tout-normal* est etmtlaale. ' • 

Page l'»o, ligne H U aoua-tangenle a*g, lisez: la aoaa.oonnale s*g. 

Page 148, ligne 21. une droite S , lisez : une droite Z. 

Page UiU, ligne 11^ paranèlca 4 ceini de la aurfaoe, lisez : parallélec à cellea de la ourlacc. 

Page 208, Ugne 2. ■; coa\-, ain’e', y ', P'i ’ (coa»e',ain*«’, Ÿ', ^)- 

Page 2ÛS, ligne 2H. diL ton». Wmy^tlt flttfcJihi. ~ . 

Page 2l4. Le dênoininateur de Pèqoation (I) doit être écrit amai ; 
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Page 282, ligne _ la tangente mg, Uses : 1a tangente mg'. 
Page . ligna i. on a mg— mp', Kaea •• on a eig' — mp'. 
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PAjiUa ^ IMMUMfiRlS l)Ê PAIN ET THUMUT» 

IHfftIIICV»* »a L*t»ITta»ITt aOTALI BK »k*VCI, 

*î'k «ACiNE, "e pat* aa L’otiko^i. 
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